SUR UNE GENERALISATION DE CERTAINES SUITES ITEREES

M. BAJRAKTAREVIC (Sarajevo)

SOMMAIRE — Dans ceite note on étudie quelques propriétés de cer-
taines suites itérées dont les limites représentent des solutions du systeéme (20)
d’équations fonctionnelles pouvant, dans certains cas, éire ramenées a I'équation
fonctionnelle d'Abel ou 2 celle de Schroder [1] avec [p}|>1. Géné-
ralisation d’un probléme analogue {p=2) traité par V'auteur antérieurement [2]

1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES., — Soit:
a) p un nombre réel, |p|> 1;
b) [p] le plus petit entier qui n’est pas dépassé par |p|—1;

A Ge= go !p[lp’}“ !

d) {n;} une suite de nombres entiers, 0 <Cm <nyyy;
e) {8, une suite de nombres §,,=1,2, ..., [p];

0 pour k==n,,

f) {8x} la suite des nombres &= [ 8, pour k = m:
ny =

g) {dx} la suite des nombres

84 pour p > 1,
di = (—1)-'<ak+—f}[1—<—1)~1[p1 pour p < —1;

(0’ GO]’ (p > 1)7

(a» ap]: a= 5:;_[&]_, (P <“1);

2v+1

h) J={[0’G°]’ J=

[a, ap],

i) i=1,2,...; £=0,1,2, ... .
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A tout nombre 2 ¢J correspond univoquement une suite {n,} et une
suite {8,} et, par conséquent, une suite {8,} et une suite {d;} telles que:

N N 1
1° o
§$ < & 151 w: Tolw + Gy <£<2 i Gueny
F4 pour p <1,
(N-I,z, e gM{zma pour p>-—~l,)
>, ds . V )
90 2= E — . méme pour tout zgJ,
k=0 P

I'égalité dans 1° & gauche n’étant valable que pour |p|=1+[p].

En introduisant les notations

@) 0=z = (zm S St (=012,
=0 p
on a
(1a) 2mEn = [ = [20]m  (m,n=0,1,2, ...).
Soit
(2) fV (x) (xél\lz{A‘h By}; V:O: 1) 29 ...)

une suite de fonctions telle que

@) A e (X)By-y (1=0,1, ..., [pl;x € 1)

4) co LA <B, <+ (v=—-1,0,1,2,...),

Ay, By, e (i) étant des constantes avec

5 0<le@I<L e@#el) (,i=0,1,...,[p); i # 1)

Il est évident qu’d chaque suite {d,} correspond univoquement une suite
(6) ‘ ev=6(d,) (v=0,1,2,...)

et, inversement, & chaque suite (6) correspond univoquement une suite {d,}.
Par conséquent, & tout nombre z € / correspond univoquement une suife (6).
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Considérons, maintenant, la suite

(7) (P') (2 t) €y fp {51 f}1+1 [ (E'V fP+V (t) ) . ']} (V > Yo (t); te X)’

v, (1) étant un entier suffisamment grand, X I'’ensemble limite restreint des
Jy, C'est-a-dire
X':']_ig\,v:U {nJV}'

[ 4] n v=n

En introduisant les suites {e,} et {d,} définies par

(8) é—v=e(d_;)=8(dk+v+1)=ek+v“
on obtient
) ‘Tv=dk+v+1,
d’ot, d’aprés (1), a
= d
(10) 2D = =,
v§0 P"

Posant, dans (7), v+1 a la place de v, vu (7), (8), (9) et (10), on a
(1) e =xP {2, TV, Ok v v (5 9 2>0),
et, en particulier, pour k=0,
(12) (@) =efu (2= do) p, 1]} (V> (1); p>0; tE X5 2€ 1)),
On démontre facilement que I'équation (12) est équivalente au systeme

[Os Gl] (p > 1)7

(120) (2, = & (0) o [x " (02, )], 2€ [a’j‘:‘] (< -1),
(13) &(0) xI7 (2,1) = &0 xP(2—dy, (1) (v > % (1), 2€ J, t €X).

L’équation (11) peut étre écrite dans une forme plus générale (1la).
Pour la démontrer remarquons que la suite

N8y, 1
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est presque monotone croissante et que la suite

b,,=fj O

= pl

1
+Gi+n t5 (1-sgnp)a

est décroissante. Donc, on peut former une suite partielle strictement crois-
sante de la suite {an} en prenant tous les termes ay satisfaisant a la
condition

av<a.\l (V=1,2,...,N"1)-

v; étant les indices des termes ainsi choisis, posons

a,=a,yi (i=172,-..).

En introduisant la notation

le="(ay, by (z€J; k=}\+nvN; A=0,1,..., M1 ™ My 1),
il est évident qu'a tout nombre u,€/, correspondent les mémes nombres
d,, &, (v=0,1,..., k) respectivement égaux a ceux correspondant au nom
bre z, et, d’aprés (11), on peut écrire

o]

x 821 (g, £) = X {2, XPHED [0, 1]}

v—k

(11a) _
O <k v2v () p20; 2€7; tEX).

Le nombre ua$t" est une fonction linéaire de u, €1l avec

Ji=(ar, G,  (k>n>0; p>1);

gt €1 Ji=la, ap) (k=2¢>n>>0), } (p<-1)
Ji=(akap]  (k=2q+13>n, >0), ’
ol
* £ dy 2
Gi=(-p+Co- 3 —)p (p>1),
y=Ttn,, PN
! I8 PR 5,
agr=a-p+(1-|p[*) (p + Go)-p** X = (p<=0),
V=l+nvN |p|
(J 2 A k1 & 8,
ai=(p+ap) |p P +(1-[pDra—p"*" 3 - (p<—1).
v=l4n, {pl
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Enfin posons ‘
J*=NJ5 J=NJy, Jr=NJ%.
k k k
2. RESULTATS. — On a d’abord le théoréme suivant.

THEOREMED. Soit:
1° gi(z) (2€J;i=0,1,2,...) une suite de fonctions avec

(i) gi(2)€Ji_y (i=0,1,2..),
&) _ &)

80 50”

(i)  &+1 (@~ d) Pl=8i+1 [(2"~do") p] eniraine
{zl’ 2" € J; g =¢€ (dﬂl)v &' =¢€ (don)}
dy!, dy" étant les chiffres initiaux des nombres 2, z' respectivement repré-

sentés dans le systéme de base p;

2 ou(t) (t€ Sp=gnr1(); 1=0,1,2,...) une suite de fonctions, d’aprés
(i), univoquement définies par les équations

(14) go(2) =2 p{gu+1[(z-do) pl} (2€ ).

3% Soit Ep = gu1 (J¥) pour p>1; pour p<-1,Ep = E,UE{ avec
Ep =gut1(J"), Ep = gnt1(J").

4° Soit E=1lim En pour p> 1, respectivement E =lim Fy pour p<—1
avec Fu = EyN Ey. On suppose que E ne soit pas vide.

Dans ces conditions on a:

a) Pour que la suite®
P (2, 1) (v=0,1,2,...; 2€J; t €E)

soit convergente, il faut et il suffit que gy (ux), pour chaque solution uy de
I'équation

(15) Zutk+1 (u(,,k+") =t (k suffisamment grand)

3) Une application de ce théoréme est donnée dans [3] (p. 15 et 21) oi il est dé-
signé par le ,Théoréme VI* conformément au nombre que ce théoréme portait dans une
rédaction antérieure de la présente note.

?) La suite xU(z,1) icl est définie par (7) avec P au leu de f.
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par rapport @ linconnue uyg € I, tende vers une méme valeur limite Lu(z, 1)
lorsque k- oo et alors on a

lim x{(z, ) =Lyu(2,1) (2 €J, t€ E).
vVrm
b) Pour que la suite

- 0 pour 1,
¥ (2, 1) (v=0,1,2,...;t€E;z={p P> )

a pour p<<-—1,

soit convergente, il faut et il suffit que gy(2¢), pour chaque solution z, de
Iéquation '

otk (W)=t (2€ [z z+ Ge), k suffisamment grand)

par rapport & linconnue z, tende vers une méme valeur limite L» (2, 1) lorsque
k00, et alors

limx¥(z, ) =Lu (2, 1) (1€E).
vy

¢) e (0)&n () =8y gu (2= do) (1=0,1,2, ...; 2€J).

Conséquence du Théoréme. — Si &n (2) est continue ou monotone sur J
on a pour tout t €E et (dans le cas de la monotonie presque) pour tout 2€ J,

lim x¥ (2, t) = gy (2).
Vorx .
Les hypotheses (2), (3), (4), (6) sur f,. restant les meémes, supposons:
a)
(16) () et (<t t,,6€0,59.=0,1,2,...),
(5a) 0<e( <L e(D#e() (,j=0,1,...,[p]; i#)),
b) I'existence de deux intervalles

C=(Cy, C,]CX, D=[Dx, D,)c X, C< D,,

les plus proches possible entre eux, tels que

=t (t€0),
(17a)  e(i) f, (1) (=0,1,...,[pL; vy () = (1))
<t (t€ D),
et tels que, pour chaque &>> 0, on puisse trouver au moins une valeur de
t€X et au moins une valeur de i telles que, pour ces valeurs et pour un
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nombre infini de valeurs de v, on a

< t avec C,—& <t C; respectivement C, <t < Cy+¢,

(175) (£ ()] .
>t avec D,—e < t<< D, respectivement D, ¢t << D,+¢8

n, (f) étant un entier suffisamment grand.

L’ensemble des conditions (2), (3), (4), (ba), (6), (16) complété par les
hypothéses faites sur les intervalles C et D, nous désignerons, pour plus de
simplicité, par R.

Les conditions R supposées remplies, on a:

A. La suite
(18)  xB(z 1) {v>N(1)=Max [y (£), 1, (Ca), 1o (Dy)]; 1€ CUD; 2€ J},
élant monotone et bornée, est convergente avec
(19) Ap_ 1 <tulz, D= 1imvic::>(z, < Bp_1 (z€J, te CUD).

B. Les ¥.(z, t) satisfont aux équations fonctionnelles
(20) En(2, =g, fu{tn+1[(2—do) p, t]} (t€ CUD, presque pour tout 2€J)
dont chacune est équivalente au systéme correspondant

(21) &u(2,)=¢(0) fu 81 (p2 1)}

[0,G,] sip>1,
t€CUD, presque pour tout 2€ [[a, _a_] sip< - 1’)
p
(22) e(0)En(2, )= Ep(2—d,y, 1) (z€J, t&CUD).

C. Si les En(2,t) (26J) pour un tE€CUD sont continues ou monotones
par rapport @ z ef si

h T, =borne E,
T={ (1,,1,) pour T, <t< T, avec

(t, To) pour t Ty {
(T, 1] pour T, <t

T =borne E,

Publlications de I'Institut Mathématique 3
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E étant l'ensemble E qui, d’aprés le théoréme correspond aux g, (2)=§ (2, t_),
alors on a (dans le cas de la monotonie des Er(z, ) presque) partout dans J

(23) (2, )=En(z, 1) (t6T, z€J).

Dans certains cas, comme nous le verrons dans D, [C,, D,] N E respec-
tivement [C,, D,JN T n’est pas vide. Si, dans ce cas, on désigne T par
Tc respectivement par Tp suivant que t€C ou t €D, on a la

Conséquence de C:

to €Tc N Tp == {0} entraine E,(2,1) =8 (2, 1) (1€ TN Tp).

D. Si:
10 m,=¢ (k,)=Mine (i), m,=¢(k,)=Maxe(i) (i=0,1,...,[p]);
k; pk, ,
20 =% —= i=1,2);
i VZO P p-1 ( )
3° ¢! (f)=borne fu(f), ¢*(f)=bore fu(f), (1r=0,1,2,...);
> (€<t Gy), >t (C, <t Dy),
40 my @l ()] =t (t=C,), my@?(f){ =t (t= D),
< H(C, < t< Dy); <t (Dy <t Dy),
alors
a) EC|[C,, Dy}.

Dans le cas particulier ot fu.(f)=f(f) pour tous les ., on a
Ec|C,, D,] avec C,, D,€E.
b) Les Eu.(z,t) sont croissants respectivement décroissants par rapport

a z si

_re(i Dy))
240)  Min [2D) >pome £PM)) fc)>0, p=0,1,2....,
( {8(i)} ACY)

respectivement si 0<i<iKp), p>1,

(24b) Max{ ()} < borne 12C2) K={1 (t€C),
e(f) f(Dy) 2 (t€D).
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3. DEMONSTRATIONS. - (14), d’apres (10), peut étre écrit dans la
forme

(14a) 2@ =x8z o ) (1=0,1,2,..., z€J),

d’oii, d’apres (8) et (1a), on obtient par I'induction

(25) & (2)=xP{z, guy e [24F D)) (2€J).
Dans le cas z€J, u; étant un nombre quelconque de I, (25), d’apres (15),
devient

go(ur)= x¥(z, 1) (2€J, t€E, k suffisamment grand),

d’oit a) du théoréme résulte immédiatement. En outre on a (& cause de u,€/¢)
ug 2z (k -» o).

D’une maniére analogue on démontre b) du théoréme. On a encore
2x » 2 (k » o).

En posant z—d,=2' et en appliquant (14) a 2’ on tire c) du théoreme.

Ainsi le théoréme est complétement démontré.

Démonstrations des propriétés A—D. D’abord, on démontre facile-
ment les inégalités

(26) Pz 1) <Pz t,) (b, v=0,1,2,...; t, <ty by, la € Jugy)

(27) x4 (2, 1)

>xP (@0 (tec),
v > n, (1)
<

Pz, 1) (t€ D),

Pour démontrer que la suite (18) est bornée, on a a distinguer deux cas.
Premier cas: t € C. D’aprés (16) et (174, 5) on a, pour chaque z € J,

t< v ik fotvts < v ik futvik (D)< Dy

(VSN@); k=0,1,2,..),
d’oil 'on tire
tC ey gt fotvin—t [6p+a fopvir (D] < Dy.

En procédant ainsi on .obtient

t <20 LD, (vSN(); k=0,1,2,...),
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d’on, d’apres (3), (26); (11) et (17),

(280) A <212, 1) < (2, 0) <682 (2, D) < By
(tecC,z€J, v=N (1),
ce qui démontre la proposition dans ce cas.
Deuxiéme cas: € D. Par un procédé analogue on arrive aux inégalités
(286) Apy < X212 C) < x(2, ) <P (2, ) < Byt
ce qui prouve la proposition dans ce cas aussi.
A. D’apreés (27), on tire (19) de (28a, b) pour v co.

B. Une conséquence immédiate de A. est que (12), (12a) et (13, pour
v+ oo, deviennent respectivement (20), (21) et (22). Ainsi B. est démontré.

C. Il est a remarquer que la fonction
fo(x)=fiu (x - 0) respectivement f, (x)=fu(x+0)

satisfait & I'équation (20) pour tout 2€ J et pour tout 1€ C respecti-
vement D.

Il est évident, maintenant, que les
Er(z,t) (2€J, FECUD)

remplissent toutes les conditions du théoréme relatives aux g:(2). Par
conséquent, on peut 2 la suite des &, (z, ) appliquer le théoréme avec

fo () pour ¢ €C,

ou (1) ={ — _
fu(f) pour t€D.

Cette relation montre que la nature des ¢, ne dépend pas de la va-
leur particuliére du parametre f €C respectivement 7€ D.

D’aprés la conséquence du théordme on a, puisque € CUD, (et,
dans le cas de la monotonie de (2, f), presque) partout

29 (2 D=E(2,T) (L€ E).

Soit, d’abord, t < T;. On a a distinguer deux cas.
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a) T, non €E. Si I'on prend t< t< 1+, €E, t et t, quelconques, on aura
L1t €X puisque f€CUDCY, t,€ECX, par conséquent £, t, ¢, €Jy
pour tous les p suffisamment grands. D’aprés (26), on a

(P') (Z, t) (P‘) (Z t) (P) (Z ¢ )
d’oi, pour v- oo, d’aprés (29), résulte (23).

b) T, € E. Ce cas se raméne au précédent avec t,=T,.
D’une maniére analogue on prouve (23) aussi dans les deux autres cas.
D. a) On démontre facilement que

fu () < fu(t,) entraine ¢/ (1)) < @/ (fy) {t; < &y; 1. 1, € (Cy, Dy)}.
Introduisons les notations -
)=t ol (Y=moi (1), &b N=91[¥\1 (D] v >2; j=1,2).
On voit que l'on a
9y (1) > Ca, 95 (1) » Dy (£ € (Cy, Dy); v 00).

Par I'induction on démontre aisément les relations

g () <59 (2 ) < 0har () (1€ (Coy D),
d’ott, pour t€ C ou t€ D, d’aprés A, il résulte
L&z, ) D, {teCUD}.
b) On démontre facilement le fait suivant: Pour qu’il soit

- n

2_—'; z>z" Eg—’f (2, 2"€J: p>1),

il faut et il suffit qu’il existe un entier N >0 tel que
dy= dy (k=0,1,---,N-1; N> 1), dy >dy (N>0).

Or, si 2/>2"(2',2"€J; p>1), donc dy<dy, (24a) donne

enfuen(Dr) < enfuan (Cr)
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et, a fortiori,

enfurn{[evan farnpr (0] -+ ) < enfurn {- o [Evan fut nax (B)] -+

(tecuD).
De cette relation, d’aprés (5a), on tire

xWhe @, t) =xBa (2" e furmd [k fug wrn (O] - I

< xWL {2, en farw (e [evie farara () 1) = x84 (2, 1)

(N,n>>0; 1ECUD).
Pour k=00 on en déduit

() <E(2) 1) ("< 2, t€CUD).
D’une maniére analogue on démontre la deuxidme partie de b)

(Regu le 17 avril 1957)
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