UBER DIE G{-SUMMIERBARKEIT DER VERALLGEMEINERTEN
FOURIER-REIHEN

MANOJLO MARAVIC (Sarajevo)

I. EINLEITUNG

1. Das Gj-Verfahren ist durch

Gih;x)= 3 (1—et 22 O)ng,

Apsx

O < oo < 200, 1)
mit
0<o<]l und >0,
bzw. durch

GE() - 1=ty (4 )
0

erklart. Dabei ist A(f) von beschrinkter Schwankung auf jeder endlichen
Strecke.

O.B.d. A. sei A (0)=0, so dass

X
Gh(x) = ;"; f (1 - et—0x 01 =0 x"0 A (1) dt
0

wird.

2. Sei D ein beschrinktes Gebiet des n-dimensionalen Euklidischen

Raumes und D der stickweise glatte Rand von D. P, Q, I1,... bezeichnen
Punkte aus D. Ferner seien

0< <M< ... K Apr oo, N+
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die Eigenwerte und
&, (1), D, (1), ..., P, (1), ...

die orthonormierten Eigenfunktionen der Randwertaufgabe:

Au+Au=0 innerhalb D

_ (n
u=0 lings D.
Firr jedes f(/7) € L1(D) sei
av=ff(ﬂ) b, (M) dv,
und 7
(1) ~ X a, &,(11) ©)

die verallgemeinerte Fourier-Reihe der Funktion f (/T).

Im Falle n=2 und f(/7)& L' (D) hat Herr V. G. Avakumovié [2]
notwendige und hinreichende lokale Bedingungen angegeben damit die G§ -
Summe von (2), d. h.

T (1-etax %)% q, 0, (P)

Ay<x
zum Werte f(P) bei x »oc0 konvergiert. Der erwihnte Satz lautet wie
folgt:
Bezeichnungen: (i) J,(x) sei die Besselsche Funktion der Ordnung 1.
(i) p, bezeichne die Minimalentfernung zwischen P und D. p sei eine Zahl,
die der Bedingung

0<p<p,
geniigt.

2

(i) g(r) = 2i (F(r, )~ f 00} d g
0

dabei bezeichnen r und ¢ die Polarkoordinaten des Punktes /7, und P ist
der Anfangspunkt des Koordinatensystems.

Voraussetzungen: (i) Sei f(IT) iber D absolut integrierbar. (ii) sei
1/2 <6<1 und
3 1\—!
—(0——=) . 3
x> 4( 2) &)
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Behauptung: Damit Y, a, ¢, (P) zur Summe f (P) nach dem Gj- Ver-
fahren summierbar ist, ist notwendig und hinreichend, dass

p
a()=tt [ g(0) 1y (t#) ar 4

0
fiir ein 0 <{p < p,, nach dem G%-Verfahren zur Summe 0 summierbar ist.

3. Beziiglich der of-(Riesz) —Summierbarkeit der verallgemeinerten
Fourier-Reihen hat Herr T. V. Avadhani [1] folgenden Satz bewiesen:

Bezeichnungen : (i) fp (f) ist das sphirische Mittel von f(/7) im
Punkte P, d. h.

_ I (n/2) 5
fo (0= 5 Sf f(P+§1) dog, (5)
wobei
P+Et=(xl+Elt1x2+Eﬂt) ---7xu+Eﬂt),
und .
S é g=1
i=1

(ii) Vi (x)=x—"Ju(x) (6)

wobei Jy(x) die Besselsche Funktion der Ordnung p ist.

(iii) p, bezeichnet die Minimalentfernung zwischen P und D. p sei
eine Zahl, die der Bedingung

0<p<op,
geniigt.
n 0
: 272t T (k+1) » =
@) e (=TI [y @ (e 0= f Pt (D)

0

Voraussetzung: f(I1) € L? (D).
Behauptung: Fir k > (n—1)/2 gilt
1 n—1
Tl Gy BESESNO)

Av2<x(1 -";) a, @, (P)=a (x) + f(P)+ O
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Insbesondere ergibt sich daraus folgende Behauptung: Wenn f (/7)
stetig im Punkte /T=P ist, so gilt fir k> (n-1)/2

k
> (1 —51) a,®, (P)+f (P), filr x - oo.
Ay<x X

4. Im Abschnitt II beweise ich folgenden

SATZ 1. Bezeichnungen: (i) Sei k >0 eine ganze Zahl, 0 < § < 1 und
fp (8), e (1) und Viyns(t) sollen dieselbe Bedeulung haben wie vorher.

(i) o* (x) sei das Rieszsche Mittel k - ter Ordnung der Fourier-Reihe von
f{1) im Punkte I1=P, d.h.

o (x) = X (1—23)"% ®, (P).

Ays<X

(iii) Gy (x) sei das G¥-Mittel der Fourier-Reihe von f(1} im Punkte
=P, d.h.

G¥(x)= X (1-e™ g o (P).

Apsx

Voraussetzungen: 1) a, (f) ist G¥-summierbar zur Summe O.

2) ok (X)=ax (x) +F(P)+0 {x =9} x5 0. 9
Behauptung: Fiir jedes w > k ist
Gy (x)=f(P)+0 (1), x» oo. (10)

5. Mit Hilfe des Satzes I, sowie des erwihnten Satzes von Avadhani,
werde ich im Abschnitt 11l notwendige und hinreichende lokale Bedingungen
fiir f(IT) aus L*(D) angeben, damit die verallgemeinerte Fourier-Reihe der
Funktion f(/7) im Punkte /7=P zum Werte f(P) summierbar ist. Der zu
beweisende Satz lautet wie folgt:

SATZ 2. Voraussetzungen: 1) f(IT) € L2 (D).
2) Sei
n+1

2(20-1) (h

-—;—<9<1 und x>

Behauptung: Damit 2 a,®y(P) zur Summe f(P) nach dem G¥-Verfahren
summierbar ist, ist notwendig und hinreichend dass ou(l) fiir emn O<p<pP
nach dem G§-Verfahren zur Summe O summierbar ist,
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Da das Gj-Verfahren dhnlich dem Valironschen Verfahren die Eigen-
schaft hat beziiglich 0<<6<C1 eine stetige Folge wesentlich verschie-
dener Verfahren zu bilden, so wird durch den Satz 2 der bekannte Satz
von Hardy-Littlewood [6] bzw. Morgan [7] iiber die Valiron-Sum-
mierbarkeit gewdhnlicher Fourier-Reihen im gewissen Sinne auf verallge-
meinerte Fourier-Reihen iibertragen.

Bemerkung. Wenn n eine gerade Zahl ist, so lidsst sich, wie leicht
einzusehen ist, die Ungleichung (11) bis auf

ﬂ 3
= 2(26-1) (1)

verbessern.

Anderseits, erhalt man aus o, (¢) fiir n=2 genau die Funktion (4) aus
[2] von V. G. Avakumovi¢ (vergl. die Uberlegungen am Ende dieser
Arbeit).

In diesem Falle, aber, sind wegen L2(D)c L'(D) der Satz von
V. G. Avakumovi¢ und der Satz 2 einander nicht enthalten, obwohl die
Ungleichung (117) schirfer als die entsprechende Ungleichung (3) des
Satzes von V. G. Avakumovié ist.

Il. BEWEIS DES SATZES 1.
Wegen

xka¥ (x) =k f (x—t¢=1 A () dt, (A(0)=0)

ist

A (x)=kl! ::k (x* &% (x)}. (12)

Wenden wir auf die Funktion A(x) das Verfahren G¥ an, so erhalten wir

1

Gy (x) = -lf 1— ett=0x=0x—1 plt—x)x=% — —_ (fk gk (7))} dt. 13
o(x) =— | ( ) o1 gp et} (13)
0

Nun setzen wir -

ok (x)=ox (x)+f(P)+8(x) xB mit B=k (1-6) (14)
wobei
8(x)+0, x9o0.
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Wird (14) in (13) eingesetzt, so erhalten wir

- k
Gl(x) = X f (1 — ett—ox— Oyt == L L o (i) 45 (PY pey 8(8) -9} gt
x9 k! dtx
0
(15)
=K1+K2+K31
wobet
4 1 d*
R
Ky= = | (1 - elt—0x70 1 glt—0x=9 2 = (g g ()} dt,
=2 ) 7 o (e (1)
0
g HP) a*
* — -
Ky= — | (1 —elt=0xOx—1pt—0x-0L\V ) C uyy
? xef( ) ko)
1]
und
% —p 1 d*
Ky=— (1 —et=0xOp—1p0-0x"0 _ " (5(f) k= } dt,
= ) o @)
0
Da G¥ ein regulires Verfahren ist, so ist
Ky=f(P)+0(l), x>00. (16)

Mittels teilweiser Integration erhilt man

x
- 1) k
(-1 a {1 - e(t—x)x—e)x_l e(t—x)x—e} 8 (f) t—# dt.

3T k! x® dtk
0

In (4] Kapitell II habe ich bewiesen dass
Kg=0(1), x»>00 wenn B=k(1—6). 17)

Wegen (6) und (7) ist

I
1 g _Cc d (ke a (tVE - 1
e = S zoff Vi 2 (VDIfr )= P)] ]

P
- ka :7‘ [ f CH V)T Sz (VD) [fe (1) - £ (P)] df}
0

P
= [t VD S (VB e ()~ £ ()],
0
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mit
o 2"—§+‘r(k+1)
I (n/2) )

Benutzen wir die bekannte Formel [5] (S. 46)

“2% {2 d, @) =2d— (),

so erhalten wir

VDS Ly (VD)= @V U n (oY),

a: Tkt 2 = 2\2 - -
G CD S Ly n V) =(T) @D, VD,
ﬂ{(«c\/?)’“‘% Jo n (tVB) = © "( Vhee g Vi
dtk k+'2— 4 —( 2 ) T ) nf2 (‘f )‘
Demnach ist (18)
: P
1 g _ ti np—1 < ~
wan O =G B 7 T (V) {fe (v) - F(P)} de=aty (8).

Auf Grund von (18) folgt

X
% _a\%—1 .
K1 == x—Qf(l —e(‘"")" e) e(l—X)x e GO (t) dt’
0

woraus, da der Voraussetzung nach «,(f) zum Werte 0 nach dem G%-Ver-
fahren summierbar ist,

Ki=o(1),  x»o0, (19)
folgt.

Aus (15), (16), (17) und (19) folgt nun

Gg (x) = f(P) + o (1), X 00, (20)

womit der Satz 1 bewiesen ist.
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1Il. BEWEIS DES SATZES 2

Setzen wir
2k—n/2+1 l‘(k+ 1) P
Hy = I (72) xn/2 ftn—l VH_% (th)f(P) dt (21)
und
2k—n/2+l r k+1
= F(n/Q() ! n/zft - Vk+ n (tVx) {fo(t)-f(P)}dt (22)
so wird

3 \E ~L (e 220 :
> (1—?") a, ®, (P)=H, + Hy+ O{x 2 2 } x»>o00  (23)
Apsx

v

Betrachten wir zunichst das Integral H,. Es ist

PV
k—nf2+1
2 T'k+1) fn/Z—k—l
H, = =
: ) f(P)0 t Jk+_,;_(t) dt
4
k—-nj2+1
2 Ik+1)
= f(){f""‘ tdt—ft tdt}'
r @) O] 4,2 ®
Auf Grund der bekannten Formel [5]
-+
v+1) I (p/2 3
f“ YD) dt = — (&/2) i 0<p<v+y,
0 9 F(v-p/2+1)

mit v=k + n/2 und p.—n wobei, wegen p=n_>2 und k > (n—1)/2, offenbar
0 < p< v+ 3/2 gilt, erhilt man

k—nj2+1

2

+m
I (k+1) f(P)f tn/z—k—le%(t) dt.

Hy,=f(P)— I (n/2)

PV
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Wegen
J, (=0 (") 500,
ist
+ + o
—’2'-—-/«»1 % —k—3/2
t J, a()dt=0 / dt) =
pVE 2 pVx

_1{,_n=t
:O{x 2( 2 }, X - 00,
und demnach

_1(k_ ﬁ:L)
Hi=f(P)+0{x 27 2N x5c0. (24)
Wegen (7), (22), (23) und (24) ist

(1 - ﬁ)"avqs, (P)=ax (x) +f(P) + O{x“%("“'ﬁz:l)}, X 00,
Ap<x X

=ak(x)+f(P)+o{x—i(k__2——q)], X - 00
mit n >0, wobei k¥ > (n-1)/2+.
Auf Grund des Satzes 1 (Formel (25)) ergibt sich

Gt (x)= X (1-ed=0x"Ytg, & (Py=f(P)+0 (1), x o0, (26)

Apsx
wobei 6 so gewihlt ist dass zwischen & und k die Beziehung
1 n—1
k(1—0 =—(k—— “1), 97
(1=0) = (k= *5==n) (@7)
besteht. Daraus folgt
1y (n-1)/2+q
0= — 1+————-——) 28
2| p (28)
und
n—1+2n
=T 2
2(26-1) (29)
Da
n-1
k +n,
> 9 n

so ist fiir gerade n=2m(m=1,2,3,...)

k>m-— -é— +n, d.h. k=mm+1,m+2, ...

Publications de I'Institut mathématique 10
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Dabei kann n die Werte aus dem Intervall (0,1 2) nehmen.
Fiir ungerade n=2m+1(m=1,2,3,...) ist

k>m+n, d h k=m+l,m+2,m+3, ...

Dabei kann n die Werte aus dem Intervall (0,1) nehmen.
Wegen (28) bedeutet dies dass fiir alle n, 6 die Werte aus dem
Intervall (1/2,1) nehmen kann. (Wenn k- oo, dann 0-1/2.)
Demnach ist wegen (29)
n+1
S o26-1)

und folglich » > &, wenn nur

ist.
(Eingegangen am 1. Oktober 1958).
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