EINE NEUE KLASSE VON POLYNOMEN UND IHRE ANWENDUNG
IN DER THEORIE DER LIMITIERUNGSVERFAHREN

VLADETA VUCKOVIC (Zrenjanin)

ZUSAMMENFASSUNG ~ Es wird ein neues Limitierungsverfahren ein-
geliihrt und dessen Tragweite und Verhdltniss zu den Karamata—Stirlingschen
Limitierungsverfahren untersucht.

1. In [1] hat J. Karamata mit Hilfe von Stirlingschen Zahlen eine
Klasse von Limitierungsverfahren, von ihm Stirlingsche Verfahren genannt,
eingefithrt und ihre Beziehung zum Eulerschen und Borelschen Verfahren
untersucht. Mehr als zwanzig Jahre spiter hat Lototsky® in [2] einen
Spezialfall dieser Karamata—Stirlingschen Verfahren wieder-
gefunden. Anschliessend an Lototsky hat R. P. Agnew in [3] diesen
Spezialfall ndher untersucht und seine Tragweite und Wichtigkeit klargemacht.

Durch die Arbeit von Agnew angeregt, suchte ich eine natiirliche
Verallgemeinerung dieses Spezialfalles und kam zu einer Klasse von Ver-
fahren, die ich modifizierte Stirlingsche Verfahren nennen werde, welche in
einer harmonischen Weise die Karamata—Stirlingschen Verfahren erginzen.

In dieser Arbeit werde ich diese modifizierte Stirlingsche Verfahren
einfiihren und untersuchen, insbesondere in bezug auf die Verfahren von
Karamata—Stirling. Am Ende werde ich auf eine Moglichkeit, die beiden
Klassen zu einer zweiparametrigen Klasse zusammenzufassen, hinweisen.

2. In dieser Abteilung werde ich, insoweit mir bekannt, eine neue
Klasse von Polynomen einfiihren und deren fiir das Folgende wichtigste
Eigenschaften untersuchen.

DEFINITION 2.1. 6y (&) und vy (a) sind fir n=0,1,2 ... und ganze v
folgendermassen erklirt
(2.1) B (@)= (a) = 1;

!) Nur aus der Anfithrung von Agnew [3] bekannt,
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fir n=1,2,... und 0<Cv < nist
n

(2.2) (x+o) (x+a+l)... (x+a+n-1)=3 o} (a)-x,

v=0

xn=(-1) {t’(,(a) +vn§1(—1)v'c',',(a)-(x+a) (x+a+1)... (x+a + v—l)} ;

und fir v>n als auch fir v=-1, —2,.., ist
(2.3) o) (a) = (@)= 0.

Man beweist leicht den

SATZ 21. Fiir n=0,1,2,... und jedes ganze v gilt
(2.4) oit! (a) = (n+a) of (a) + 0 (@)
(2.5) A (0) = (v+ @) ) (@) +10_y (@).

Offensichtlich sind ¢ () und <} (@) Polynome von a.
einige davon:

68 ()=1,
o8 (a) =, oi(@)=1,
op (a)=a(a +1), of (@)=2a+1, o (a)=1,

da(@=a(a+1)(@+2), di(@)=3a%+6a+2, o3(c)=3a+3

und allgemein o6 (a)=a (a+1)... (a+n—1), oz (a)=1;

rg(a)=l,

0 ()=a, t(a)=1,

7 (0) = o, % () =2a+1, B(a)=1,

1o (00) = a8, 1} (@) = 3a? + 3 + 1, 5 (@) = 3a + 3,

und allgemein 1 (a)=a”, t; (a)=1.

Wir geben

, B(e)=1,

4 (a)=1,
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Wie man leicht bemerkt, sind o (0) und «y (0) die Stirlingschen Zah-
len 63" und €037 der ersten und zweiten Art in der Bezeichnungsweise

von Nielsen ([4] S. 66 ff.). Deswegen wollen wir oy (a) bzw. 7} («) Stir-
lingsche Polynome der ersten bzw. zweiten Art, zum Unterschiede von
eigentlichen Stirlingschen Polynomen, nennen. Von den vielen Eigenschaften
dieser Polynome wollen wir nur einige hervorheben. Aus

n n
S oy () =(x+a)...(x+atn-1)= o} (0) (x+a)
y=20 v=0
folgt leicht die Beziehung
2.6) A= G0 (" ) kv,
. v

k=vy

die fiir n=1,2,... und 0 v n giltig ist, und ahnlich, die etwas allge-
meinere Beziehung

2.7) Aate) =3 o (a) (f) gk,

K=v

Fiir «y () kann man eine explizite Darstellung auf einem kleinen Umwege
erhalten. Zu diesem Zwecke beweisen wir

HILFSSATZ 2.1. Es gi[t

n o v+
(2.8) 2 tl’: (a) xa+v—_—e—x (_Vi‘—(l)Li.
v=0 v=0 vl
Beweis. Setzt man
n

Pn(x)=F (@) x7+e
=0
so ist wegen (2.5) ’

Bars ()= 30 @ (@) x4+ = x (@’ (x) + @n ()}

y=20

und, nach einem Ansatz von Agnew ([3], S. 113)

(2.9) & Qs (1) =x L {e* g, (X))
dx

Anderseits, fiir

& (v+ o)t xvte
P,(x)=3 L————
=0 v!
gilt auch =

(2.9 Ppty (x)=x Do’ (x)
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und noch @, (x)= e~ @, (x). Daraus auf Grund von (2.9 folgt
e* @, (x)= P, (x), wzbw.

Aus dem Hilfssatze folgt durch Koeffizientenvergleich

n _(_l)v . 1w (v n—
h@ =" H( 1y (1) (e+)

) (k) > ,:o( 1yt ( ):"—k

wodurch auch eine explizite Darstellung der Polynome t (o) gewonnen
wird. Fiir a=0 reduziert sich (2.10) auf die bekannte Darstellung der
Stirlingschen Zahlen zweiter Art.

Wir fithren noch die Formel

(2.10)
(_

Ta+v+1) & (a )_ E (a+v) (v +a)n

v ovia

@10 Eo I (a+1) =

an. Im wesentlichen (fiir den Fall a=0) rithrt sie von Agnew her und
wird genau wie bei ihm ([3] S. 113—114) bewiesen.

Auch ohne Beweis (der leicht mittels der Differenzengleichung
o (@)= (n+a)of (@) + afx+1)...(a+n—1)

oder sogar direkt aus der Definition gewonnen werden kann) fithren wir
die Formel

2.12) i M @ @t ). (e},

yv=0 ¥

an, die fiir « =0, —1, —2, ... giiltig ist.
Fiir die Umkehrung bendtigen wir den folgenden

SATZ 2.2. Aus
. .
(2.13) An=2 dé, (a) B, n=0,1,2,...
y=0

folgt
(2.14) B,.=(—1)n§0(—1)v 1 (@) Ay, n=0,1,...
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Beweis. Offensichtlich ist

n
Bn=20}1'5(0)'14u
y=|

wobei die pj(a) von der besonderen Wahl der Folgen {B,} bzw. {A,} nicht
abhingen. Nehmen wir A,=B,=1, A,=(x+a)(x+a+1)... (x+a+n-1)
also B,=x", so bekommt man gleich pj (a) =(—1)"*"t(a).

3. In dieser Abteilung werden wir die Grossenordnung der Stirling-
schen Polynome erster Art untersuchen. Dabei beschrianken wir uns auf
diejenigen Werte des Argumentes a die >—1 sind, weil wir nur diese
Werte fiir unsere spitere Zwecke bendtigen.

HILFSSATZ 3.1. Fiir e > 0, n=1,2,... und 0<Cv < n gilt

@) S (—1+e)=0}71 (e)—(1 =€) o' (e)
Beweis.

i oy(—lre)xw=(x—1+&) (x+e)(x+e+1)...(x+e+n—-2)=

=0

n—1
et (1m0 F o ) x =

oi=i (e)—(1—¢&) o1 (e)} x.

n—1
v=0
-2,

Der Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung.

SATZ 3.1. a) Fiir a >0 sind oy (a) > 0 und geniigen dort fiir n=2,3,...
0 v n der Abschitzung
(3-2) ay () < (@), - {Ha-1 %,

n—1

wobei Hp_{ = 20 1/(v +a) und (@) =a(a+1) ... {a+n-1) fir n=1,2,...
y=l
(und (a),=1).
b) Fiir a=0 sind oy (0)>0 und es gilt

(3.3) oy (0) < (n = 1) {Hy-}

wo
Hooy=141/2 4+ 1/(n-1).

Publications de I'Institut mathématique 9
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¢) Fir a=-1+e, 0<e<1, n=23,... und v=1,2,...,n—1 ist
(3.4) |6y (= 14+&)|<(e)aos - (2 +€) - {Hiy)v.
Beweis. Ad a). Induktion nach v. Es ist

oo (@) =a(a+1)...(a+n-1)

und
of (@) =a(a+1)...(a +n—1) HE,
wobei
n—1
Hyy = 20 1/(a+v).
Es sei jetzt fiir ein k¥ <<n
ox(a) < a(a+1)...(a+n—1) {Hr_1}*.

Dann ist
i Skst = (@+n-1) 671 (@) +0F (@)

Ok1 (@) (o0 1 — 1) 6431 () + () 1y {HE}".

Wird diese Ungleichung durch (a)s=a (a+ 1)...(a+na-1) dividiert und
samtliche so erhaltene Ungleichungen von n=k+2 bis n=N addiert be-
kommt man

k o o o
Ok +1(x) 1 (Hk)*  (Hgw)*  (Hy—g)
@y Na@+ D). (oth) atk+1 T arktz T Y agNoT S
< {H%_ k[ +...+___._]
< (Hy-2) etk a+N—1 <

S AHN-1}* - Hyy = {Hj—y e+t
Damit ist dieser Fall erledigt.
Fall b) is bekannt (Agnew [3])
Ad c) Nach dem Hilfssatze 3.1 gilt

fov(—1+e) | <ohzi(e)+ (1 +€) o{,’"l(e)
und weiter nach dem Falle a)
oy (—1+e) | < s (e+1)... (e+n=2){[Ha—t}—1+(1+5) [Haa] } <

b L e(e+1). . (e+n -2) {Hiy),
wzbw.
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4. Wir fithren jetzt die angekiindigte Klasse von modifizierten Stir-
lingschen Limitierungsverfahren durch folgende Definition ein.

DEFINITION 4.1. Fiir a> -1 sei Py (a)=1 und

Po(0)=(a+1) (@+2)...(a4n), n=1,2,....

und man seize
Pnyv (a)=a’,'(a)/P,, (a).

Dann sagen wir: die Folge s={s,} ist o%-limitierbar zum Werte S wenn

n
Sz (8)= Y Pry(@)s,»S, n»oo.

v=0

SATZ 4.2. Die o%-Verfahren sind regulir.

Beweis. Offensichtlich ist X pn,,(a)=1. Weiter, fir a >0 sind
Py (@) >0, also auch X |p,, (o) |=1. Im Falle —1< a<{0 ersetzt man
Pn.v(—1+¢), 8>0, nach dem Hilfssatze 3.1 und gewinnt 27| pn,, (- 1+€)| <
< 2+¢. Endlich, nach dem Satze 3.1 gewinnt man p, ,(x)=0(1), n- oo,
v fest, weil Hy von der Ordnung logn ist.

Eine erste Einsicht in die Natur der modifizierten Stirlingschen Ver-
fahren gibt

SATZ 4.3. Die o%-Verfahren summieren die geometrische Reihe Y, 2* zu
ihrer echten Summe 1/(1 —2) in der ganzen Halbebene R {2} < 1.

Beweis, Mit s,(2)=1/(1-2)—2nt1/(1~2) ist

é p ((I)S (Z)=_1.____z_ (Z)
v=0 "y " 1—2 I—Z(P"
wobei
on ()= (z+a) (z+a+l)...(z+atn-1)
(1+a)(2+a)...(n+a)
o T@® . )
Flerany & 70 fr <l
SATZ 44. Aus
(4.1) S’? = E pn,v(a) Sy
vy=0

folgt

(4.2) Sn=(~1)n ﬁo(—l)w’:(a) P, () S%, n=0,1,2, ...
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Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 2.2. Er ermg-
glicht eine genaue Abschitzung der Grossenordnung derjenigen Folgen,
die ¢”-limitierbar sind.

Namlich, aus (4.2) folgt dass jede solche Folge der Abschitzung

=0 (103 |4 @] Py(a)

geniigt. Fiir « 2> 0 ist aber

Eltg(a) | Py (a) = Et{'z(a) P, (a)
und nach der Formel (2.11) endlich Sa=0(1) - &, () wo
Sfa+v) (v+a)
P, ()= —
(«) Eo( v ) P

+v

Da aber( “
v

)Nv‘x, v oo, ist

@, (a)zo(l).i Otayte

v=0 2v
Die Reihe rechts lisst sich, dhnlich wie Agnew [3] die Reihe XJv7/2" ab-
geschitzt hat, zu O {I' (n+a+1)/log 2)7} abschitzen.
Im Falle -1 <a<0 greife man zuerst zum Hilfssatz 38.1.
Somit gewinnt man den wichtigen

SATZ 4.5. Ist die Folge {s,} o®-limitierbar so ist

(4.3) $n= O { (l’;’g”;)n] .

5. Satz 4.5 zeigt, dass die Inklusion 6% o%te g (0, zu erwarten ist.
Wir beweisen, dass dies auch tatsichlich zutrifit.

SATZ 5.1 Ist die Folge {s,} o%-limitierbar, so ist sie fiir jedes e>0
auch o*%e.-limitierbar zum selben Werte.

Beweis. Es sei

(5.1) Sy = -3 cﬁ(a)s,—-»S, n- oo,

und fiir e >0

1 n
ote 00 n
nlo= P, («+¢) > oy(x+e)s,.

v=0
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Nach dem Satze 4.4 folgt aus (5.1)

so= (-1 Z (-1 <4 (@) P (@) 57

also
W= WE (-1 s (n+) 3 (= 1) €3 @) Pi (@) SF
(5.2)
wobei
(5.3) A= }‘_, (- 1)i 0%y, (a+8) wt (a)

Funktionen von « und e sein sollen. Durch unmittelbare Berechnung findet
man aber

=1,
(5.4) Ao=¢, A= 1,
=€ (e+1), Ai=2s, N1,

und weiter, durch Benutzung der Formel (5.3), (2.4) und (2.5), findet man,
dass die A} der Rekursionformel
(5.5) M= (n—v4e)M] +200,,

fir n=0,1,2... und jedes v, geniigen. (Dabei ist fiir v > n als auch fiir
v=-1,-2, ..., Ni =0, zu nehmen). Aus (5.4) und (5.5) findet man durch
Induktion

(5.6) )\'J=(n)e(s+1)...(e+n—v—1),
v

fir n=1,2,...,0 v n-1 und

(5.7) M=1.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Folge S;t® gegen S konver-
giert. Dies folgt aus der Regularitit der Matrix ((g,v)) mit

Py (a) Ay
P.(a+g) )

ny =
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Da diese Matrix positiv ist und 2q,,,,,=1, ist noch zu zeigen, dass beim
festen v ga,y=0(1), 1+ co. Nach (5.6) ist aber fiir a >—1

nl (n—v)! (n—v)e=! =0(1),*~1_+0, 11 00
vl (n—v)! n! note ni+e

dn,y= O(l)

weil o > —1 ist. Somit ist Satz 5.1 bewiesen.

HILFSSATZ 5.1, Die Folge s={s,} mit
(= Dt
(log 2)

ist o'-limitierbar, aber nicht o°-limitierbar.

Beweis. Mit A=log2 ist

und somit ihre o!-Transformierte

oo
n

-y e § (-4 -

Dieses Integral ist aber o (1), was man der mehrmals genannten
Arbeit von Agnew entnehmen kann (3] S. 109—110).

Ahnlich findet man fiir die o°-Transformierte derselben Folge

___1 n41 ~ .
%)foe‘“u(u—n... (u-n) du.

n

Sas1 (s)=o(1) +
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Es ist aber

@ i D1 fe‘?\"u(u—l) o (u—n)du>

= fl)! f"_”(”‘l) (u=-2)...(u—n)qu=

v+1

ne” 1" i fe‘“(t—%—n——l) (t+n-n)ydt=
= (Il-!-l)l 2 oL

v

ne M.pl X (n+v
n

)e—(v+2)x =
(n+1)! &

n e n 1
—, 1> o

Zarl (@ -1+t 2n+1) 2

weil er =2 ist. Also die Folge (- 1)* h, oszilliert und Shy((s) kann nicht
konvergieren,

Aus dem Hilfssatz 5.1 und dem Satze 5.1 folgt unmittelbar.

SATZ 5.2. 6¢ Co%t® fiir jedes € > 0.

6. Wir erinnern nun an die Definition der Karamata—Stirlingschen
Limitierungsverfahren. In unserer Bezeichnungsweise lautet sie wie folgt:

DEFINITION 6.1. Die Folge s={s,} ist fir B> 0 KB-limitierbar zum
Werte S wenn
n
> o (0)ps

6.1 B(s)= V=0 35S, oo
R Ka(s) B(E+1)...B+n—1) S

Offensichtlich sind die Verfahren K! und ¢® miteinander identisch.
Um allgemein die Beziehung der o% und KB aufzukliren, gebe ich folgen-
den Satz an.

SATZ 6.1. Es ist KB c KY fiir alle 0 <Yy <B.

Den Beweis dieses Satzes werde ich in einer anderen Arbeit ver-
offentlichen,




136 Viadeta Vuékovi¢

Also ist o* fiir a >0 stirker als jedes KP mit B >1, und jedes KB
mit 0 <B <1 stirker als jedes o* mit —1 << a<<0.

7. Man kann eine zweiparametrige Schar von Limitierungsverfahren
einfithren, die die beiden Klassen vereinigt. Namlich, wir werden sagen,
dass die Folge s={s } S=8-limitierbar zum Werte S sei (@ > -1, § > 0) falls

é ay () B’ sy
Si?,‘%(s)= v=0 +S, n-ooc.
B+a)B+a+l)...(B+a+n-1)

Dann ist §%'=0% und S%B=KB8,
Der Untersuchung dieser Klasse werden wir eine andere Arbeit

widmen,
(Eingegangen am 8. Okfober 1958)
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