UBER DAS ANWACHSEN ANALYTISCHER FUNKTIONEN
AUF VERTIKALEN GERADEN

C. L. SIEGEL ZUM 60. GEBURTSTAG GEWIDMET

von

ALEXANDER PEYERIMHOFF und HANS-EGON RICHERT (Gottingen)

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, eine gewisse Ausdehnung
eines bekannten Lindeldfschen Satzes! iiber das Verhalten analytischer
Funktionen in einem Halbstreifen herzuleiten. Dieser Satz erschliefit aus
Abschitzungen mittels Potenzen der elementaren Funktionen e, ¢ und log
auf den Rindern eine gewisse analoge Abschitzung im Iunern. Den
Beweisen liegt stets das aus dem Prinzip vom Maximum flieBende Phrag-
mén-Lindeldfsche Prinzip zugrunde, indem die oben genannte Fragestel-
lung durch Einfithrung einer sich ahnlich wie die Abschitzungsfunktion
verhaltenden analytischen Hilfsfunktion auf dieses Prinzip zuriickge-
fihrt wird.

Im folgenden wird durch ein neues Beweisverfahren, das das Phragmén-
Lindeldfsche Prinzip durch ein Cauchysches Integral mit geeignetem Kern

ersetzt, gezeigt, dafl jener Satz mit einer wesentlich allgemeineren Klasse
von ,normal oszillierenden® Abschitzungsfunktionen (Definition) richtig

bleibt. Mit demselben Ansatz werden diese Ausdehnungen auch gleich
fir die entsprechenden Sitze iiber Mittelwerte analytischer Funktionen®
durchgefiihrt.

Wir verwenden diese Ergebnisse, um zu zeigen, da bei den durch
Laplace-Integrale dargestellten Funktionen f(s) der bekannte Satz, nach
dem fiir jedes e >0 gleichmiBig fiir o> oy + €%

f(c+it)y=o (t*+1)

1) Lindelof [11], S. 346—348R; vgl. [12], S. 108, Corollary.

%) ta: loc. cit. V; eot: Hardy [5), Theorem 3; loget: Littlewood [12], S. 108; telogf:
Iseki [9].

%) Vgl. hierzu etwa Hardy [3], Carlson [3], Hardy-Ingham-Pélya [6], Ingham [8).

D} o, bezeichnet die Abszisse der Cy-Summierbarkeit.
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gilt, nicht zu 1
A+
f(a+it)=0(—:—(?)——>, 1(f) A +oo,

verbessert werden kann. Eine entsprechende Aussage ergibt sich fiir
Dirichletsche Reihen bei ganzem «%.

Die O- und o-Abschitzungen beziehen sich stets auf die Bewegung
einer Verdnderlichen gegen +oo. Die O-Konstanten konnen in jedem

Falle von allen {ibrigen in dem betreffenden Zusammenhaug auftretenden
Parametern abhingen, wenn nicht ausdriicklich darauf hingewiesen wird,

in welchen Grolen und in welchem Bereich derselben die Abschitzung
gleichmigig gilt.

1. Der kiirzeren Ausdrucksweise wegen geben wir die folgende

DEFINITION: Eine fir t>T, definierte positive Funktion ¢ () heipt
dort normal oszillierend, wenn zwei Konstanten C und Y exisfieren, so dap
fir alle y >T, und t > T,

nH () Ce¥iv—tio(t)
gilt,

Zur Erlduterung dieser Funktionenklasse dienen die folgenden einfach
zu beweisenden Feststellungen:

A. Mit ¢ (f) ist auch ¢=(f) fir jedes reelle a normal oszillierend.
B. Sind ¢ (f) und ¥ (f) normal oszillierend, so gilt dies auch fiir ihre
Summe, Produkt und damit nach A. ebenfalls fiir ihren Quotienten.
C. Ist 9 (f) (>0) differenzierbar und ¢'/p (f)=0 (1), so ist @ (f)
normal oszillierend; denn dann ist
log @(;v)/

(t) f i {(x)dx | K

D. Nach C. sind (fiir passendes T,) die Funktionen ef, f, log ¢,
log log #,..., und jede posilive Konstante, also nach A. und B. auch alle
Potenzprodukte und Linearkombinationen mit positiven Koeifizienten der-
selben normal oszillierend. Allgemeiner ist jede (schliefilich positive)

logarithmisch-exponentielle Funktion (Hardy [4]) ¢ (¢!) mit e—K! < ¢ (f) = eK!
normal oszillierend (vgl. [4], 5.22).

Lrly—tl.

E. Vertauscht man in (i) y und ¢, so ergibt sich wegen ¢ (£)>0
notwendig y >0 und C>1.

5) Fir {rithere Ergebnisse vgl. Hille [7], Peyerimhoff [13] und die dort zitierte Literatur.
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F. Bei der Wahl von =T, bzw. y=T, folgen aus (1) die Abschit-
zungen

2 ¢ ()=0(e), .y =0 (e").
9
G. (1) ist fiir {>a genau dann normal oszillierend, wenn @ (f)=
=@ (t+a) fiir >0 normal oszillierend ist.

H. Eine Funktion ¢ (f) ist fiir >0 genau dann normal oszillierend,
wenn fiir die durch R (x)=¢ (log x) (x > 1) erklirte Funktion R (x) (> 0) gilt:
Es gibt ein §,0<C8 < 1, und zwei Zahlen m und M mit
3
@) 0<m<%‘?’;—)<M fir alle 8<p<l, px>1.

x

Eine derartige Funktionenklasse (Klasse R—O) wurde von Avaku-
movi¢ ([1], [2]) eingetiihrt.

I. Eine fiir 2> T, definierte Funktion ¢ (f) ist genau dann normal
oszillierend, wenn die folgende kanonische Darstellung gilt®):

B(t)+f b () du

(4) ¢ (f)= s
B (f) und b(f) fir t > T, beschrinkt, b(t) mefibar.

9 Bewels: Im Hinblick auf G. sei Ty=0. Ist ¢ (f) normal oszillierend, so gilt fiir
natiirliches &

@ (k)
W W -
Tl = O, bik=0)
und wir setzen
0 (PYTS!
b(u]_{b,(k) k<u<lk+1.

Zu t bestimmen wir das ganzzahlige n mit n<f<{n+1. Da auch

20 _ o, bm=0q),
9 (n)
erhalten wir
n+1 t !
i du
ome @2 [] 20 _ ) meos J b(u)au+ofb<u)au=eau>+0fb(u)~ .
@ (1) gy @ (k1)

Umgekehrt zieht (4) natiirlich (1) nach sich.
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J."Auf Grund des in H. dargestellten Zusammenhanges folgt aus (4)
fir die Funktionen R(x) die kanonische Darstellung

x
b(u)
(5) REy=e?+ | S0,

wobei B(x) und b(x) zwei fiir x>>1 beschrinkte Funktionen sind, & (x)
mefibar. Aus den kanonischen Darstellungen (4) und (5) ergibt sich sofort,
daf jede Funkilion R(x) der Klasse R-O zar Familie der normal oszillie-
renden Funktionen gehort, Existiert in (3) ferner fiir jedes p >0

im ReX) _
ff?, R() h(p),

so heifit R(x) im Anschluff an Karamata [10] von regulirem Wachstum,
insbesondere fiir £ (p)=1 langsam wachsend.

2. SATZ 1: Die Funktion f(s), s = o + it, sei in dem Halbstreifen
0,00, =T,
wo o, >0y, To>>20, regulir.
Mit zwei fiir t > T, normal oszillierenden Funktionen @y (1) gelte
(6) [f(ov + it) | < @ (t) fir tTo, v=1,2,
und mit einer passenden Konstanten K sei in o, <6< 6,, I > T, gleichmipig
@) fo+if) = O (k).

Dann ist fir o, < o< 0, =T,

Og—0G G0y )

@®) f&+ma0&m;3%mWﬂ

SATZ 2: Es sei p eine reelle Zahl >1. Ersetzt man in Safz 1 die
Voraussetzung (6) durch

. ] i llp e N
©y (f{f(cv +n‘){!’df) L@ (T) fiir T>T,, v=1,2,

Ty
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so gilt fir o, o6y, T>T,

T
0} (f 116+ m120) " = 0 (ry =5

T

Beweis: Wegen (6) und (2) ist (8) fiir 6 =0y, v =1, 2, und fiir
T, K I To+1 trivialerweise richtig, so daf wir s=e¢+if mit o, <o<la,,
t> T,+1 annehmen diirfen.

R sei das Rechteck mit den Eckpunkten o,+iT,, oy+2if, v=1, 2.
Dann ist bei positivem Durchlaufungssinn mit einem von z unabhingigen
8> 0 nach der Cauchyschen Formel

28 p (2—5)2
) f(é‘)“*—-l f e (2) dz, z=Xx+iy.
i z—s

Nach (6) ist jedes der beiden Horizontalintegrale in (9)
O((3%° + 87 %)e™ ™%,
d. h

(10 [ferinj<s ¥ 2

2r Sl |oy—o|

2t
eloy—a)? fe‘“(”‘“f)z ‘f(G\'+iy) I dy +

?

+0 (890 4890 ¢ — 7).

Wegen (6), (1) und (2) bekommen wir hiernach
2t

f(c+it)=0( > v (f) { f e~ =Y 13~t] gy | o— PI2 +w}) =
y= 1,2
Ty

=0( £ s pe(t),

v=1,2
woraus mit
5= (?ﬁﬂ)m—ia;
Pz (1)

unsere Behauptung (8) folgt."

) Die folgende schone Variante unseres Beweises des Satzes 1 verdanken wir einer
miindlichen Mitteilung von C. L. Siegel:
Die Funktion F(z)m=8z—se(z—$32f(2) Ist in R reguldr und auf dem Rande
O[ E 26"»‘“"" Pv [t}). Nach dem Prinzip vom Maximum gilt diese Abschitzung auch Im
vl
Innern von R, insbesondere fiir z=5, woraus wegen F(s)=/{(s) die Behauptung folgt. Hier
wird also der aligemelne Satz direkt aus dem Prinzlp vom Maximum gefolgert.,

Publications de I’lnstitut Math¢matique 9
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Zum Beweise des Satzes 2 konnen wir wegen '(6) und (2) wieder
6, <6< 6y, T> Te+1 voraussetzen. Ferner diirfen wir gleich f(s)==0
annehmen, dann ist nach (6) notwendig

1
ov(T)

Mit der Minkowskischen Ungleichung folgt aus (10)

(11 =0(l) firT>Ty+1, v=1,2.

(ﬁf(d+it)|ﬂ dt)llp =0 (1)+ (ﬁ f(c+it)p dt)llp -
To Tobt
T zf

—om+ O( 2z {( f (f e =1 f (0, +iy] dy)p dt)"'-k( f z —peP2 dt)”’}) :

Totl T Ty+1

Fiir das innere Integral erhalten wir mittels der Holderschen Ungleichung

2t 2¢ 2
(feromiieerma) <[erriie+mpa(feo-raf -
T ) T

2t
= o[ e=o=1lfter + 1P ay),
To

und daher ist nach (6)' und (1)

( ﬁ f(o+if) |7 dt)”’ao )+ o( > ZSUV*‘G{( fe_ ufﬁuf@v +iy)|pdy du)”".;. 1]) _
To - T—T T
~0(1)+0 ( vgzacv»c {@\,(T’)BQ e +Ypu a’u)”p+ 1}) -

=0(1)+ o( poN adv-ﬁ(w(T)H)),

v=1,2

womit wegen (11) nach der Wahl von

auch Satz 2 bewiesen ist.
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BEMERKUNGEN:

1. Die Sitze 1 und 2 bleiben sinngemif richtig fiir Funktionen f(s),
die die Voraussetzungen in einem nach unten erstreckten Halbstreifen
6, <o 6y, t—Ty< 0 erfilllen. Zum Beweis wende man Satz 1 bzw.
Satz 2 auf die Funktion g(s)=f(-~s) an, wobei o, durch - o,, o, durch
— o, zu ersetzen ist. Kombiniert man diese Bemerkung mit den Sitzen 1
und 2, so ergeben sich die entsprechenden zweiseitigen Aussagen, Hieraus
folgt dann die in der Theorie der Dirichletschen Reihen wichtige Konvexitit
der Lindelofschen Funktion p.(s) und der Carlsonschen Funktion p, (o).

2. (7) 148t sich durch die Phragmén-Lindelofsche Bedingung
y fS+if)=0(e), d<m/(d,~3),

ersetzen. Betrachtet man ndmlich die Funktion g(s)=e!"sf(s), so folgt
hieraus wegen (6) und (2) nach einem bekannten Satz (vgl. {12], Theorem
103) schon, daB (7) erfiillt ist. Das Beispiel f (sj=exp{e~i}, T,=0, 6,= —x/2,
- 8,=m/2, =0, zeigt, daB (7) sich nicht weiter abschwichen 148t (vgl. [12},
Theorem 103, (3)). Aus F. ersieht man, da8 die in den Sitzen 1 und 2
auf den Vertikalen als Abschitzungsfunktionen zugelassenen normal oszil-
lierenden Funkiionen in ihrem Wachstum wesentlich stirker eingeschridnkt
sind. Da8 dies natfirlich ist, sieht man am Beispiel der Funktion f(s)=
=gstog(—1s) T =1, bei der die Konvexitit fir ¢,= -1, d,=+1, ¢=0
nicht gilt.

3. Da es fiir die Anwendung des Cauchyschen Satzes bereits hin-
reicht, daf f(s) in ¢, <3< d,, t > T, regulir und in ;<3 Ld,, t>T,
stetig ist, gelten endlich die Sitze 1 und 2 auch noch unter dieser etwas
milderen Voraussetzung.

4. Mit Riicksicht auf eine gewisse Vereinfachung des Beweises haben
wir hier auf den Nachweis verzichtet, daf (8) tatsichlich gleichmigBig in
oy o0, gill. In einer spiteren Note soll gleich die bestmogliche
O-Konstante (sie ist > 1) in dieser Abschitzung angegeben werden.

3. Der Anwendung auf das Verhalten von Laplace-Integralen auf ver-
tikalen Geraden schicken wir den folgenden Hilfssatz voraus.

HILFSSATZ: Ist fir £ 2> T, 0 << (1)U, so gibt es eine fiir 1> Ty+1
normal oszillierende Funktion ¢ (1) mit @(fy >V (f) und @ (f) = o (1).
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Beweis: Wir setzen fiir 1 >T,+1

1
t"" To

f\]f(x)dx.

0

()=

Ersichtlich ist @ (> V¥ (f), und mit ¢ ()0 gilt auch ¢ (£)’x0. Daher ist
(1) fur <y (mit C=1, y=0) erfiillt. Ferner ist ev¢(y)”, so da8 (1)
auch fiir £ >y (mit C=1, y=1) richtig ist.

SATZ 3: Nach Vorgabe von reellen Zahlen « >0 und a sowie einer
Funktion n(f) mit 0<n(t)'+oo gibt es stets ein Laplace-Integral

&
fe~s*a(u)du mit der Cy - Summierbarkeitsabszisse oy, = a, fiir dessen Cy-Limes
0

f(s) gilt
1
' f(d—f-if):%:O(:l%) fiir alle 6> ay.

Beweis: Zu »\y(t) =1/n(t) werde ¢ (f) nach dem Hilfssatz konstruiert.

Nach [13], Satz 1 gibt es ein fiir 0 >0 zum  Wert g(s) Cx-summierbares
Laplace-Integral _Gfe“su b (u) du mit
4

(12) go+it)y== O (9 (t) *+1) fiir alle rationalen 6> 0.

Wire nun fiir zwei Zahlen o,, o, mit 0 <o, <o, g(o.+if)=0 (g () 1*+1),
so hdtten wir wegen Satz 1 fiir alle ¢ mit 6, {0605,

(13) glo+i)=0 (o () *11);

Keo(f) fe+1 ist ndmlich nach dem Hilfssatz sowie D. und B. normal oszil-
lierend, und weil fiir jedes e>0 gleichmiBig fiir e >¢& g(s)=o(f*+})
ist, gilt fiir g(s) auch (7). Die Beziehung (13) steht im Widerspruch zu
(12), so da8 (12) fiir alle 6> 0 mit hdochstens einer Ausnahme richtig ist.
Es ist also

(149) g(o+it)== 0 (e () 1) far alle 6>>6>0.
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Nun ist mit a (u) = %+ e—©+1—® p () das Laplace-Integral fe“su a(u)du
0

fiir 6 >« zum Werte

f(8) = —— + g(s+5+1—a)
S—

Cyx - summierbar, und da f(s) fir s—a singuldr, g(s+o+1—a) dagegen
fir Re s>a—1 reguldr ist, haben wir oy = a. Wegen (14) und ¢ () >
= 1/n(t) ist aber

41
f(c+it)=f=0(—q—(t—)) fiir alle o>a.

Ganz entsprechend folgt aus [13], Satz 2 der

SATZ 4: Nach Vorgabe einer ganzen Zahl k >0, reellem a und einer
Funktion n(f) mit 0<<n(f)"+oo gibt es stets eine Dirichletsche Reihe

i a, e~ mit der (M, k) -Summierbarkeitsabszisse oy = a, fir deren (\,k)-
n=0
-Limes f(s) gilt

41
f(a+it)=|=o(——) fiir alle o> 6.
n(?)

(Eingegengen am 20. Februar 1957)

LITERATUR

(1] V. Avakumovié — Sur une extension de la condition de convergence "des théo-
rémes Inverses de sommabilité, C. R. Acad. Sci., Paris 200 (1935), 1515—1517.

[2] V.Avakumovié¢ — Sur I'équation différentielle de Thomas—Fermi, Publ. Inst. Math.
Acad. Serbe Sci. 1 (1947), 101—113,

[8] F. Carlson — Sur quelques valeurs moyennes d'une fonction analytique, C. R. Acad.
Scl., Paris 181 (1925), 397—399.

[4] G. H. Hardy — Orders of infinity, Cambridge 1910.

[5] G. H. Hardy — The application of Abel’s method of summation fo Dirichlet’s serles
Quart. J. Math. 47 (1916), 176 —192.

[6] G. H Hardy — A. E.Ingham — G.P6lya — Theorems concerning mean values
of analytic functions, Proc. Roy. Soc. London (A) 113 (1927), 542—569.

[7] E. Hille — Some extremal properties of Laplace transforms, Math. Scand. 1 (1953),
227-236.



134
18]
19

119

(1]

(12]
[13]

Alexander Peyerimhoff und Hans-Egon Richert

A E. Ingham ~ Mean-value theorems and the Rlemann zeta-function, Quarf. J.
Math, Oxford 4 (1933), 278-290.

K. Iseki — On a theorem of the Phragmén - Lindelof type, Naf. Sc. Rep. Ocha-
nomiza Univ. 1 {1951}, 14—16.

J. Karamata — Sur un mode de croissance régulidre, Bull. Soc. Maith. France 61
{1933}, 5562,

E. Lindeldf — Quelques remarques sur la croissance de la fonclion % (s), Baii
Sei. math. (2) 82 (1908), 341—356

J.E Littlewood — Lectures on the theory of functions, Oxford 1944,

A.Peyerimhoff, — Uber das Anwachsen der Cy-Mittel von Laplace-Integralen auf
vertikalen Geraden, Mafh, Ann. 128 (1954), 138 —143,



	125.tif
	126.tif
	127.tif
	128.tif
	129.tif
	130.tif
	131.tif
	132.tif
	133.tif
	134.tif

