UBER DIRICHLETREIHEN MIT FUNKTIONALGLEICHUNG
M. DEURING ZUM 50 GEBURTSTAG GEVIDMET

von
HANS-EGON RICHERT (Gottingen)

1. Fir die Fehlerglieder in der asymptotischen Entwicklung der
summatorischen Funktion einer zahlentheoretischen Funktion f(n)

2 fn)
sA<X

hat Landau in einer Serie von Arbeiten ([15], [16), [17], [18]) unter recht
allgemeinen Bedingungen obere und untere Abschitzungen angegeben. Kiirz-
lich habe ich ([30]) diese Fragestellung mit anderen Methoden, die vornehmlich
bei hoherdimensionalen Gitterpunktproblemen vorteilhafter sind, behandelt.
Bei dieser Gelegenheit habe ich schon bemerkt ([30], S. 77), da§ man in
die O-Abschitzungen der Landauschen Arbeiten trigonometrische Summen
einschalten und so, sofern nur eine nichttriviale Abschitzung derselben gelingt,
eine Verbesserung der Ergebnisse erzielen kann. Dies ist in Spezialidllen ein
fiir die Anwendung der Methode der Exponentialsummenabschitzungen wohl-
bekannter Weg, den man einschligt, wenn man das Problem nicht linearisieren
will (odet darf, wie z. B. bei Anwendung der zweidimensionalen van der
Corput-Titchmarsh-Methode). Der Beweis geht zunichst den Weg des
ersten O-Hauptsatzes von Landau ([15])). Zur andersartigen Auswertung
eines gewissen Integrales wird dann jedoch die Methode der stationdren
Phase, wie Landau sie fiir Q-Aussagen verwendete ([18]), benutzt.

Hier soll diese Bemerkung niher ausgefiihrt werden. Die Allgemein-
heit der Problemstellung (vgl. die untenstehenden Voraussetzungen I bis
V) ist dhnlich wie bei Landaus erstem Hauptsatz, von den drei letzten
Voraussetzungen seines zweiten Hauptsatzes ([16]) sehen wir ganz ab. Allge-
meiner betrachten wir gleich fiir jedes reelle x >0 die Frage bei

E f (H) (x - n)xo

I<n<x
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setzen dagegen der Einfachheit halber voraus, daff in der Funktionalgleichung
die Anzahl der Gammafaktoren auf beiden Seiten iibereinstimmi, und daf} es
sich dort um gewdhnliche Dirichletreihen handelt. Dafiir lassen wir einen
weiteren Faktor in der Funktionalgleichung zu. Die Landauschen Voraus-
setzungen V und VI (fiir VI hat Landau dies auch spiter ([16], [18]) bemerkt)
erweisen sich als {iberfliissig. Daneben verzichten wir auf gewisse Abszis-
senbeschrankungen {(bei Landau in I, lll, und IV) sekundirer Bedeutung.

Der erste Landausche Hauptsatz ist dann in dem untenstehenden Satz
2 enthalten. In Satz 1 wird dagegen, wie oben schon angedeutet, das Feh-
lerglied genauer durch eine trigonometrische Summe approximiert. Wie
in den Anwendungsbeispielen hierzu (Satze 6 bis 10) belegt wird, fiihren
dann nichttriviale Abschitzungen derselben tiber das Ergebnis der Landau-
schen Hauptsitze hinaus. In dem wichtigsten Spezialfall, daf beide in der Funk-
tionalgleichung auftretenden Dirichletreihen Z (s) und Z, (s) iibereinstimmen,
nehmen die Ergebnisse eine einfachere Gestalt an (Sdtze 3 und 4).

Den Landauschen Q-Abschitzungen ([17], [18]) fiigen wir mit einer
anderen Methode die entsprechenden Resultate fiir x> 0 in der Form fiir
Summierbarkeilsabszissen hinzu (Satz 11). ‘

Fiir den Fall Z(s)=2Z,(s) (ganz) wird das Summierbarkeitsproblem,
d.h. die Bestimmung der Rieszschen Summierbarkeilsabszissen o, aus ana-
lytischen Eigenschaften der Funktion Z(s), fir x >=, gelost (Satz 12);
(desgleichen fiir die Abszissen der absoluten und der starken Rieszschen
Summierbarkeit) in einigen Fillen sogar fiir jedes .

Abschliefiend geben wir noch einige Anwendungen unserer Saize auf
gewisse Probleme bei Spitzenformen aus der Theorie der Modulformen.

2. Samtliche O-Abschitzungen beziehen sich, wenn nichts anderes
gesagt wird, auf die Bewegung einer Verinderlichen gegen + oo.

¢, das nicht notwendig bei jedem Erscheinen denselben Wert besitzt,
bezeichnef siels eine beliebig kleine, aber feste positive Zahl.

s=g+ it sei eine komplexe Verinderliche.

log bedeute immer den in der von 0 bis —oo ldngs der reellen Achse
aufgeschnittenen Ebene Zweig des Logarithmus, der fiir positives Argument
reell ist,

Zu einer Dirichletschen Reihe
Z(s)= X f(myn~s
n==}

seien
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o* die Schwundabszisse des allgemeinen Gliedes ([21], S. 99):
o*=o* (Z)=fink, fir die f(n)=0(nf) ist;
=a, (Z) die Abszisse der gewohnlichen, o,=0,(Z) die Abszisse der
absoluten Konvergenz;
E die Abszisse der Regularitit bis auf endlich viele Pole und der

endlichen Ordnung ([2], S. 1):
E=E (Z)=fing, fur die die analytische Fortsetzung Z(s) der Reihe

in jedem endlichen Teilgebiet von o >§ bis auf endlich viele Pole — also
etwa in jedem endlichen Teilgebiet von

o>k, [t|>TulE2Z2)~
reguldr ist und dort gleichméfig in o mit einer Konstanten c=c (%, Z)

: Z(o+i)=0(|t])
gilt. .

Bekanntlich ist stets (vgl. [21], (3))
1) ot Loy <o 0¥+ 1.
Wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil zugelassen wird, soll durchweg

Z(s)s=0

seift,
3. Wir beginnen mit der Formulierung einiger Voraussetzungen:

L Z(s)= f‘: f(n)n-s sei eine irgendwo im Endlichen konvergente
n=1
Dirichletsche Reihe mit
E(Z)=—o0;

a und « seien zwei reelle ZahlenV, derart daB f(n)=-O(n®+¢) und
i f(n)n—s fiir ¢ >« absolut konvergiert,
n=}

II.  Fiir eine reelle Zahl y sei

, Z(s)=C940G () Zi (v ~9),
worin

III. C(>0) und & reelle Konstanten, 6 eine komplexe Konstante,

5T (-b,9)
1V.
GO=I revas)’

1) Diese Zahlen existieren nach dem ersten Teil unserer Voraussetzung gewiB.
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M natiirlich, B;, §; reell, &, d; positiv, 1<j< M
und

V. Z;(s) eine analytische Funktion, definiert durch eine irgendwo im
Endlichen konvergente Dirichletsche Reihe

L@=§ﬁ@ﬂ”;

a, und « seine zwei reelle ZahlenV,derart daf f, ()= O (n™r+%) und

i fi(n)n~s fiir o> «, absolul konvergiert.

f=={

Zur Abkiirzung setzen wir

M .M
(2) g=2%"d;, A= 3 (B;—8)),
jzl jzl
M
3) v= 3" (b;log bj+d;log dj), p=C¥e.
=t
Nach IV haben wir
(4) ¢>0

und mit Il auch
p>0.

Man beachte, daf a, o, a,, a, nicht notwendig beziehentlich mit
o*(Z), 6,(Z), 6* (Z,), 6,(Z,) fibereinzustimmen brauchen. Sie liegen viel-
mehr nur notwendig nicht unterhalb dieser GrofSen, es gilt also stets

) a>6*(Z), a>0,(Z), 0,>>6%(Z,), @, >0, (Z,).

4. Wir schicken einige Hilfssdtze voraus:

HILFSSATZ 1: Es sei f, eine feste positive Zahl. Dann gilt gleichmdBig
in jedem festen Streifen o' o< o" fir t>14,

wi -
Mo+ =207 7 &5 guer—n o~ (11.0 (_‘f.))

und

ot

1 —1f2 —a+1f3 —%"ewm —it(log t—1) "’”’2(1 (..,.))
o R ST
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Die entsprechenden Formeln fiir t<— t, ergeben sich hieraus bei Beach-
tung von

[ (c—it)=T (c+it).»
Beweis: Bekanntlich (vgl. [15]}, Hilfssatz 2 und S. 698, Fufinote¥)
gilt unter unseren Voraussetzungen gleichmiflig in o' o o”

log T (o+if)=log VZ7+(0 — 1/2 + if) log (c+if) — (s +it) + O (}) .
Wegen
log (s +if)=log it-l—log(l + i) =X rtogtt+ S 4 o(i)
it 2 it ol
ist daher

log T (s-+i)=log Y27+ 5 (3—1/2) = = t—(a—1/2-+if logt—it+0(-:-),
und hieraus folgen unsere -Behauptungen.

- Fiir das Eulersche Integral erster Gattung B (2, 2,) ergibt sich hier-
aus sofort der

HILFSSATZ 2: Es sei 1, eine feste positive Zahl, r eine reelle Kon-
stante > 0. Dann gilt fiir

B(s, 20 LG

gleichmdpig in jedem festen Streifen o' o< o" fir 1>1,

B(o+it,r)=T(r) e E b (1 +0 (%))
und fiir t —t,

B (o+it,r)=T (1) e“—z—ir]t]-f(l-f-o (IITI))

HILFSSATZ 3 (vgl. [33], 9.4 und 9.41): Fiir 6> E(Z) ist die Linde-
lofsche Funktion p.(6)=p.(0;Z) definiert durch

po)=fin mit Z(o+i)=O(|tf), [t|>>Te(o, Z).

%) 7 bedeutet die zu z konjuglert komplexe GroBe.
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p (o) ist konvex, stetig und nicht negativ. Es gelfen

O rO<STen @) G hE) fir E<o o<,
) 0<p (@) <o fir o>,
® B(0)=0 fir o>%.

HILFSSATZ 4 ([14], 8. 286): Ist m eine natiirliche Zahl, so gilt

S =0(1).
:?1 {log m/n| M
nEEm

HILFSSATZ 5 (vgl. [34], Lemma 4.5): g(t) und h(t) seien zwei reelle
Funktionen. Im Intervall w,..-w, sei h{f) zweimal differenzierbar, -f;(t)
monoton sowie fir w, I w,

1

©) OI<P und s

Dann ist

=<0

@y
i f 2 (1) eihd dt}§8P\’§.

Wy

HILFSSATZ 6 (vgl. [34], Lemma 4.3): g(f) und h(f) seien zwei reelle
Funktionen. Im Iatervall w ---w, sei h(t)y einmal differenzierbar, f;(t)

monoton sowie fiir w, <\t w,

f,—(f){@.

Dann ist

Wy
fg(t)e"*'(”dtj<4P.

wy

HILFSSATZ 7: Es seien w und a reelle Konstanten:
x>0, a>0,
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T eine reelle Verinderliche mit

T>1
und
(y—1y fir y>1,
Hy(y) = % fir y = 1, =0,
0 fuir 0<y<{1 und y=1, »>0.
Dann gilt fir y >0 gleichmdBig in y
a+iT
(10) —l—-fy’+*B(s,u+l)ds=H%(y)+ o(ﬂmm(l,———l—)).
2ni . T* |logy|T
a—1

Beweis: Fiir x=0 ist (10) bekannt (vgl. [31], Hilissitze 2 und 3), so
daf wir x > 0 annehmen diirfen. Dann bekommen wir mit Hilfssatz 2 fiir
jedes T' > T gleichmaflig in y und 7’

T T
et 1
fya:tlH%B(a:i:it,u—l— 1)dt=T (x+1) e 2D fy“”-i“ T (1 +0 (7)) dt=
T T
( i +it =T 1 it
TR0k 0+’K-( IR el LIt I B Sl W
F(x+1)e Y ilogy i | 7~ ilog yr P2

|log y| T*t1
Tl

d y“+%
4% | ) =
O(ya t%+1> O(T%)'
T

Und bei T'- oo folgt hieraus wegen ([8], Lemma 11)

=O<)’a+%>+ _ O(—ﬂ——), y==1,

\

atic
- - [y44B (s, w4 1) ds=Hy ()
2w

a—im

unsere Behauptung.

5. Bei den folgenden Hilfssitzen verwenden wir die Voraussetzungen
I bis V.
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HILFSSATZ 8: Unfer den Voraussetzungen 1 bis V gilt
M
(i 3 (b;-d))=0.
=1

Ist ty eine feste positive Zahl, so gilt mit den Abkiirzungen (2) und (3)
gleichmdipig in jedem festen Streifen o' 6 6" fiir t >4,

(12) G (0+if)=A e~70 A—10 g—it g log 1—q4») (1 +0 (-i-))
und

1) G-ip=Rerenteramsn(1+0 (})) ,
wo

M M i M
A=iM exp(gl (s = 1/2) log by~ 32(8~1/2)logd,— P> @ + 6,)).

Beweis: Aus Hilfssatz 1 ergibt sich mit IV fiir t >,

M . P o] ) —
i=1

« ¢~ 1071 l0g (b;)~1)~1d, 1 (l0g (dj H—1) ,—xt(b;~d,)2 (l+ O(—:-)),

also mit den Abkirzungen (2), (3) sowie

M M
A=Y (b;~dp), ¢ =3 (bj+d),
=

=t
i , , ,
(14) Go+if)=Ae ™" og A0 A q's it (g logt—g/+v) e_i’EAt(H_ 0(_:_))
ftir t >1,. Wegen
(15) G (s—it)=G (s +if)

folgt hieraus

‘(G(cift);=;A;e-“tk—q’°e‘%5’(l+o(-})) fir t>t,.
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Nun wihlen wir ein o'=Res’ so klein, daf die Reihe fir Z,(y—s")
absolut konvergiert, was nach V gewifl moglich ist. Wire jetzt A> 0, so
wire nach II

Z(o’ﬂ:it)mO(tx"'q""e’""g_M)

im Widerspruch zu (7). Wire dagegen A < 0,s0 wiirde wegen (7), diesmal
auf Z, angewandt, und A==0 bei {00 mit zwei positiven Konstanten 4,, 4,

L4
[Z (0" +it)| > Ayt~ Are—T A
folgen, was im Widerspruch zu der mit I iiberall gesicherten endlichen
Ordnung von Z(s) stehi. Daher ist A=0.

Hiermit wird ¢'=¢ und aus (14) folgt (12) und hieraus wegen (15)
auch (13).

HILFSSATZ 9%: Z(s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V. Dann erfiillt
auch die ihr in diesem Sinne zugeordnete Funktion Z,(s) die Voraussetzungen
1 bis V. Bezeichnen wir die zu Z,(s) gehdrigen Gripen mit einem *, so
konnen diese so gewdhlt werden, dap die Relationen

Z¥(s)=2Z,(s), C¢=C-v9-9, Z{(s)=Z(s),
M*=M, Bj=8+vd;, 8=B~vb;, bj=d;, d=b;, 1<i<<M,

Y*=Y, g*=q, N'=gy—1
bestehen.

Beweis: Nach V ist Z*(s)=Z, (s) eine irgendwo im Endlichen kon-
vergente Dirichletsche Reihe, fiir die nach I bis IV und Hilfssatz 8 E=—o
ist, so daB I* gill. Erselzen wir in II s durch y—s, so sehen wir, da8
Z, (s) mit

C*=C, 9*=3, CO*=C-Y9-0, G*(s)=1/G(y—s), Zi(s)=Z(s), v*=Y

die Voraussetzung II* befriedigt. Aus III folgt damit auch IHI*, wihrend

nach 1V .
G*(s) = 1 I (8;+yd;—d;s)
i= T (Bj—Y bj+bjs)

ist, also mit
M*<M, Bi=8;+vd;, &=Bi—vb, bj=d, d'=b;, 1<i<M,

3) Vgl {18}, 8. 137139,

Publications de P'Institut Mathématique 6
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Iv* erfiillt ist. V* folgt aus I
Wir berechnen noch die in (2) erklarten Abkiirzungen. Mit (11) ergibt

sich
M M M
¢* =23 =23 b;=23d, =g
=1 =1 =1
und
M* * M
M= B—8)=Y@E—B+Yv(d+b))=—2+Yq.
j=1 =1

HILFSSATZ 10: Z(s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V. Dann existie-
ren fir jedes endliche ¢ die Lindelofschen Funktionen p(e,Z) und p (o, Z,)
und sind durch die Funklionalgleichung

(16) p(6,Z)y=A—qo+p(y -0, Z)
verbunden.

Sind o', 6" zwei Zahlen mit

(17) o' <Y—60(Zy), 6">0,(2),
so ist
(52 < ——-(0—g9)  fir <"
Stets gelten
— A
(18) G (Z)>—q-,
— A
(19) 6o (Z,)+ ';) Y
und
(20) 5 (Z) + 0, (Z) >

Beweis: Nach I ist E(Z)=—o0, und da Z, nach Hilfssatz 9
ebenfalls I erfiillt, ist auch E (Z,)= — o0, so daf§ p (e, Z) und p (o, Z,) wegen
Hilfssatz 3 fiir jedes endliche o existieren.

Aus I bis V folgt mit Hilfssatz 8
Z (6+it)=0 (| { paotp(y—o. L)+e )

d. h.
p(9,Z) < A—qo+p(y—o, Zy).
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Hieraus ergibt sich mit Hilfssatz 9

(0 Z)=p (5, Z*) K M*—g* o +p(Y* =0, Z)=q (Y —0)—A+a(Y—0, Z),
oder wenn wir ¢ durch y—o ersetzen, die entgegengesetzte Ungleichung

r(Y—6,Z,)<<qgo-2+p (s, 2),
also (16).

Aus (8) und der Stetigkeit der Lindeldfschen Funktion folgt
(9, 2)=0 fiir 6>>0,(2)
p(y—0,Z,)=0 fiir o< Y—=0(Zy).

Mit (16) und (7) bekommen wir hieraus insbesondere

0=1(% (Z), Z) = A —q 6 (Z)+ 1. (Y~ 04 (Z), Z;) > —q, ()

und

sowie
0=1(%(Z,), Z)=q (v — 54 (Z))) - M+ (y —5 (2,), Z) >
>q(Y—0o(Zy))-1,

womit wegen (4) auch (18) und (19) bewiesen sind, und Addition liefert (20).

Erfillen nun o' und ¢"” die Bedingungen (17), so ist nach (20)
¢”>d’, und nach dem Vorigen haben wir dann

p(d, Z)y=r—gqd, p(o", 2Z)=0,
so dafl aus (6) fir o’ oo

r(e2) <

A—-gq9)

o —a
L

g'—¢'

folgt.

HILFSSATZ 11: Z(s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V. Dann gelten
mit den Abkiirzungen (2)

@1) zy+ 2212 >y,
22) % (2)> l“*;‘/z :
(23) % (Z) + 3 (Z) >Y+ é

(29) *(2) (9 (Z) =) (g=1)+1=172,
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(25) A+1/2+0%(Z)) < (g - 1)oe (2) +v
und
(26) g=>1.

Beweis: m sei eine natiirliche, T eine reelle Zahl, beide hinreichend
grofl. Unsere Abschdizungen beziehen sich auf m oo und werden gleich-
méfig in T durchgefiihrt. Wir setzen

M2 1+eHT Y—0lZ)—e+IT Yol Z)—e~IT o*(Z)H1+eH T

e T e

o Z)HtbemiT  aMZ)Ibe T Y—ofZ)—eHT Y—oyZ)—e—IiT

—'_--11 +12+13+l4 .

Wegen (20) und (1) ist die Integrationsvertikale in /; links von derjenigen
in 1, gelegen. Nach | und der Wahl von T sind sdmtliche etwaigen Pole
unseres Integranden in y—g,(Z,) — ¢ < 6 < 6%(Z)+ 1 +¢im Innern des Recht-
ecks o* (Z)+1+e+iT, y—0,(Z) —e +iT gelegen, wihrend er auf dem
Rande desselben reguldr ist. Daher liefert der Residuensatz

I= > Resmt Z (s) =0 (m>@+i+e),
Y0 )< o<aMZ)H

Zur Abschitzung der Integrale iiber die Horizontalen verwenden wir
Hilfssatz 10 mit o'=y—g,(Z,)—e, o"=c*(Z)+1+e. (17) ist wegen (1)
erfullt, und wir bekommen

o*(Z}-14-¢
oM(Zy+14-e—a —
12 -+ [4 =0 ( f m® T o*(Z)+1+2etodZ)—Y Qg (00 (Z)—Y+-8))+8 dc)z
Y0 71) ¢

=0 (mo*@H1+e Te) 4 O (mY—ouZ) Tkts),
worin mit (19) und (4)

k=\+q (% (Z))—Y+e) > 0.
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Weiter konvergiert die Reihe von Z (s) sicher auf o=o*(Z)+1+¢
gleichmisBig in | #| { T. Daher erhalten wir mit Hilfssatz 4

I,= Elf(n)( )""Z’*””“ > j ( ) _

o*@rHi+e |

Zfm+0(F n" @ E (2 ) = T m)+0 (mertse),

o} llog m/n|
s m
Ferner bekommen wir aus II
T
=0 (m\""‘“ﬂ(zx)) - .l_ mv—ouZa) -8 f mit % (Y—ap{Z)—s+i)+6 x
2n

1
X G (Y—09 (Zy) — e+if) Z, (00 (Zs)+e - if) df —

T
__I_mY-—a,(zo—sfm—-ttcaw—a(zx)~e-iﬂ+e X
2n

1
X G(Y—04(Z)—e—it) Z, (04 (Z,) +€+if) dt.
Auf g, (Z,)+¢ ist die Reihe von Z, (s) sicher in || T gleichmifig kon-
vergent, so daf wir mit (15) und (12)

Ig=0 (mY—9(Z0) — 1 MmY—0(Z1) = & C¥ (Y—00 (Z1) =)0 v (o (Z)—Y-+e) ¢
T

n=1 nol) (Zl)+8

T
X i f’ (n) ReAft" e—itle Iogtmq»-logwm))(l + 0 (iD dft =
t
1

=0 (mY—%@) {0 (mY— (@) Tk) —

_ 1 v G O (Y—5o(Z)—e)H0 gv (& (Z)—Y-+e) % f; () ReAU,,
" —1 n50(21)+8

wo
T

Upy== f tk e—it(glog t~g—logpmn)) gt

1
haben,
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U, soll mittels Hilfssatz 5 abgeschitzt werden. Wir wihlen dort
wx”l, w:=T. Mit

g(t)=t* h(t)=~t(qlogt—g—log(pmn)),

pmn
ta ’

' (#)= - g log t+q+log (pmn)—q=log B ()= — ﬁt'—

erkennen wir, dafl die Funktion -;lg,-(t) iiber positive Werte von 1 bis

(pmn) Y9 monoton wichst. Fiir ¢> (pmn) e ist sie negativ, wichst bis
(pmn) 4 ¢ Y¢ monoton, um dann monoton bis —oo abzufallen. Wir konnen
also (was offenbar nur im Falle (pmn)e < T noétig ist) das Intervall 1...T

derart in drei Intervalle aufteilen, daff —,’% (#) in jedem derselben monoton

und somit Hilfssatz 5 anwendbar ist. (9) ist stets mit P=T* und Q=T/q
erfillt, so daff sich

1
Un=’ O (Tk—}“i}
ergibt. Damit erhalten wir

L
2

= - =7y okt — okt
Iy==O(mY—%Z)) 4 O(mY=%Z) Tk} 4 O\ mY — o} T =0 mY—olZy T 2},
Die Zusammenstellung unserer Ergebnisse ergibt nun

— 1
(27)  f(m)=0(m* @++e T-1+8)1 O (mv—a(z,) Al e +e) ‘

Hieraus konnen wir nun die gewiinschten Folgerungen ziehen. Nach
I und V sind y>—o00 und e, (Z,) <oo, so daf wegen (20) und (1)
auch o*(Z) > - oo ist. Daher kann der Exponent von T im zweiten O-Term
von (27) nicht ebenfalls negativ sein, da sich sonst durch Wahl von T=mA
mit hinreichend grofiem A aus (27) ein Widerspruch herleiten lieBe. Somit
mufl (21) gelten.

Wenden wir auf diese Ungleichung Hilfssatz 9 an, wonach ¢ und y

invariant sind, o,(Z) und o, (Z,) ihre Rollen vertauschen und A in gy—2X
fibergeht, so bekommen wir (22) und Addition liefert (23).
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Jetzt wihlen wir T derart, da beide Fehlerglieder in (27) dieselbe
Grofienordnung bekommen, ndmlich

o* () 4140y (Z) Y
T = m 9 (0 @)=YHAHIZ

Wegen (1), (23) und (21) ist der Exponent von m positiv, so da8, wie
gefordert, mit m auch 7T hinreichend grof wird, Wir erhalten dann

o*<2>+1_m%1+8)

f(m)= O(m q{o (Z)—~YHA+112
also B
o (Z) +1+00(Z) ~ ¥

q (5 (Z)—y)+1+1/2

woraus sich (24) ergibt. Wenden wir auf (24) wieder Hilfssatz’'9 an, so
erhalten wir auch (25).

Mit (24) und (22) bekommen wir
0 (2) < 0% (Z)+1 < (36 (Z)—7) (g=1)+2+1/2<
< 6o (Z)=Y) (g=1+q 0 (2),

0 < (90 (2)+04(Z,) =) (g—1),

woraus wegen (23) auch (26) folgt. (21) bis (23) sind ersichtlich Ver-
schirfungen von (18) bis (20).

Die durch (2) definierte Zahl ¢ == ¢ (Z) heit im Anschluf an A.
Selberg die Dimension der Funktionalgleichung von Z(s). Bekanntlich
(vgl. [34], S. 16) erfiillt die Riemannsche {— Funktion die Voraussetzungen
I bis V mit ¢ (f) = 1. A. Selberg vermutete, da8 die Funktionalgleichung
von § (s) die kleinste Dimension besitzt¥. Dies wird durch (26) bestitigt.
Fiir natiirliches & hat ¢* (s) ersichtlich die Dimension ¢ = &, und simtliche
Dirichletschen L ~ Reijhen besilzen die Dimension ¢ = 1.

Ferner folgt aus (24) in Verbindung mit (1), da8 in dem Satz f{iber
die Charakterisierung der Riemannschen {—Funktion von Hamburger und
Siegel (vgl. [34], S. 31) (und ebenso in den Hamburgerschen Sitzen iiber
die Charakterisierung der Dirichletschen L-Reihen) die o, (%) betreffende
Forderung entbehrt werden kann. Kiirzlich bewiesen Bochner und Chandra-
sekharan ({1 a], Theorem 5.1) einen allgemeinen Satz iiber die Losungen
von Funktionalgleichungen (vgl. auch [2a]), in dem diese Forderung

(D) <<e* (2)+1—

also

4} Nach elner miindlichen Mittellung vom Jult 1954 in Gottingen,



88 Hans-Egon Richert

ebenfalls nicht mehr auftritt. Sie vird dort durch Benutzung einer gewissen
abgeleiteten Ausgangsrelation ([1a)], (1.7)) an Stelle der frither von Siegel
eingefiihrten (vgl. [1a] (1.6)) umgangen.

6. Unser Hauptsatz lautet nun in seiner allgemeinen Fassung:

SATZ 1: Z (s) erfiille die Voraussetzungen I bis V mit
(28) a>—1,
und es sei « eine reelle Zahl 2> 0.

Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl N mit den Abkirzungen (2), (3),

(29) Fy(x)= > Res xs+% B (s,x+1) Z (s)

Min (Y—E, , l"l”") <o<atl

und
A—1/2—% ( M

—_— M
K= \/%r(uﬂ)cep“ 7 exp . (B,—1/2) log b;— _}31(81-1/2)10gd1).
,:

i_—._
T M
o= 23 B+8) - M+3/2+ 1)
=1
bei x - oo gleichmdBig in N
2L m) (x=n)* =Fy (x)+Ru(x),
WAEEE s f ()

(30) Ry(x)=Kx N A Ve | e

cos (g (pxn)Va + D) +

A=8/5— Sy A
+o(x°‘+ a Ne(nN“‘ AR ))+

1
+0 ( X OO (-t N—"’%t‘ +e ) +

2—1 A—1—%
A pti—tarte  artt —Y+——q—+8) 10 (xwte),

+O(x N

Beweis: Wir setzen
T=Max (E,—Y,H—I“)“) +e
q

und erkliren T durch
1
Ti=px{N+ —|.
P ( 2)
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Da wir x zum Beweise hinreichend grofi annehmen diirfen, ist dies auch
fiir T der Fall.
Wir setzen hier

ot1teHT i T il plfe—iT

J= 21 { J‘ + f n f + f ]x3+"B(s,n+1)Z(s)ds=
! at-i+e—~iT  ofl-tetiT  ~v4iT —t—iT
(31) =J1+J2+Js+.l‘-

Man beachte, da} —v << a+414¢ ist. Nach | und der Wahl von T sind
simtliche etwaigen Pole unseres Integranden in —r<{o<Ca+1+e im
Innern des Rechtecks a+4-1+4e+iT, —v+iT gelegen, wihrend er auf dem
Rande desselben reguldr ist. Daher liefert der Residuensatz

(32) J = > Res x5+ B (s, % + 1) Z (s) = Fy, (x).

Min (Y—T-?,. )‘_1—")a;a<a+1
q

Zur Abschitzung der Integrale iiber die Horizontalen verwenden wir
Hilfssatz 10 mit o' = —r, ¢" = a+1+e. Wegen (1) und (5) ist (17) erfiillt,
und wir bekommen mit Hilfssatz 2

o148 atite—a
(33) Jot+dy = O(Txx f xo ToHFetr (}‘+q”+5dc) -

%+
-
= O (xa+l+x+a T-—l«?H—e) + 0 (x’x--r TH—:)‘
wOo
[=XA—~1—%+gv>0.

Weiter konvergiert die Reihe von Z(s) gewiB auf s=a+1+¢ gleich-
miéfig in |#] < T. Daher erhalten wir wegen (28) aus Hilfssatz 7

a+i+e-HT . st
h=Fr@eo— [ (Z) Bl a1
w_— bi 4
=l Ia+|+s--i7‘ "
o0 X x \OH+H%AE . 1
= S o H, (X +o((-—-—) T"”Mm(l,-—~—«~—-——))}=
n}:—";,() { x(n) n |logx/n| T
= 3 fy o Hx(i)—;»o(r—x > n&+x+e)+
n=1 n x—t=n<xdt
aHtate x |-t
+O(—§—-—————-—- n—1-¢log — )
TX+1 —t g n
n<x—1

n>x+1
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Hierin ist jedenfalls
$r@mi(T)= 3 fo)x—nprouer),
n=1 I<n<x
denn die Summen unterscheiden sich nur im Falle x=0 und x ganzzahlig

voneinander, und zwar dann um %‘Q
Mit Hilfssatz 4 folgt

-1 —1
2 n=t—e Iogu— < Y ntee Iog[ﬂ; +
n=} t<n<fx}~1 n
n<x—\
n>x-Hi
e 1
+ 3 nt-ellog X ”“ l o),
nzixp-2
so dafl wir insgesamt
@8 A= 3 (1) (=) 0 (x4 O (xeHke Tx)
<nxx

haben.

Das verbliebene Integral iiber die Vertikale —¢ werden wir fiir Satz
1 mittels der Methode der stationiren Phase auswerten. Wir bekommen
zunsichst mit [

Jy=0 (x%~7) —

‘n-.-.
- i‘:- xit B (=t it, k1) COCTHINE G (= v4if) Z, (Y + v —if) di—
i
1
AT A )
—’f:?—~ X~ B (—v—it, x+1) CHT—I4H0 G (—r—if) Z, (v +C+if) dt.
b4

i
Wegen v+t >a, ist die Reihe von Z,(s) auf o=vy+v sicher in [#{<7
gleichmiBig konvergent, so daff wir mit Hilfssatz 2, (12) und (15) bekommen

Jg = O (x"‘“) —

x’”'“" E fi(n) (m) Ref(xn)“ B (~t+if, x+ 1) CHtHD G (—t - it) dt e

T =1

— 0 (x%—) — L gt [ (x 4 1) C-970 o7 x
ki1

T
& fila) I\ pe o™ “—g—f(x-z—!) A f (xn)it f=%~1 Cidt et g=it(glog %‘-q+V)(1 +0 (-}-—)) dt =
A=t AYHT . t

1
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=0 (x"“")+0(x’°"’ 2 HAGIE f -1 dt)

norte
(35)

— ._I_F (=x+1) C—9m0 gvr xn—t E filn )Re "-—(%-H)AV
n—ln

wo wegen (3) ,

- f fl git(@log t~g—Tlog(exn) gf ,

Nun werde V, fiir n 2> N+1 nach Hilfssatz 6 abgeschitzt. Wir wihlen
dOTt wt’-‘-’l, w,=T: Bei

(36)  g()=f, h(t)=—t(qlog t—g—log (pxn)), K (f)=~log L2 ‘”‘"

erkennen wir wegen n_>N+1, daf -’%(t) in 1...7T monoton wichst, so
daB aus Hilfssatz 6

T T!
37 Vp=0| ———)=0 .
S (logpxn/T?) (log tz/(N+1/2)) fir nZ>N+1
folgt. Hiermit wird

< h() ) ~Z ot ( , & 1 )
= 1—Y—t-+8 +
n~2N+l ﬂY+’ ee AVa=O(T u=§+x ; log n/(N+1/2)

ro(n § L)

Py SRR
N
=0 (Té No—Y—rte _,1!) +0(T)=0 (T (Nut1-Y—rt+e.4 1)),
=1}

Fassen wir unsere bisherigen Rechnungen zusammen, so ergibt sich

(38) Ry(x)= -wr (% + 1) C=97+0 gv7 s 3" [i() pe o~ "‘*"AV,,+
<oy NV FT

+ O (xo:+s )+ O (xa+l+x+e T—l-—%-!—e) +
++ O (x*—¢ THe (1 4 Nerl=Y=r)),
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Fiir die asymptotische Bestimmung der V, mit 1<Cn <N, auf deren
Betrachtung alles Weitere hinausliuft, setzen wir zur Abkiirzung

2
w=pxn, 2z=w!' 5,

wen
W' — f H g—it(glog t—q—log(pxn)) fff |

(w—2) e

Zur Orientierung werde bemerkt, dag mit x+o0 auch w-oo strebt und
2
o< mwm<l, 1<w-2z
w 2

angenommen werden kann.

Ferner ist bei Beachtung von n<{N zwar stets

t 1
l<{w—2yo<we<T,

doch kann sehr wohl (w+2)Y2>> T eintreten. Bezeichnet € die Menge aller
t mit 1 <t<{(w—2)"" und (w+2)V9 <t T bzw. T (w+2)We, so ist

Vy— W, = f ! g—it (g log t—q — log {pxn1)) dt,
z

wobei im rechten Teilintervall von € das Integral in jedem Falle von
(w+2)Y7 nach T zu orientieren ist.

Auf das rechtsstehende Integral wollen wir Hilissatz 6 mit den in
(36) eingefiihrten Funktionen g(¢f) und A(f) anwenden. Es ist

i w o d W
—(H=t-"log—, — —(f)=—lt-"*log— —qt~-1 =
g() %’ at g() & 1
m—~£—""‘*(llog %+ q),

also

14

%—hm(t)uo fir £ il U/,
4

Daher wichst die Funktion }% (f) tber positive Werte monoton von
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1 bis (w—z)¥e. Fiir t>wle ist sie negativ, wichst bis f=wlltelll
monoton, um dann monoton gegen - oo abzufallen. Daher ist auf § stets

g £ 3
£ (4 2.9,
lh,()l»glh,()l
wo f jedenfalls unter den Werten
o= (w=2)1, fy=(W+2)11, t3=

vorkommt. Nun sind zwar insofern die Voraussetzungen des Hilfssatzes 6

nicht samtlich erfalit, als-f; (t) nicht durchweg monoton ist. Nach den so-

eben gemachten Bemerkungen lidfit sich jedoch & derart in drei Teilintervalle
zerlegen, daff in jedem von ihnen unser Hilfssatz anwendbar ist. Daher
haben wir

Vo~ Wa=0 {Hog :;ELZF z)I} +0 (Iog?’z:”Q/w) -

T!
= O (wi+ilg z—1 +O(_____.....__>==
( ) log T/w

= o((xn)ﬁ—,??)_,_o( log(N’il/Q)/n )

Es bleibt W, zu bestimmen. Wir haben

1 L SEPRR 1g [log 214 _.
Wo=o ) wtn) e vy {jog 22 —g

-

]du=

k4

w
= =ty @0\ Gog (10—

=%wq a+He dt.

b4

w
Hierin ist bei |¢]-0

M+,
I+ =14+ 0(|t])
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und
H
(A+H9og(1+H~-¢q)=
t 11 £ n)
{1+ 3 - 0um) (-are-§ o)
——q+2q+0(It["‘),
folglich

:+1

(‘"'"ﬁélu

Wa= (1+0 (J#])) e~twt 00RO (14 O (wiia |1[?) )t =

-:::]~

|
gl

1+2/5

- mefeﬂ*”“ f e »ere gty Ow e ).
_z
»

Endlich ist

w _m® 1
f e~ Moragt \Inge ‘w ¥,
o

also

L]

fezwllqmaq dt] )

z

w

L
e-twlieeg gy _Vonge 4w 2? + O(

g nt— 2|n

Auf das im O-Glied stehende Integral wenden wir wieder Hilfssatz 6 mit
1

1} — __3;
gW=1,00="r, n)=224 P _ "5
2q q 1
. wyz
an. Dann erhalten wir schlielich
% 14172 142/5
(39) Vn_—_ ng’_r_elq‘Pxﬂ) 4 (pxn) 9 + 0((xn) Q )
0 7 fir 1< n<N.
r n g
( log (N +1/2)/n ) ’ SUUS
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Setzen wir dies in (38) ein, so bekommen wir

—314+0 vr 172 E ’)(.—-r+’ji’2
e p 7 X

Rx(x)=—:?F(x+l)C i — X

n _ 1 ; lg_ =t
X - fi( l-)H/z Ree 2 CtD) p 4 (exm)
l<a<N nY+"'T

EIEY. g 2B
o[ 3 @i )+

I<n<N

_ 1
+O(xn T T! o -H—Y—1v-+s _—1-—g/2 ) +
" " Tog N+ 172)m

+ 0O (xa+e) + o) (xa+l+x+e T——l—x+s) + O(xx—'—r Tl+e) +0 (x‘x.—'r Ti+e Na.—H—Y—r).

Das erste Glied hierin ergibt gerade den ersten Term unserer Behaup-
tung (30). Da

—y—ep 2B i (n)] gy 25

Y-+ =Y+ +

DRI NP Y~y A

<a<N I<a<N

Gy A
=O(1+N‘Y+ 7 +e)

und nach Hilfssatz 4

E n—l—s 1 —1—e 1
. log (N+1/2)/n > log (N+1/2)/n

1
—l—-‘B__—:
+1<n2<:Nril N o(1)
o 8%

ist, werden die Restglieder zu

A—3/5—% + A—35—% G—Y+ A—35-%, +&

T 40" e N R B

0] (xx

A—1—%, A% — . A—1-%
+oT TN ro T T N Ty

A1 e
+O(xx+ — e Nax+1 Y+ +s) + O(xa+8) _

1 %+l
%) (1~ — -2
+O(x“+( +1)( q)+sN 2 +e)-



96 Hans-Egon Richert

Hierin werden die vier ersten O-Glieder durch

)s.- 3/5—% pe A—35—%
0™ e N U+NTTF Ty

majorisiert. Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

7. Wenn die in (30) auftretende Summe nicht besser als trivial abge-
schitzt werden kann, behandeln wir J, folgendermaBen vorteilhafter,

Wir sahen, dafi mit den in V, auftretenden Funktionen g (f) und A (t)
das Intervall 1... 7 in hochstens drei Teilintervalle derart aufgeteilt werden

kann, dafl —f;(t) in jedem derselben monoton ist. Daher ist Hilfssatz 5 nach

(36) mit P=T!, Q= T/q in jedem dieser Teilintervalle anwendbar und
somit
Vo = O (TH%),

Wegen (37) und (39) konnen wir jedenfalls die Abschitzungen

I+Y, N
((xn) j+o(my fir l<n<sy

Va=1 0 (11+%)

w[2

L2

o(rH flir n

V

2N +1

verwenden. Hiermit bekommen wir aus (35), da stets y +t>a, ist.

i+,
=O(xx“fT')+0(xx“f > if"(nn(m) 4 )+

Y+t
1<a<N2 1

+ o(xw THE Y Lt;?_(g)_i) -

Ne<n<2N N

—rp Y gt
= 0 (x*-T Tt)+o(x°" T+ (1+1v°“ (i *“))+

+ O (X% THY NG=T—1+8) m
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A—I—%  A—1-% A-Ma—%
ol )y of 2

=% — A-la—%
A ATETR Gy AR e
+0 <x ¢ N ‘ )

also mit (31) bis (34)

( ot Rkl R ELL
X q

N ¢ )+O N

CE
Ry (x)=0 ( 4 TEN ¢ +f+e)+

l—’/:*’}f. A Yo—%
+ 0 (x>+8) + 0 (x” 7 (1 FNTT 2_“))

1 _’.‘:.*:_‘ ___“f_.l.
&O( o-+1-+% +eN 7 :+—e +

}s." ‘lt"’&

}\-—‘f:—%
+ o( (14N )) + O (x=+e).

Jetzt wihlen wir N so, daf hierin das erste O-Glied und der zweite
Teil des zweiten O-Gliedes dieselbe Grofienordnung bekommen, nidmlich

R ]

Wegen (22) und (21) ist dies tatsichlich, wie gefordert, eine natiirliche Zahl.
Damit erhalten wir den

SATZ 2: Z(s) erfiille die Voraussetzungen | bis V mit
o > - ll

und es sei % eine reelle Zahl 2> 0. Dann gilt mit den Abkiirzungen (2) und
(29) bei x>

« T W
> f(n) (x—n)* = Fy(x)+ 0O (x +(x+l)( q(E;—Y)+A+’/=)+ ) .

Isnsx

x+2_\:_‘12*7!.

+ 0 (x +s) + O (xo+s),

Publications de PInstitut Mathématique 7
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8. Gelegentlich ist in der Funktionalgleichung II Z, (s)=Z (s). Unter
dieser zusdtzlichen Voraussetzung diirfen wir
(40) G =a, O3=0

annehmen. Aus Hilfssatz 9 ergibt sich, da dort jetzt dtberall der* weg-
gelassen werden dari

1 CH=C1, Bi=8+7d;, by=d;, 1<i< M, A=2T,
und hieraus folgt mit (23), (1) und (5)
atl>— Y -+ ~1-
2 2q

so dafl wir wegen (4) die Voraussetzung a>-1 schon durch die etwas
bequemere vy >0 sichern konnen. Ebenfalls folgt aus (41), daB K eine
einfachere Gestalt annimmt (insbesondere ist nun CO+Y92= 11),

Daher bekommen wir aus Satz 1 jetzt den

SATZ 3: Z(s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V mit Z, (s)=Z (s) und
¥ 0.

% sei eine reelle Zahl > 0.
Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl N mit den Abkiirzungen (2), (3),

(42) Fy (x)= > Res x5+ B (s, x+1) Z(s)
Min(Y-cr.z—~ﬁ_i)<6<“+l
2 q
und
'5’ panits 3
Km\/«--l‘(x—i-l)p g Co+YdR @_~—{2(3,+6,) —M+ 5 +x}

bei x o0 gleichmapig in N

"t
2 f) (x“”)"mFx(x)+Kx”+‘}” - 5

JESTES

(n Y _ %43 — Y _ %43
1 )3 N»ﬁx?mz cos (g (pxn)l +®)+O(xx+ e Ns(l N ))+
S

a s WA .Y_ ”‘H -Y l‘i:‘
+0 ( x&HoeH) (—ligte N4 +8)+ 0 ( <7t +e N3 +e )+ O(x=te),

Bei Satz 2 wollen wir dieselben Vereinfachungen anbrmgen Wir
bekommen dann den
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SATZ 4: Z(s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V mit Z, (s)=Z (s) und
Yy =>0.
% sei eine reelle Zahl >0,
Dann gilt mit (42) bei x - oo

(xa_Hx_H) (1_. _j_ﬂ.'t!i_) e ) +

(43) ngsx f(n) (x—n)*=Fy(x)+0 ¢ (@—Y[2+1729)

Y _xtifa
+0 (xx-i-i“ 7 +8) +0 (x+e),

Man tberzeugt sich leicht davon, da8 in (43) das erste O-Glied das
zweite genau dann nicht iiberfrifft wenn

1 — Y 1
44 -X_ 2 (- (-—-—)) 0
(44) (a+ 22q)xqa22q>
ist. Wegen (23) und (40) ist unter den Voraussetzungen des Satzes 4 stets
1
45 1>X 4=,
(45) at+l>> 5 +2q
Fiir das Bestehen von (44) ist nach (45)
— 1
46 > ( _Y_ _)
(46) t *2aem 5 g,

hinreichend. Ubrigens ist wegen (23) hiermit auch »>0.

Nach | ist die Wahl a=g*(Z) zuldssig. Mit Hilfssatz 11, (41) und (46)
erhalten wir

#(2) < @=1) =1 + LF - 2 = (g-1) (- -3+

Yy _ 1 Y
B PO '] | T ik By
-f—2 qu ( )+

wonach diese Wahl von « zur Folge hat, daf in (43) auch das dritte
O-Glied gegeniiber dem zweiten vernachlissigt werden kann.
Ferner wird mit (46) in (42)
Min (Y_;,l_..l‘.:tl)=x__ %t 1
2 q 2 q
aber im Hinblick auf das zweite Fehlerglied in (43) geniigt es sogar, mit

H
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o in der Residuensumme nur bis g- _xt12
q

Nach diesen Bemerkungen folgt aus Satz 4 der

hinunterzugehen,

SATZ 5: Z (s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V mit Z, (s)=12 (s) und
Yy =0
% sei eine reelle Zahl mit

—_y_ I
v>q(a- %)

Dann gilt bei x - oo
> () (x—n)* = Res xs+xB (s,x+1) Z(s)+

Isnsx ~ 2R coconartt

Y _%+1R
ro( ),

[

9. Im folgenden Abschnitt handelt es sich um ein Anwendungsbei-
spiel des Satzes 1, wobei eine nichttriviale Abschitzung der trigonometri-
schen Summe gelingt, und so ein schirferes Ergebnis als mit Hilfe von
Satz 2, also mit dem Landauschen Hauptsatz, erzielt werden kann. Wir
beschranken uns auf ein gewisses ebenes Hyperbel-Gitterpunktproblem, das
schon Landau als Anwendung seines Hauptsatzes betrachtet hat ([16], S.
242). Dieses ist aber so allgemein gehalten, daB sein Ergebnis durch
Spezialisierung bzw. einfache Folgerungen noch eine Anwendung auf einige
der meistbehandelten zweidimensionalen Probleme gestattet.

Es seien

lj, k; natiirliche Zahlen, 1 /< k;,j=1,2,
und
gm= 2 L
r‘t‘ Tig== 11
njs=l;{mod kj)
=1,

Wir fragen nach einer asymptotischen Entwicklung von X g (n).

Isa<x

Zu der erzeugenden Funktion von g (n) gelangen wir folgendermaBen.
Mit.

(s, w)= % (n+w)—s, O<wl, o1,
n=0
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setzen wir

rosfut)ifet)
Dann folgt fiir 6>>1
20= 3 3 [t ) (wr ) -

vi=0 v,=0

-3 (Mz)_”=(k1 k) S g (n) n=s.

;=1 klkz n=1
nj=l;(mod kj)
J j]=l,2 J

Nun lassen sich unsere Sitze allerdings nicht unmittelbar auf Z (s)
anwenden. Daher setzen wir weiter fiir reelle # und w

Zy(s,w,h)= i' sign? (n+w) e2**" |n4w|=s, n=0,1,

signEz‘-Ei'- fir E40, o>1,

wobei der Akzent am Summenzeichen das Auftreten von n+w=0 verbie-
ten soll. Dann ist offenbar fir 0 <<w <1

0 (s, w)= % (Zo (5, w, 0)+Z, (5, w, 0)},

und mit den Abkiirzungen
Z0 M) (s, i, by, Wy, hy) =Zn, (s, Wy, by) Zny (s, wa, hy), m;=0,1, j=1,2,
ergibt sich

(47) 2=~ ¥ zow n»(s,li—* 0, /i_z , o).

1
4 0< 7;<1 1 2

j=1,2

Auf jede dieser vier Funktionen Z(w 1J(s) ist der Satz 1 nun aber
anwendbar. Bekanntlich ([16], S. 237) befolgen die Funktionen Zj(s, w, h)
die Funktionalgleichung

r(1+11—SJ
1. 2

Zs (s, w, h)=it g—2xiwh g 2 Tzq(l—s,h, -w), 1=0,1,
(%)
2
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woraus
(48) 200 09 (5, Wy, hy, Wy, hy) =M+ Ts g=2Ri0nArtwahe) -1 28 x
I"(l +q1_3) r (1 +n2..s)
2 2

ZOn %) (1~ 8, by, — Wy, hyy—w,)

r(‘\: "‘S)F(I}z—i-s‘)
2 2
n;=0,1, j=1,2, folgt
Wir setzen nun fiir jedes der vier Paare (n,, n,)

Q (S) (kl kz)_s Z(Ih’ T (S, 11 3 "z y 0)
ky 2
und

s
Q, (s) =

zm,,nz)<s, 0, - 0, - 11),
wobei fiir o> 1

Q (s).«.-_(ki kz)-s iv ir sign™ (v, + }il) signm (“'z + .;;3.) %
1 2

VY00 VT 00
L |=s s |~ - i i
X|vy + L ve+ S| = 3 signWn signieng [nny |~ =
ks 2 fj=— o0
ny==1lj{modk;)
=1,
A
o E f(rllt ) (n)n—',
n=1
f@u B () = ¥ sign™in, signfen,
|ngngl=n, nj2Zo
nj=!;(modk;)
i=1,
und
;!IH-’I: ' e . . —2 i ("—‘ et b n,)
Q, (s)= E > sign™n, signen,e  ta o k| (n, ng)s - -

By OO g OO

i I (M N2 (") n—s,

itz 2 AE (fi et Bp
! mfzsl ,nj=o SignNM nysigntnge “h

*

fi(fh. ) (ﬁ) =
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Nach (48) besteht die Funktionalgleichung
e
72 \§ 2 2
0= ()
k1 k, I*(r\l +3 F(I]2+ S)
=)

Q, (1—s).

Q(s) kann identisch verschwinden (z. B. fiir [j=#k;,n,=1,j=12).
Sonst erfiillt Q (s) aber wegen

fmls’h) (n) =0 (ns )

die Voraussetzung I, da die Abszisse E bekanntlich (vgl. [16], S. 237) fir
jedes Zn(s) und somit auch fir Q(s)— oo ist. Il ist mit

y=1,
[l mit
™ 51, 6=0,
ky ky
IV mit
M=2, =t g 1M g Mg Mg g— L

2 2 2 2 2

und V wegen
£ (1) = O (a°)
erfiillt.

Die Parameter avs (2) und (3) werden daher — unabhingig von n,

und n,—

4 w2

-9, 2=1, v=—2log2, p= .
q g2 p=

Nun kénnen wir Satz 1 mit a=a,=0, q,=1 anwenden. Wir bekom-
men fiir x=0 bei x-» oo fiir jede natiirliche Zahl N gleichmiflig in N

x5 { l
2 f@u ) ()= 0<§’1 Res -—S—- (ky ks)™s Z 1) (s,—‘,o -2 O)—}—

s ky ’ 1{2 ,
1 x 4 FALR (n) xn 7 n
+-—::( ) -x———~COS<41§\/ -—— — (1} )+
V2\ ks ky 1<§<N n3 ky ko 4 2 (A +e)

+ O (x5 NS+e) O (xVi2+e N-112+e) |

und dies bleibt ersichtlich auch fiir den Fall Q (5s)=0 richtig.
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Jetzt gehen wir gemdf (47) zu g(n) iiber, wobei in der Residuen-
summe Z(s) an Stelle von Z®»%) (s) tritt, Wir bekommen

gn)= —;- E f @2 (n),
Oagq ‘2<l

Und der Term mit der trigonometrischen Summe 148t sich bei Beach-
tung von

. . . : x o«
iortnz sign n, sign™ n, cos (4 a\[ X — =~ —(n+n,) ) -

0<a=t kik, 4
i=12
ami{ xa__m
2e Tk 4 fiitn, >0, >0
- 2e~4mvm 4fﬁm,<0 n, <0

sonst

zu
1/4 ni Zﬂi( dxn _ L b )
lm( x ) Ree ¢ E ..}... E e YA A
T Vg k1 kg 1&&&1\'“3/4 iy fy=1
n;>0,j=12

vereinfachen. Somit erhalten wir

Mk 2.
s

g(n)= X Re
jES e 4 <ot
2:1:( ———»—nn l‘ﬂ...{’.n)
1 x \\4 = e Kike PR ke
+ m( ) Ree * +
n V2 \k, ky I<ny <N (ny ng)¥4

+ O (x5 NUS+e) 4. O (xl2+e N—1+e)
Zur Bestimmung der Residuensumme bemerken wir, daf die Hurwitz-
sche Zetafunktion f(s,w) bekanntlich mit Ausnahme eines Poles bei
s=1, wo die Entwicklung

(49) L W)= o = ().
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(vgl [20], S. 106) besteht, in der ganzen Ebene reguldr ist. Daher
ergibt sich

X s
(k,k,,) x (r'( ) r (12) )
o2, RES—FZ0) k/c2 log s ~\Tt\& ) * g+ eg
Die auftretende Exponentialsumme ist von der Gestalt

RN L h )

Hy 1t ’!"-—"‘*ﬂ
ezm'( Y R TR 2% fim, ma)
1<y <N (nyn)3 t<m ey (g 1)
wo

=S (4, N),

e 4x Lo,
f(nh ’7:)" Vunl {12’*'\1’1 51‘*“1’2’13»3* P’ s ‘;’I”""‘Izj“y 1=1: 2,

[ 342 1

Fiir eine frither ([28), (88)) bei ¥,=V,=0 angegebene Abschitzung
(50) Su, U)y=0 ('8 Us/s8 JogloP y) fiir U=ud/%log% /28 y4

sind in Wahrheit die Werte von ¥, und V, belanglos. Dort wurde nidmlich
([28], S. 208—209 und S. 217) die Abschitzung der in Rede stehenden
Summe auf eine solche mit einer Funktion F (ny, n,) an Stelle von f{n,, n,)
zuriickgespielt, und jene Vorschrift ([27], (34) und Hilfssatz 8) ordnet
f(ny, ny) fiir jedes Paar (V,,V,) dasselbe F(n;,n,) zu. Daher gilt (50)
auch in unserem jetzigen Falle, und mit der Wahl von N=][U] ergibt
sich hiermit der

SATZ 6: Es seien lj, k; natiirliche Zahlen mit 1< ; k), j=1, 2. Dann
gilt bei x» oo

D(x; k1, k), 1) = 1= Io
( s oo ke ) 1<n§,<x kn ky gkx kz
nj==lj{modk;)

I=1,

I il
— = (2] 1 + O(x15M8+e
(Fl) T ) il vowe

Durch diesen Satz wird ein fritheres Ergebnis ([27]), das allerdings
auch noch gleichmigig in den k; gilt, verbessert.

10. Obwohl Satz 6 nur aus einer sehr speziellen Anwendung des
Satzes 1 entstanden ist, 148t sich aus ihm, wie es im folgenden geschehen
soll, noch eine Reihe bereits in der Literatur behandelter Probleme ableiten.
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Zum Dirichletschen Teilerproblem ist in Satz 6 [j=k =1, also
— %(%) =, wo C, wie auch im weiteren stets, die Eulersche Konsiante
Kj
bezeichnet, j=1,2, zu wihlen. Dann folgt, d(n) gleich der Anzahl der
positiven Teiler von n gesetzt,

(51) Y d(n)=xlog x+(2 C—1)x+ O (x!8/6+3)

Isn<x
(vgl. [28]").
Zum Kreisproblem gelangt man von Satz 6 folgendermaBen. Bekannt-
lich (vgl. [19], Satz 163) ist
d—1

r= 3 1=4 T (-7 -

w-+y2=n din
+ d..:.l({nod?.)

r 3) 1"<1
_____ =n’
r (4 r 4)
so folgt daher mit Satz 6
l=14+ 2 r(n)=1+4 > (-7 =
Isn<x 1

<n<x din
d=1(mod?2)

=14+4{D(x;4,1,1,1)-D(x;4,3,1,1)} =
= nx + O (x"te),

Beriicksichtigt man

0= -Lv2gx

Hier ist jedoch fiir das Fehlerglied durch Hua ([13]) O (x™=» log™ x) bekannt,
Eine direkte Verallgemeinerung dieser letzten Aussage liefert der

SATZ 7: a duarchlaufe die ganzen Ideale eines quadratischen Zahlkér-
pers K der Diskriminante d &= 1. Dann gilt

2 1=L;(1)x + O (x*ete),
1< Na<x

wo Ly (s) die zum Kdrper gehirige Dirichletsche L—Reihe bezeichnet. D. h.
die Reihe von Lr (s) — Ly (1) G (s) konvergiert fir o > 15/46.

5 Ich benutze die Gelegenheit, bel diesem Resultat auf die Prioritat von Tsungtao
Chih ([4]) hinzuweisen. Dort wird {im Gegensatz zu [28]) der bekannte Umweg iiber die
ersten Rieszschen Mittel beschritten, und das Fehlerglied lautet sogar O (x18/48log W99 x),
Loo-Keng Hua machte micht freundlicherweise auf diese Arbeit, die bisher auch nicht in
den Math. Reviews, Zenfralblatt f. Math. und PXK Mam. besprochen wurde, aufmerksam.
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In diesem Satz war bisher mit Ausnahme des GauBschen Korpers
([13]) als beste Abschiatzung O (x7=) durch Walfisz ([35]) bekannt (wegen
einer gleichmigig in d geltenden Abschitzung vgl. [27], S. 471).

Beweis: Vorweg beweisen wir den auch fiir die weitere Bestim-
mung der Haupiglieder in unseren Entwicklungen niitzlichen

HILFSSATZ 12: Es sei k eine natiirliche Zahl, x ein Nicht-Hauptcharakter
modulo k und L (s,x) die zugehérige Dirichletsche L — Reihe. Dann ist

Lax=-¢ x0T (5)

k I<v<k k
Beweis: Da fiir jede Dirichletsche L —Reihe

Lis)=k* X x(v)s(s. 3

I<v<k

(vgl. [19], Satz 368) gilt, besteht nach (49) bei s=1 die Entwicklung

L(s,x) = x(V){S%l—Ing—%'(%)JF...},

1
k1<v<ek
und weil x kein Hauptcharakter sein sollte, folgt hieraus die Behauptung.

Zum Beweise des Satzes 7 beachten wir

Fiy= ¥ 1=E(§), A1,

Na=n tn

(vgl. [9], Satz 148), und da Hilfssatz 12 wegen d <=1 fiir die zu K geho-

rige Reihe L, (5)®
1 d\TI'" (v
w2, (4F )
’ ld| i<v<iai \v/ T \]d|
liefert, erhalten wir aus Satz 6

2 o= % ¥

I<Nagx T<n<gx t}n( ) I<v<|d|

( )D(x 1d],v, 1,1) =
= Ly (1) x + O (x"m+e).

%) Vgl [194], S. 28.
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Eine weitere Folgerung des Satzes 6 ist der

SATZ 8: Es seien ky und k, zwei natirliche Zahlen, ¥y, X, 2wei Cha-
raktere modulo ky bzw. ky und L (s,¥%;) j=1,2, die zugehorigen Dirichlet-
schen L-Reihen.

Wir setzen
L (S; Xl) L (S! Xz)""“ E X (ﬂ) n—3,
n=1
also
X(@)=3 x,<d)x2( )
djn
Dann gilt

2 X (n)=0 (x1$/18+¢)

lsnsx

falls x, und x, beide Nichi-Hauptcharaktere sind, d. h. dann konvergiert die
Reihe von L (s, x4) L (s, xg) fir 6> 15/46;

E X (fl) ¢ (kl

I<n<x

)L (1’ Xa) x+0(x1§f46+e)

falls genau einer von beiden, ndmlich x,, Hauptcharakter ist; und

> x()=- 22 (ri0g x4 (o (k) + p () +2C—1) 1} + O (urpi)

I<n<x 1ftg

falls x, und X, beide Hauptcharaktere sind, und wo
0 fiir k=1
ok p—1

Nach Landau ([16], S. 243, £=2) ist dieser Satz mit den Fehler-
gliedern O (x!/% log x) bekannnt.

Beweis: Mit Satz 6 erhalten wir

Igzq X (n)= E Xt (1) Xa (1) = 2 2 X1 () X2 (1) 2 1=

1y mpsx I<h<chy Ihshy 1&[131( Hzégk )
7=t (Mo i
=l (mod

= 2 2 X1 (11)X2(12)D(X, kt:lnkm 2)""

Ishhy Ishsik,

x x r 1,) I (x) ) }
\:‘;h 1\2,3(‘(1)’(2(1‘) {k 7 o8 — (r(k, R VY Y o

+ 0 (xi5/48+2),
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und hieraus folgen bei Beachtung von Y x (/)=0 fiir einen Nicht-, =¢ (k)
k

II<
fiir einen Hauptcharakter modulo & und Hilfssatz 12 unmittelbar unsere
beiden ersten Behauptungen.

Zum Beweise der dritten Behauptung zeigen wir zunichst

»(d) _e)

Fur k=1 ist dies offenbar richtig. Ist die Identitit fiir ¥ bereits bewiesen,
so folgt mit einer Primzahl p, (p, k)=1 und m_>1 wegen

de  d k dikpm d dTk o<v<t dpv

-— M] d‘__l*_(fl_)l 1 _e(® k__l_ k logpy _
2,1(.1 og dp(ogd+ogp)) . (p() RC p)

_ekem) (o logp) e lem o
poe (p()+p_l) pr p (kp™),

d. h. die Richtigkeit fiir kpm.

Nun erhalten wir den dritten Fall unseres Satzes wegen

1= 2 3 pld)pd) X d(n)
1(<nI}n),<x di\ky dyiks 1 n< x/d,dy
nj, ki)

=1
(vgl. [29], Lemma 13) mit (51)
2 XM= ¥ 1= 3% ¥ p)ed)x

I<n<x 1<y np<sx dy | ky dafka

(nj kj)=1,j=12

g x
X log x—log d,—log d 2C-1 } O (x15/46+e) —
{d‘dz(g g dy—log d;) +( )d,d2+( )

- 2LEI2E) (¢ tog xt (o )+ (k) +2.C=1) x) 40 sese),
1 ’

Die nachstehende Folgerung beziiglich einer Vermutung von Rama-
nujan ([24]) itbertrifft ein Resultat von Walfisz ([35]).
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SATZ 9: Es seien | und k zwei natiirliche Zahlen, (I, k)=1 und p (k) die
durch (52) eingefilirte Funktion. Dann gilt

> a)- 28 x10gx+ 2B 2p+2c-1) x40 (ximers).
nzlﬁ,fnﬁk)

Beweis: Fiir jeden der ¢ (k) Charaktere ¥ modulo k setzen wir
A, )= X x(nd(n).
I<nx
Dann ergibt Satz 8, dort x;=xX,=%, ky=ke =k, also X (n)=x (n) d (n) gesetzt,
O (x'9146+e) falls x Nicht-Hauptcharakter mod &,

(83) A(x,x)= f}-{-‘;@ (xlog x+(2p (k) +2 C~1) x)+ O (x15146+e),

falls x Hauptcharakter mod %.
Nun ist wegen ([, k)=1

1 - 1 vy
- DA (X, Y)= —o Nx (v d{n) = d(n),
5 S 0= B (5;‘ X()X())n;%%zm (n) ngﬁ‘:ﬁm(ﬂ)

und hieraus folgt mit (53) unsere Behauptung.

Als letztes Beispiel betrachten wir nach Hecke ([10]) die Eisenstein-
schen Reihen der Dimension —%& und der Stufe N

(54) Gy (r;a,, 0, N)= § (m, t+my)~* k, N, a, a, ganz, N>1.
= a; (mod )
i= 1»2:(”113 m2]¢ (0»0)

Eine unmittelbare Anwendungsmoglichkeit unserer Ergebnisse bietet
sich im Falle, daf diese Reihen die Teilwerte der WeierstraSschen
U-Funktion darstellen, d. h. fiir k=1, wo unter G, (r; q,, a,, N) der Wert
der von s analytischen Funktion

& .
2 (myv+my)=t | my v +my| e
1 j= — 00
mj == aj{mod N}
j=}a2» (mlt m,]#(O,G}
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an der Stelle s=0 verstanden wird. G, {r; a,, a,, N) besitzt eine Fourierent-
wicklung der Gestalt

(55) Gy (v; ay, 85, N)=C (ay, a5, N)+ ¥ g:(ay, a,, N) e2min=i¥
n=1
mit 2mi |
& (ai » g, N)= T E Sign 1, e27in alN o

N My Npe=1t
1y == a, {mod N}
njzZ0,j=12
=g (a0, N)-¢'7 (@1, 03, N),
gSzi) (a;,a,,N) = — 2*12! 2 et ina N
N Ry Rg== it
m=-ta, {mod N}
(vgl. [10], S. 213), und wir fragen nach einer asymptotischen Entwicklung

von E &n (“x: ay, N)'
sa<x

Wegen
G, (r; a4, a3, N) = Gy (v; b,,b,,N) . fiir g;=6,(modN), j=1,2,

diitfen wir 1<Cq; KN, j=1,2, und mit Riicksicht auf den in Satz 6
bereits behandelten Fall sogar

1\<.01<N: I<€‘¥2"<Nr
annehmen.
Setzen wir ’
a; bei gﬁﬂ ’
= a; bei ()
so erhalten wir mit Satz 6
Y d (@, e N) =—22 T 2D (N, LN, V)=

Isa<x N lagvKN
i ...4a ’ [
- B e (F ) ()l
Igsv N
+ O (x"ete),

und hieraus folgt der
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SATZ 10: Es seien a,, a,, N natiirliche Zahlen”, 1 a, <N, 1<a, <N
und

4 . ah\ T (v
A(ag, N) =—- — sin (2 ——.(——.
(@, N) NS,@ESN ("VN)F N)

Dann gilt in der Bezeichnungsweise von (55) und (54) bei x + oo

E &n (alv as, N) = A ((12, N) x+0 (x“lls'{'e)_

l<n<x

11. Jetzt sollen die Sdtze des ersten Teiles noch auf einige Sum-
mierbarkeitsfragen angewendet werden. Wir erinnern zundchst an einige
Bezeichnungen.

Zu der Dirichletschen Reihe
Z(s)= i apn—*

n=1
setzen wir fiir jede reelle Konstante x >0

o= 2 Progr X, D)= ¥ Z(x—npr.

t<n<x ° n 1<n<x N
Falls der Grenzwert
mcx—(x)=c bzw, l,im—D—x—éi)—=c

x»o log* (x) o X

existiert und endlich ist, so heifit die Reihe an der Slelle s (nach Riesz-
schen Mitteln erster bzw. zweiter Art zum Werte c¢) (R, log n, x) — bzw.
(R, n, x) — summierbar ([8], S.21—22). Fiir x = 0 handelt es sich offenbar
um gewoOhnliche Konvergenz. Ist eine Dirichletsche Reihe (bei festem x)
im Punkte s' = o'+it' (R, log n, x) — bzw. (R, n, ) — summierbar, so ist sie
es auch fiir jedes ¢ > o’ ([8], Theorem 25 bzw. Theorem 29). Daher exi-
stiert zu jedem reellen x>0 eine Abszisse o, der (R,logn,x) — und
der (R, n, ) — Summierbarkeit — beide stimmen {iberein (|8], Theorem 30) —
definiert durch

gy = oy, (Z) = fin §, fiir die Z (s) fir o >& (R, log n, ®)—bzw. (R, n, #)—

summierbar ist:-—
und die Reihe ist dann fiir kein o << oy (R, log n, %) — bzw. (R, n, x) — sum-
mierbar ([8], Theorem 26).

) Es geniigte iibrigens N >>2 vorauszusetzen, da anderenfalls G, (r; a,, ag, N) und
damit auch A (a,, N) identiscn verschwindet. -
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Die Summierbarkeitsabszissen o, bestimmen sich in einfacher Weise
aus den Koeffizienten der Reihe. Es gelten namlich fiir jedes reelle x>0,
falls nur o, > 0 ist ([8], Theorem 31),

oy = finE mit Ay (x) = O (xf)
und ;
(56) { ox=finf mit Bg(x)= 0 (x8),

wo

kA,g()c)= > a,,log"%, By(x) =x7* Y a,(x—n)~

t<<n<x 1<n<x

HILFSSATZ 13: Flir ¢ > E(Z) ist die Carlsonsche Funktion p,(c)=
= p, (0, Z) definiert durch

T
b (s) = fing  mit —17:le(6+&)1=&’;‘= 0(TH, T>T,(62).
-7
iti1= Ty
o () ist konvex, stetig, nicht negativ und monoton fallend. Es gelten

(57) 0 ()< fiir s > E
und flir jedes » >0
po (0) <22 + 1 fiir o > oy (2).

Beweis: Vgl [30], Hilfssatz 2 und [6], Satz 4.

HILFSSATZ 14: Z (8) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V. Dann exislieren
filr jedes endliche o die Carlsonschen Funktionen p, (s, Z) und p, (¢, Z,) und
sind durch die Funktionalgleichung

pe (9, Z) = 2(A~qo) + pa (Y—0, 2))

verbunden.

Beweis: Nach | und Hilfssatz 9 ist E(Z) = E (Z,) = — o0, so dass
pa (o, Z) und p, (0, Z,) wegen Hilfssatz 13 fiir jedes endliche o existieren.

Publications de I’Institut Mathématique 8
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Weiler folgt aus I bis V mil Hilfssatz 8 nach partieller Integration

T T
«%f{Z(s»i-it)fzdtxO(—;—“{‘[tiz(?\“q*’)]zl(y—»a+it) 1%!)*::

—-T -
1#{=T |t=Te

= O (T0~gartm(r—0, Z)+e) 4+ O (T-1),
d. h. wegen (57)
1 (9, 2) < Max (2 A—g0) +pa (Y —0, Z), - 1) =2 (A —~qo) +py (Y — 0, Z4),

und wegen Hilfssatz 9 gilt ebenso

e (Y~ Z) C2( =g (Y - 0))+ps (0, Z) = ~2 (A~ go) + 1t (0, Z).

Aus den Hilissdizen 13 und 14 konnen wir jetzt das folgende
Q-Resultat herleiten:

SATZ 11: Z (s) erfiille die Voraussetzungen 1 bis V. Dann gelten fiir
jedes % >0.

A—x—1/2
(58)| o (2) > 2212
und
Mt 1/2
ax(zi>,>«v--~i’-‘§—-—f-.

Beweis: Sei x>0 und o> 0, (Z). Dann folgt aus den Hilfssitzen
13 und 14 :

2% +1> s () >2 (A - go),

woraus sich (68} ergibt. Mittels Hilfssatz 9 folgt hieraus die zweite Be-
hauptung.

12. Eine genaue Bestimmung der Abszissen oy fiir x>%, mit einem
gewissen x, ergibt sich nun durch Kombination der Sdtze 5 und 11.
Wir beweisen den

SATZ 12: Z(s) sei in der ganzen Ebene reguldr und erfiille die Voraus
setzungen 1 bis V mit Z, (s)=Z (s) und

(59) Y>0.
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Dann gilt fiir jedes reelle » mit

x}xqu(&_-’ "I""’l“)

2 2
Y 1 %
60 D= D ,
(60) ox (Z) r "% g
inshesondere also
x=% 3 f(n) (x—n)* O (xIe—12a=ng-+e )
sn<lx ) q )
61) x (™ fiir uo\<\x<-§«-‘§.,
:<a2<x / (a) log? ] Q (xY2—l3e—nie—¢)

Beweis: Mit unseren Voraussetzungen sind diejenigen des Satzes
5 erfiillt, so daB wir wegen der Regularitit von Z (s) aus Satz 5

Y () (x—nft=0 (x*+¢) + O (x*+Y2-12—x/gte)

Isin<lx

erhalten, womit nach (56)

1 %

Die umgekehrte Ungleichung ergibt sich aus (58), wenn man beachtet,

daB wegen Z, (s)=Z (s) nach Hilfssatz 9 A= 9-52 ist.

Aus (23) folgt wegen (59) und (1) o,>~1, so daB wegen ([8],
Theorem 48) -
Oy Oxt+x =
sicher oy (Z) > — oo ist.
Wir setzen jetzt mit reellem ¢
Z(s)=Z (s—c).
Oifenbar gelten
(62) oy(Z) =0y (Z)+c¢
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sowie

(63) 9 (Z)=0, (2)+¢, o* (Z)=c*(Z)+c.

Wenn wir die zu Z (s) gehorigen Parameter auch mit einer Tilde versehen,
so siehit man, daB mit Z (s) auch Z (s) die Voraussetzungen I bis V erfiillt mit
Z(5)=Z(s—)=C36=9H G (s~ ) Z (Y +c—s)=C3=H0 G (s—c) Z (v —3),
wobei

(64) Y=y+2¢ ¢=g.

Wenn wir ¢ >0 wihlen, ist mit (64) auch (59) bei Z (s) erfilllt. Da mit
Z(s) auch Z(s) in der ganzen Ebene regulir ist, konnen wir jetzt ¢
weiter so grof wihlen, daB nach (62) -was wegen oy (Z) >—oo sicher
moglich ist—oy(Z) >0 ausfillt und damit nach dem bereits bewiesenen
Teil unseres Satzes

-

5 Y 1 %
[of Z—_'.-.---.——-..—-....,
D=5z
also
5 +2¢ 1 % y 1 %
6y (2) =0y (Z) 2 % g 2 2% 7

(61) folgt wegen (56) aus (60).

Fiir im allgemeinen groferes %, kann man (60) nach einiger Rechnung
aus den Landauschen Arbeiten ([16], (47), [17], [18]) entnehmen.

13. Abschliefend wollen wir unsere Sitze noch auf einige Fragen
bei Modulformen anwenden. Wir beweisen hier den

o 2ninz
SATZ 13: F(2)= Ela,, e N sei eine ganze Spitzenform der Dimension -r
n=x
und der Stufe N, und die mit ihren Koeffizienten gebildete Dirichletsche
Reihe Z(s)= 3 a,n~* sei von der Signatur {I, r, g} ([11]).

n==1
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Dann gelten

[ 1 =% . 1
oy (Z) = %—I"'-Q“ farx>—é-,
also
(65) 4 X% X a,(x—n)*
I<n<x { e (xr12—114~ %[2+s) f"r < N < 1
== iu X [ — 3
x Q (xr—11—2—e) 9 9
2 log®
\ l<§<xa o8
N firn> 2,
also
(66) § x~* X ana,(x-mn)*
I<mn<x o) (xrlz—lis W‘H—e) 1
{Q(xr/z—l/s—m-—a) far —<x<2r_?
'X.
| o2, 0 log
und
r 1 % . a¥(Z)+r
T~ <@ <pmMn [T
2 r r 1 4 . 1
——‘)&(1-}-‘—3-0*(2)-3‘), 3—1‘6*“5“1} ﬂ!f 0<X<?, (r>1),
also
X% a, (x — n)*
6oy [oer fir 0<x <L, (r>1)
- ir 1L —, (r .
(67) 0, log .)f, Q (xri2—11-n/z—e) =T g
l<n<x
Ferner sind
(68) W(@D>* @)+
und
(69) 0, (2) >r-*(Z),
also stets
1
70 >+,
(70) % (Z) > T2
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Beweis: Da Z(s) von der Signatur {/,r, g} und F(z) Spitzenform
ist, ist Z (s) eine ganze Funktion mit E (Z)=—oc sowie r > 0. Weiter be-
steht die Funktionaigleichung

_ _2_“ 25~r F(r—s) _
Z(s>-g( l) g 209

([11], §§ 1 und 2). Hiernach erfillt Z (s) die Voraussetzungen I bis V mit

Zi()=Z(s),y=r,M=1,d;=1,
also nach (2)
(1) g=2.

Nach Rankin ([25]) gilt mit einer Konstanten K (> 0)

(72) Y @ P = Kx +0 (x—),
Isn<x

sowie

(73) a,=0 (fg"/z—‘ls )

also nach der Cauchyschen Ungleichung

(= Jelf< z 8 5 ———on,

t<n<x AETUZtE t<n<x WTE 1 <lnex ntte
so daB in I die Wahl
(74) o=

zuldssig ist.

r+1l
2

Insgesamt erfiillt Z (s) somit die Voraussetzungen des Satzes 12 mit
% =1/2, so daB wir (65) erhalten.
Offenbar erfiillt weiter mit Z (s) auch Z?(s) mit denselben Werten y =r

und a= (r+1)/2 sowie ¢ = 4 an Stelle von (71), also %, = 3/2die Voraus-
setzungen des Satzes 12, so daB wir aus (60) und (61) auch (66) bekom-
men.

Da wegen Z(s) = Z; (s) nach Hilfssatz 9 hier
(75) A= -‘1-21 =r

ist, liefert Satz 11 mit (56) die unteren Abschitzungen in (67).
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Fiir die Abschitzungen nach oben wollen wir zundchst Satz 4 an-
wenden. Fiir « diirfen wir o*(Z) wihlen, und Z (s) ist ganz, also Fy (x) =
= O (x*+¢), Nach der im Anschluf§ an Satz 4 gemachten Bemerkung majo-
risiert jetzt, d.h. fiir 0 < %< %y —=1/2, der zweite O—Term in (43) den
ersten nicht, so daffi wir

C&‘tr._x(l+_3.o.__t)+,
x* ¥ a(x-n*=0(x*)+0\x 3 3 8 + 0 (xo*—w+e)

I<sn<x
erhalten.
Nach (72) und (73) ist wegen r > 1
r—1 r 1
0<— S5 -5

so daB das zweite O—Glied dominiert und mit (56) die eine Halfte der
oberen Abschitzuugen in (67) bewiesen ist.

Fiir die noch zu beweisenden Aussagen in (67) kombinieren wir (65)
mit dem folgenden Taubersatz. Fiir die Tauberbedingung wird dann (72)
verwendet werden.

HILFSSATZ 158 Es sei

(76) B, (x)=0 (x°), p >0,
und
B
(77) Y  oy=0(t*nB), >0, fir 0<t=0(n *“)’
n<vsn+t
wo
(78) Bl+a>0, p—B8< I+
Dann ist

Mt&&zﬂl)

Bx(x)=——0(x Ha fir 0L

Wir setzen [=1/2, so daB wegen (65) in (76) die Wahl p=r/2+e
zuldssig ist. Aus (72) folgt fir =0 (%)

> |avl= O(tn™—1) + O (n"—%5)= O (n7=%"),
n<v<sn-i-t

8) Vgl. [3], Theorem 1.82 (b} und die Bemerkung auf S. 24, Wir haben hier nur
einen fiir unsere Zwecke hinreichenden Speziaifall jenes Satzes aufgeschrieben.
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also mit der Cauchyschen Ungleichung

e y=02 1 X ia\, [B)=0 (tnr=2) fiir 0 < t=0 (a%°).

vt vt nlvs+

Daher ist (77) mita=1/2 und B==r/2—1/5 und ebenfalls (78) erfiillt, und
aus Hilfssatz 15 ergibt sich

S otemnp~o(dEHE EE ) -

lgn<x

(52

1
mO(x’;““Tﬁ*%’“"‘) far 0 x << .

Nach (56) ist damit auch die zweite Hilfte der oberen Abschidtzungen in
(67) bewiesen.

Weiter ergibt sich aus (24) mit den oben berechneten Daten (68),
und fiir hinreichend grofies x folgt mit (72)

TS T 1af=0(xt 3 o) =0 (e,

Insx Isnsx

also (69). Dabei haben wir ¢* >0 angenommen, was aber wegen (63) keine
Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet.

Addition der beiden letzten Ungleichungen liefert endlich (70).

Beispielsweise gibt es fiir jedes geradzahlige r=12 oder > 16 Dirich-
letreihen, die mit N==/=1, g=(—1)72 die Voraussetzungen des Satzes 13
erfiillen ([11], § 5). Insbesondere ist dieser Satz auf die Diskriminante der
elliptischen Funktionen

A@=gTI(1— g )= c(n)q", g=e**', Jmz>0,
v=1

n=1

mit r=12 anwendbar (vgl. [12], S. 80). Daher liefern (65) und (67) fiir die
Ramanujansche Funktion « (n)
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x'—*lE t(n) (x—n)*

X
> r(n)log .

Isn<x
] .. 23
Q (x28/4—%i2—¢) fir 0 << Yy
=1 O (x#n-ua+e) fur é—< % <22§
O (XMin (*/3-+4~% (204 [3—3), 59/10—4%/5)+ ) fir 0 <x %— .

Die O-Abschiatzung in (65) 148t sich (sogar ohne &) aus einer Rei-
hendarstellung des Fehlergliedes von Apostol — allerdings fiir ganzzah-
liges » > r-1/2— entnehmen ([1]; vgl. Landau [16], (47) und [18], S. 137
fiir ganzzahliges x> r+1/2; fiir 1 >>2, x=1,2,3 bei Walfisz [36], und im
Spezialfall a,=v(n) fiir reelles x>>1 bei Hardy [7]).

Nach (72) und Hilfssatz 14 sind fir Z(s) auch die Voraussetzun-
gen des Satzes 27 in [30] erfillit. Die unteren Abschitzungen in (65),
(86) und (67) habe ich dort schon angegeben. Die dortigen oberen
Abschitzungen fiir o, (Z) sind hier in (65) und (67) durchweg verbessert
worden, ebenfalls diejenigen fiir oy (Z%) in (66) fiir x >3/2. Dagegen ist
das in (66) behandelte Problem bereits von hoherer Dimension, so daf
beispielsweise fiir x=0 die in [30] durchgefiihrte Methode diesem Problem
angemessener ist und bessere Resultate liefert.

Fir »=0 sind die Abschitzungen in (67) (sogar ohne &) bekannt
(Walfisz [36], [37], Rankin [26]). Der erste Term bei pn in (67) liefert genau
dann eine bessere Aussage als der zweite, wenn o* < r/2 - 3/10, also bei-
spielsweise wenn die erweiterte Ramanujansche Vermutung o*=(r—1)/2
bekannt ist (vgl. Petersson [23], Schoeneberg [32], Eichler [5]).

6% = (r - 1)/2 hat nach (69) wegen (74) g,=(r+1)/2 zur Folge. Dies hat
kiirzlich schon Walfisz [38] bemerkt, wo (70) auf anderem Wege (sogar in
einer nicht auf Abszissen abgeschwichten Form) bewiesen wurde.

Gilt in (70) das Gleichheitszeichen, so wihlen wir a=g, (Z). Dann
ist in Satz 12 %,=0, und er liefert in diesem Falle die genaue Bestim-
mung sdmtlicher Summierbarkeitsabszissen o, einschliesslich der Konver-
genzabszisse g,.
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14. Wir erwihnen noch, dafi unter den Voraussetzungen des Satzes
12 fiir die Abszissen o, und &, der absoluten und der starken Rieszschen
Summ’erbarkeit ([22] und [30])

- Y 1 % . - Y 1
Oyg1 =0y = Oy = — — — — — fiir v _>%,= - =
%41~ Oy, % 9 2% q = % Q(a 9 2q)
gilt. Ist g=1, so lassen sich sidmtliche Abszissen zu
1 - 1 -
6x=%—-2—-—'x, %>0, Ux=':;—+?_y') 120)
. Y 1 1 Y 1
R e TP T LS S
Ty T TR ¥ T T T

bestimmen.
Unter den Voraussetzungen des Salzes 13 gilt {iber (65) hinaus

r 1 % 1 - r 1 % 1

— — T T >—"v Oy=—— — — — ’ >_ hpua

ety T Ty Ty Ty T 2Ty

es sind also sﬁmtliche_ Abszissen der starken Rieszschen Su_mmierbarkeit
bestimmt. Ist iiberdies o,=(r+1)/2, so lassen sich neben den oy auch simt-
liche Abszissen der absoluten Rieszschen Summierbarkeit zu

U%=

r 1 % 1
—_—t = fiir % >—
_ st 179 =
(79) Oy =
L+i—u fﬁr0<x<—1—-
2 ' 9 )

angeben. Bemerkenswert ist der Knick dieser Funktion, der beim Uber-
schreiten der Symmetriegeraden der Funktionalgleichung durch o, eintritt.
(79) gilt auch noch fiir eine weitere Klasse von Dirichletreiben. Zu diesen
gehort (mit r=1) das Quadrat der alternierenden Y - Reihe, das Produkt
zweier mit einem Nichthaupticharakter gebildeten Dirichletschen L-Reihen,
aber auch die erzeugende Dirichletreihe des Fehlergliedes beim Dirichlct-
schen Teilerproblem und beim Kreisproblem.

(Eingegangen am 20. Februar 1957)
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