SUR QUELQUES FORMULES DE LA GEOMETRIE CONFORME
DU SOUS-ESPACE

Par )
MILEVA PRVANOVIC (Novi Sad)

1. L’objet de recherches de la géométrie conforme du sous-espace d’un
espace riemannien sont les propriétés du sous-espace qui restent invari-
ables par rapport 4 la transformation conforme d’espace ambiant. Dans son
travail [3] consacré 3 ce probléme, A. Fialkow introduit ,le tenseur
méirique conforme“ et ,la métrique conforme*, puis définit ,la dérivée
covariante conforme“ ayant toutes les propriéiés de la dérivée covariante
ordinaire mais étant invariable par rapport 2 la trausformation conforme,
En appliquant la dérivée covariante conforme aux espaces conformes oscu-
lateurs et normaux du sous-espace, il obtient les formules conformes de
Frenet du sous-espace, et en exprimant les conditions d'intégrabilité de
ces équations il parvient aux équations conformes de Gauss et Codazzi.

Nous introduisons, dans §2 et §3, une nouvelle opération, et en I'appli-
quant & un champ de tenseurs unitaires, normaux &un sous-espace mais
n’appartenant pas 3 leurs espaces osculateurs, nous déduisons certaines
équations, invariables par rapport 4 la transformation conforme. Le para-
graphe 4 traite le cas spécial ot le sous-espace est la courbe.

2. Envisageons l’espace riemannien V, plongé dans P'espace rieman-
nien V, et supposons les méiriques de ses deux espaces positives. Soil,
au point P du sous-espace V,, E,, I'espace tangent et Epin 4 ... 4. I'€Space
osculateur du degré x, oit n,+n, + ... +n, est le nombre de la dimension.
L’espace osculateur E; o 4 a0 (0 £< ) appartient 2 chaque espace
osculateur £, 4o 4 ey Engbng+ ...+ negns e Engtng .40 €t tous les
espaces osculateurs de V, appartiennent a I’espace local R, de V, du
point P.

Il existe, pour chaque point de V, le nombre entier £, tel que chaque
espace osculateur du degré plus grand que & coincide avec 'espace oscu-
lateur du degré k.
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Puis considérons, en chaque point du sous-espace 1,, les espaces
normaux R, (x=1,2,...). Un tel espace est l'espace du plus grand
nombre de dimensions apparienant 3 'espace osculateur Entact ... 4ny €

¢tant normal a l'espace osculateur E, ., 4. 4, . En désignant par

X X
Bz; et a, . le tenseur unitaire et le tenseur fondamental de R, et par
aog le tenseur fondamental d’espace ambiant V,, nous avons

x

at’x ™ gBa Bﬁ
2.1 x ¥ 8% pour x=y
Be B‘?y —_—;{ ¥
Py T a 0 pourx;éy:x,ym()l?...,k
oit x prend les valeurs de 0 jusqu’a k et a,,oqo et B“ sont, respectivement,
le tenseur métrique et le tenseur unitaire du sous- espace Va.

L’espace riemannien V,, dont la métrique est positive, est conforme

avec 'espace V,, si son tenseur Eag de la premiére forme fondamentale
s’exprime de la maniére suivante

(2.2) qu =20 Qog; aoB=e—20 qoB,

Ceci étant, les symboles de Christoffel { “} et {Ba] d’espace V, et Vi,
Y

. ) By
liés par la relation

(2.3) {{;;} - [;;}4‘ Bg 6y+ 6$ Ggmagy a** g, N
ot 2o
Og = a&’ ]

tandis que y* sont les coordonnées d’espace V, M.

Le sous-espace V, de V,, se transforme, par la transformation conforme
(2.2), en sous-espace V, d’espace V,. Le tenseur unitaire §;ﬁ du sous-
espace est invariable par rapport 4 la transformation conforme. Alors,

1) 0 0 0
By =B%; Br=Bm;

(2.4) T P
Podo Pador 3
_ v 0 o o
L 6;’% =P ai‘o?o: amre ai’o?o = SZ?)

1) y= étant les coordonnées d’espace Vi, nous supposons que % = yo aux polnts cor-
respondants.
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Imaginons en chaque point du sous-espace V, un espace vectoriel
linéaire K,, appartenant 3 l'espace local R,, éiant normal 2 Pespace
tangent E,,, mais n’appartenant pas a I'espace osculateur E, ;,,, c’est 2
dire ne coincidant pas avec I'espace normal R,,. Il s’ensuit que

1 11 11 10
(2.5) guj1=aap PLPR;  PEPi=3h; PEBR=0,

1 1
ot Pi et g;; désignent, respectivement, le tenseur unitaire et le tenseur

fondamental d’espace K,,; ces quantités appartiennent avec les indices
Iys Jiy+.- & P'espace K.

1
Si le tenseur Pg est invariable par rapport a la transformation con-
forme (2.2), c’est-a-dire si
(2.6) P¢=pP%,
il résulte de (2.5)

T 1 1 . 1 1
@1 G 08, gui= e gy Sim 8 Ph—Pi.
Désignons par ¥ la dérivée covariante par rapport A I'espace V.

1
En appliquant au tenseur Pg les D-symboles de van der Wearden et Barto-
lotti ([1), 1, pp 95, II, pp 118, [4], p. 254), il suit

T T
D, P°‘ =Bf3 vappc BBP (3, P +{ge}P§, - {5} P9,

d’on1, en vertu de (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) et de la relation analogue 2 la
relation précédante dans I’espace V,,,

— I 1 0 1
(2.8) D{o Pz=Dro Pg+BgPide .
0 o
Mais, puisque BPe= B, nous obtenons de (2.8) et grace a (2.1):

lg’gﬂD,o il’z = ?‘)’@D,QP + &pe P'; o,
2 savoir
T 0 T T 0 0 1 6 1
BE B2 D, Pf = Bf}oBga Dy, P+ B?ﬂ Pia,,
En retranchant cette équation de I’équation (2.8), nous avons

D, PP--BFBPOD P“ D, PP—BBBND P“
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ce qui signifie que le tenseur
2 i 5 1 0o 90 1
(2.9) T.if=9, P, =D, P — B B2 D, Pj
est invariable par rapport A la transformation conforme.
Il est facile de montrer que

0 1 1 1
By, PE=0 et Ph 9, PE=0,

c’est & dire que le tenseur T P, appartenant avec l'indice r, & Dl'espace

K n,=En, et avec l'indice [, & lespace Kn,, appartient avec I'indice 8 2 un
espace linéaire K, qui est normal tant a2 K, que a K,,.

2 2
P} ¢tant les composantes du tenseur unitaire et g;,;, les composantes
du premier tenseur fondamental d’espace K., , nous pouvons écrire:

g’zlz_a“P P“ Pp

o p’

(2.10)
2 0 2 l' 2 2‘
Py By=0; PLPi=0; PgPi=5%,

oit par les indices grecs ou par les indices de la suite iy, j,, k,,.... nOUS
dénotons que la quantité appartient A I'espace K,,.

2
Si le tenseur Pg estinvariable par rapport 2 la transformation conforme,
nous pouvons répéter le procédé précédant et conclure que le tenseur

2 2 00 2
L . o B
Or, Py= Dy, P{—B§ Bl D, P

est invariable par rapport 3 la transformation conforme, et quil satisfait
aux équations

L |
ng(@,opwr “,)=0,
2 2 2
P (Dr, PL+ T, %, )=0,

]
B;o(ﬁ),oP“-}»T 0‘,2) =0,
oil le tenseur
2 1 1 [
Tf; fl‘;ggroP‘éED;‘n Pg"“’Bg? Bgu D{e Pg

est invariable par rapport 2 la transformation conforme,
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Donc, le tenseur
3
—Q)roP +T

ro 12 ry - 12

est invariable par rapport a la transformation conforme et appartient: avec
indice ry & Kp,, avec Ijndice [, a K, et avec l'indice « 2 un espace
linéaire K, qui est, de son coté, contenu dans 'espace local R, et qui est
normal tant 2 K, qu'a K, et K,,.

En procédant ainsi, nous obtenons enfin les équations
1 2

Dr Py, L folxa’
(2.11)
a a+1 a
O Py =T, =T, % >
k+1
a=2,3, , k; T,'u;: 0,

0 1
qui sont, aussi bien que les tenseurs B% et P, invariables par

rapport a la transformation (2.2). Le tenseur 7‘5;0 s appartient avec I'indice
a 4 l'espace K,, qui est plongé dans I'espace local R, et qui est normal

a
a chaque espace linéaire: Kp,, Kp,,...,Kn,_,, tandis que P’;: est le tenseur

unitaire de cet espace. Enfin, l'opération ® est définie de la maniére
suivante: '

a

a
9, Py = D,O - Bu Bgo D,, PB

0 a (]

a a
®r, P = Dy, Ple — B2 BB Dy, Pg.

Les équations (2.11) sont analogues aux formules de Frenet de V,
par rapport & V,, ({1}, II pp. 120; [4] pp. 276). Aussi nous pouvons les
appeler formules de Frenet de la géométrie conforme du sous espace V,

d’espace riemmanien V, par rapport au champ des tenseurs P“ On peut
les écrire aussi sous la forme

1 2
(2.12) D P =T 1,
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a a+1 a
(2'12) Qro P(,: = T o — Tl:olea )

ro-o

k41
a=2,3,...,k; T % =0,
n -
3. Considérons le tenseur M, .o qui est invariable par rapport 2 la
transformation conforme
M os =M
et qui appartient: avec I'indice r, 2 Kn,, avec lindice g« a K, et avec
l'indice a a 'espace K, . En appliquant au tenseur ITI;O;’“ les D-symbols,
nous avons

— 0 0 x _ 0 0 x T
C T RC RO PR T T BC RP PR . T .-
P rg, BpoBrqux aMpx BpoBrqu,‘ (da MPV- + {ae] MP"

E M-t E M~ _ga ng ;m a Mot T Sr 8T —
a 87«—[ Pe | Tpe T ho quPX+{a8+a°e+ea

— Qg AT d}\)M & ({o:)] + 62 o,+ Gg Oy = Uop atx u}\)M‘;i’-

%
)
[“] + 83 o, + 6; Op— Gy acx c}\) Mpef] .

Mais,
0 x 0 0
Gax By P§ =0; BY M *=0; a0 BE M;,°=0,

puisque le tenseur M;." appartient, selon la supposition, aux espaces Ka,
et K, , qui sont normaux a I'espace K, =E,. Alors,

0 0
DPOM,'O;IXT——-DPOM;O;’x"-i—ueMr'o‘}xe Bt —e M': *B° +

Po P TPy o

(3.1)

x 0
8\ o T A o T RO
+amroa GLMW' qu daMroqx BPO,
d’ott
0 o_ 01 ; 0 o't
t, e Vo ve . 8 _ P .« .y
Bt D M’o‘lx BbaD Mroq,+dsMroqx SP; °pBroMpoqx Bl +

vV o po

X 0 c o0
18 eV DU Dty .. vBae B,
+a,,0% 0, M,,vP} Bb—o M, “By BY
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et
0 ‘o‘t - - or o{ 0 0 ot 0
r eV o MY s BRT .y T
Bfe BV&DN Mfoqx Bfo B\' Dpo Mfoqx+ds Mfoqx B}’o dPB‘:oMaoqx BV? Bfo +
0o 0 0
+a,, a0, M, VP% B’oBf—c M., vB"‘B*’oB’-
P vV h
En retranchant la derniére relation de I’équation (3.1), nous obtenons
D -.r_o D M : of .r P
Y LU T .
ras — Bl B D_stx =D, M, B,OBJ;DPOMr -6, M, B +
+a, a6, M2 — G M, 'B“+c BPM VB'OB"
0 0 0
—a,, a0, M, "P* B’DB'+0 M, Y B.BYBL
d’oil
D M B'BoD Mfqu =D, Mfl‘lx B BLD, M5
ce qui signifie que le tenseur
9[’,9 y =D M B D M’.o]q

est invariable par rapport ala transformatnon conforme (2.2) d’espace.

C’est pourquoi, en appliquant les ®-symbols aux équations (2.11),
nous concluons que les formules

QIPO gfo] P = gfp,,

fo] 11

(3.2)
a
=D, 7,17

rl - 4q

a a+l
Dty Drd Py, =Dt Ty

sont invariables par rapport 2 la transformation conforme.
Comme, par définition, on a

a a 0 ¢ a
D, (Dr, PE ) =Dy (Dr, PE ) —BE BYy Dy, (Dr, P§ )=

0 0 a
=D (Dr., - B“ Bk“DraPY )~ BaBt‘"D (Dfo _BgeBgOD"’P’ga):
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a Q ] a 0 0 a
=Dy, Dr, Py, — (Ds, BY) Bl (D, P, ) — B, (Dy, BY) (D, Py )—

o 0 a 0 O a o 0 0 ¢ a
—Bg, Bl Dy, Dy, P —Bg BY Dy, Dy, P +B3 BYy (Dy, BY ) B (Dr, P% )+

0 @

0 0
+ B2 BY B,

1] a ]
§ B, (D, Bgo) (Dy, ng)-&-Bg Bg %9 B D,, D,, P;}a .
et comme
] [}
Bg (Dp, Bﬁbo) = ()
et de
0 a
B§o P}a =0
il suit

Ok aY aY Ok aYl &
BY% Dy, Py =—P} Dy, Blo=—P) H, k,

1
oit H % est le tenseur de premitre courbure ([1], II, pp. 120; [4], pp.
276) du sous-espace V, relative a I'espace ambiant V,, nous avons

D, D,y P =D, D, P= B“ Bt Dy, Dr, PB + H B Hroxey PY

Alors, nous pouvons exprimer les équations (3.2) sous la forme

a e 0 a i
Dip, D1y P§ — B, Big Dipy Dry Py +H[Po ol Hroy P =
a+i
(3.3) 39{;»0 ro]qa glpo - ?a
1 Fan)

e ce @
Trnqo - Troqk =0; a=1, 2,.-.,’{-

D’autre part, si i* (t=1,2,..., a) est un f-&dre d’espace K,,cl, nous
4

pouvons poser, dans un systéme spécial des coordonnées,

a a.B Pa
rgg=—1 1 Va i,
e Qg
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Alors, pour un vecteur v,, d’espace K,, il est

D, D, ve,=(—29 P,u]qa+ - qa) Vi, =-—1/2PP0M Vi
d’ott
aa ov 0 ar «
DMD,OIP% = 1/2 By Bgana L 1/2P Pw L
et les équations (3.3) prennent la forme
a
(Pooe® - B B' P o) Bv BP Pf - P:a Proroas" =
(3.4)
a+2 a
mQQb’o Tfo] 2®[Po fo] a 2H[Po]ko| f‘o] 7‘ P‘Ia *

Les équations (3.3), aussi bien que les équations (3.4) sont invari-
ables par rapport a la transformation conforme (2.2).

Pour obtenir les nouvelles équations de la géométrie conforme du
sous-espace V, d’espace V,,, remarquons que

a a a
;'o(}a~—lx - ;'of}a——lta P:?a'
4 savoir
a-laq; ; ty ;;x a;}a—l =0
'oqa—l rodg—1 g~ % :
C’est pourquoi
672—1 . %
D P T ) =0,
d'ou
Plaip .o aelT.. ap ‘pla-ic
foqa._l fo‘?a_l P %
a a--1 0 0 a—1
=—T,;,_*(D,, Py~ By By D, P'a—1)
puisque
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Alors,
a— l a a—1

Pa—xD T. %—_T: g plam

gy gy “m % ?

d’oil, en vertu de (2.12)

a——l a a—1
Pa 1D Twa_l"=—T'ro(:,a_1 (—T,, “—1+T fam1 )y,
et comme
a a--1 a a—1 a a-2
Tho *T,. a—i =T;, fa- % ’“—1P?a Pje—2=0,
09—y 09q—y PoRg—g
fnous avons
a;lla_,D ‘} . x=_;~. . x;. la_y
x Po - Todg_y LT Po ° %

D’autre part

a—ll a a—l 0o 0 a
- .. K o * — B % Bk <. V)=
P ; 19}'0 Tfo9a P a 1 (D Tfo‘la_ BkoBV DPo Tfnqa._t )
a—1 a
=PlayD [

et par suite

a—l a

a
PH@T X=—T; . xT, 1

foqa._l ToQg—y

Par une voie analogue, nous déduisons les équations suivantes,
invariables par rapport a la transformation conforme,

a

a a—1
(9[110 Tl"n]‘Qa—):) lea—1= - T €T e

["ol‘la-ll pl -+ %

a
(SDU,0 rol%a —1) P’ra—D T ka

fo] qa—
(3.5)
a a+lk a x¢1+1 k
(S)[m Tfo]‘la_.lx) Px a+q= T[folqa_x | T-o]K a+1

a b
(S)[poT;o]éa_l") P:b=0 pour b#a—1,a,a+1
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a a—2 a—1

(3.5) ) (@[”0 r°] qa) Pka-—-g-— T["o |‘1a’ TP.O]Ifa_g);

a a—1
Oy, T1y%,) Phams =Dy, T fuy

r] + 94

® ) Bha=Ty% s 1

. .k
oo L1 Teg [ro-19g| | T

a

(QIPOTM qa)Pkb =0, pour b#a—2, a-1,a.

En vertu de cela, nous obtenons de (3.4) les équations

a a-2 a a—1 l ; k
BVBPPT PSa-2P o ® =27 % 0at Toa® 72, _QPS“"’P Higo ko™ Hrg Px
a a—1 a ! ; k
By BY P P sams P = —2Dy, Ty samsy —2 Pso—1 P Hi i iy
0 0P a a a a % 2.s
- P TP x - a
BpoBrquanza Pvpr o Pofo‘Iasa 2T[I‘o-ltiralT"ﬂ] T
(3.6)
a+1 a+l . oY D
% Y _ PR 4 .
—2 T[rol‘la TPo] A 2H[Po|k0| Hrol “x PQa Pia
0 0p a a+l ; ki 7 "y
v T ¢ .
BpoBfqua PS&+1Pv ——2D Tr]q Sa4q — 2H[P ““I Hfo]'qﬂ- P'ga PSa+,
0 op a a+? a+1 n""’z !
v . o« .. .
BPoBfoPQaPsg+’P"PT =2 T["ol‘?al TP0] Sate= 2H[plk' Hr] KP Ps‘”’”

de méme invariables par rapport a la transformation conforme. Elles sont
analogues aux équations de Gauss et de Codazzi de V, de V,.Pour cette
raison nous les appellerons équations conformes de Gauss et Codazzi de
sous-espace V, d’espace rimannien V,, par rapport au champ de ten-

1
seurs Pg .

4. Envisageons maintenant le cas ot le sous-espace V, est une courbe,
c’est-a-dire le cas r=1. Alors, nous nous servons de la dérivation absolue au
lieu de la dérivée covariante. Par example, si nous appliquons au tenseur

(4.1) - Wa= € wal
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appartenant, avec tous ces indices, & l'espace qui est normale au vecteur

unitaire £* de la tangente de la courbe C: y* =y (s), la dérivation absolue,
nous aurons.

8§ —y d— R e 434 _}1—}“ Y T}‘“‘}l“’“z
— Wop= —=W - « .
st“g ds “ﬁ {a r}wpgﬁ {tﬁ Wun +{p.‘t Wap

De 13, en vertu de (4.1), (2.3) et du fait que, par la transformation
conforme, on a

E’G — QWGE“
nous obienons

5 — v
= —=Wof = ——(e wag) ({:t}—fs*é 6+ 8% 6g — gy a¥H uh)w,;éﬁf -

- ([t"'ﬁ} + 8% op + 8} or —arg " ax)wal & +

+ ({;; } + 8 6¢ + 87 oy ~ apr Y2 c;;) wab §
c’est-a-dire:

§ — 8
(4.2) = Wl = i W ol + Qar @) 0y Wif §F +aeg 0P 0y Wyl B +weh §Y 0.

Apres la multiplication de cette relation par E= = e~°E*, nous avons

£ e (= Swdra o wid)

d’on
, - 8
(4’3) EC’. Ev o= wvﬁ b E(I § g’; wvg“*‘ Qar a}i}\ [+ 29} Wp-g Er,
- De la méme maniére
' - 8§ — - 5
3 -§~ Weh = e (€ &wagé- a"™ oy weph)

8
(4.4) Eg. [ Wuw = Eﬁ 1 "; Waw+ g a** 1) Wom& ’
et enfin

= 8§ — 8
Ey ~—-.-S_wa§=x e (Ey 5 w“§+ Waop )

(4‘5) E ev* Wag E §V‘"‘"“Wo‘,§+wag£ 3}1.
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En refranchant les équations (4.3), (4.4), (4.5) de I’équation (4.2) on

obtient

8 — . 0 — = % 8 — == 0
= Y—Ee 8 =gV —E8Y =W V=8V §v =W =
8s Wap! —8a stS Gt 8s e §s

3 8 8 8
= — Wug' — V— Wygl — V— Woy T — 8V v — WegY,
s op € § 5s vB EgE 5s o § EVSS af

ce qui signifie que le tenseur
) 8 8 8 3
S Wl = — wegY — v gl — VW — EV e — Wag¥
Ds B s P %t 5s ® Bt 8s ot 5s °F

est invariable par rapport a la transformation (2.2).
On peut montrer, de la méme maniére, que le tenseur

__Q_W&Bg...ﬁq___iwﬁxﬁx...ﬁq - Ea Eo iwﬁxﬁn...sq
o, 1 s

@s ai“l’---“p as [+ T £ W oa....ap
8 e 8 Bi...8.
- Eo‘r EU -é—;W Ei...a,_lca,_*_l ...fg b EPtEU —a_;wgli. . .tlc.’Bl-f-l. . gg
se transforme, par la transformation (2.2), de telle sorte que
D —pg..p,  wa D ..
EEW at...ag"e &Wai...ag'

a condition que le tenseur
—~—B1. .. (p-q)o
o hi—e Wl
appartient, avec tous ces indices, a4 l’espace qui est normal au vecteur
tangent £ de la courbe C.

Spécialement, le vecteur Wwe =e-ow" étant normal au vecteur de.
1 1

la tangente de la courbe, mais ne coincidant pas avec son vecteur de
premiere courbure, la direction du vecteur

_g.waz __a_wa_ga Ev— wv

Ds 1 gs 1 s 1
est normale fant au vecteur §* qu'au vecteur w*; aussi il est invariable
1

par rapport & la transformation conforme. Puis, en désignant par w* le
2

vecteur unitaire dans la direction du vecteur % w*, on peut montrer que
s 1

Publications de I'lnstitut Mathématique 5
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la direction du vecteur

D o 2 e gag, 2y
Ds 2 8s 2 8s 1
est invariable par rapport & la transformation conforme, et que le vecteur
D 1 2
= w4 kwe = fwe,
Ds 2 1 3
oit
! D D
k)t = Qg |—— we}|{-—wb
® B(S)st )(‘i}sa )’

est normal aux vecteurs E*, we et w<,
1 2

De cette facon nous obtenons les équations conformes de Frenet

1
gw“wfcw“
st 2
D

a—1 a n
T W — kW kw*  (@=2,8,...,k; k=0)
@S a a3 a+i

de la courbe C, par rapport au champ de vecteurs w*, données par
1

K. Yano {2] comme les équations de Frenet de la géométrie concirculaire,
pour le cas

3 ~ 2,8 32.Y
(Im§ y“_;_ 8y8 j&Yay 8 y .
1 o5t 3s s Bt

(Recu le 5 juin 1957)
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