QUELQUES REMARQUES SUR LES HYPERMATRICES

Par
MIRKO STOJAKOVIC (Novi Sad)

Les matrices définies sur un anneau de matrices carrées ont été
considérées par plusieurs auteurs (par exemple — [1], [2]. [3] etc.). On
appelle de telles matrices ,hypermatrices* surtout si I’anneau définissant
des matrices carrées est commutatif. Dans la théorie des matrices on con-
sidere les matrices qui ont été subdivisées d’abord en sousmartices rectan-
gulaires (,partitioned matrices*) et puis traitées dans les opérations matri-
cielles comme si ces sousmatrices étaient les éléments usuels des matrices,
le résultat étant toujours le méme sous certaines conditions restrictives. Ces
considérations ont conduit & définir pour ces matrices aussi les notions
du déterminant, du mineur, de la matrice adjointe etc. Dans (1], [2], on
donne quelques t{héorémes sur ces notions mais dans le théoréme fonda-
mental sur le déterminant d’'une hypermatrice on utilise la notion de la
continuité étrangére a I’algébre. On reprend ici ces questions en donnant
les démonstrations algébriques des théorémes.

A

Dans [3], ®aneeB e Comuucku démontrent le théoréme
suivant:

Soit C une matrice d’ordre mnxmn partagée en n® sousmatrices Ay,
carrées d’ordre mxm, commutatives par rapport 3 la multiplication des
matrices. Soit

B=Y%+ Ay Azi,. .. At (iy, 05y .00 in)=p(1,2,...,n).
Alors, le déterminant de B est égal au déterminant de C.

La démonstration par induction totale suppose la régularité de la
matrice A,;. Pour se débarasser de cette restriction on considére une
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matrice C(A\) qui au lieu de A,; a A;;+XE,, le reste étant le méme, et
on compare les termes constanis de det C (1) et de det B (), odt B(})) est
une certaine fonction de C (), ce qui donne le théoréme méme si
det A;;=0.

Dans (4] ce théoreme est démontré en supposant que les sousmatrices

All . A!k 7
A'&= . e . ]
Aky o Agx

sont régulieres. Par raison de continuité, d’aprés [4], le théoréme est
valable méme si ces matrices A’y ne sont pas régulidres.

B

1%, — Si Q est un anneau de matrices A, B,... d’ordre mxm défi-
nies sur un anneau commutatif R des matrices carrées a, b,... d’ordre
nxn, définies a leur tour sur un corps commutatif K des scalaires
a, B,..., on peut alors considérer @ comme le sousanneau de l'anneau
des matrices carrées d’ordre mnxmn définies sur K. On peut, donc,
définir deux espéces de déterminants d'un élément A de Q, l'une par
rapport & R, 'autre par rapport 2 K. Notons ces deux déterminants par
detg A resp. detx A.

Soit

A=lajl=layl; ,j=1,2,...m; Lk=1,2,...,mn

(=l jyk,p))
Alors,

detg A=+ (ay, a2, *- Qu,),
detx A=3" & (o1, O2i, *** Cnm 1)

detp A étant la somme des éléments de R est lui-méme un élément de R:
detpr A ¢ R.

Le théoréme fondamental peut é&fre énoncé maintenant de la fagon
suivante:

THEOREME 1. delx A =detg (detg A).

Démonstration Daprés [5], il existe une et une seule fonction
9 des €lément d'un anneau A des matrices carrées d’ordre kxk qui
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vérifie les conditions suivantes:
a) YU+X+Y)=¢(U+X)+3(U+Y);
b) S (WV)=3(W)d(V),

pour tout W, V¢ 4 et o

00 -0 R RS
U= | Uzt llaa - lae | X 0-.0 , Y= 0-.-0 ,
| Ugy Ukg - Unk _ _0 -0 _ 0.0 _

U, X, Ye A. Cette fonction est le déterminant: 3 (A)=det (A) pour tout A.
C’est donc d’apres (a), (b) une fonction additive par rapport aux éléments
de la premiére ligne de la matrice A et multiplicative.

Appliquons ce résultat au cas A=Q.

Soient données deux matrices quelconques A, B, de Q, A=[agy},

B={b,], Alors
detg A= 3" ay My,
i=1

ol M, est le complément algébrique de A,,. Par suite, det; A est une fonction
algébrique homogene linéaire des éléments ay; de la premiére ligne (,bande*)
de A. Les éléments de la premiere ligne de la matrice detz A sont les
formes linéaires des éléments de la premitre ligne de A A cause de la
multiplication ,ligne par colonne“ entre a,; et M,,. La fonction detk (det, A)
est elle aussi une fonction linéaire homogeéne des éléments de la premiére
ligne de A (comme fonction linéaire des fonctions linéaires). Il suit que
dety (det; A) vérifie la condition (a), detx A la vérifiant par définition méme.

On a de méme
detgr (AB)=detp A - detg B,
detx (AB)=detx A - detk B,
par la définition et, comme d’aprés ce qui précede
dety (detr (AB))=det, (detr A detg B)=detk (detg A) dety (detg B),

on voit que detx (detgr A) vérifie aussi la condition (b). Une seule fonction
vérifiant ces conditions 4 la fois, on conclut que

detx (detp A)=dety A
pour tout A € Q, CQFD.
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2%, — On peut aisément vérifier directement ce théoréme dans un cas
spécial.

Si p(x,,x,,..,x,) est un polynome 2 coéfficients dans K, et si au
lieu de x,,x,,...,x, on pose dans p(x,, xs,...,X,) les matrices scalaires

[a, 8], [@28), - ., [oxn 8]
on obtient 1a matrice
P (a8, - - o 8).
Pour cette matrice la relation suivante est valable:
dety (p ([0, 8, - . . » [0 Of)) =p" (04, Cg, -+« » @)

Si maintenant B*=[b,]; ij=1,2,...,n est une hypermatrice de Q, R
étant pour le moment Pensemble des matrices scalaires b,;=[8; 8;]; I, k=
=1,2,...,m on aura d’aprés ce qui précéde

*) detxB* =detk (dety B*) =detk (X £biy - ++ bu,)=detm b,
ot 'on a posé

- ‘311 .t ﬁm B
_ Bnl v Bnn —

Si A* est une matrice de Q ,scalaire* par rapport & R, c’est-a-dire
une matrice qui dans la diagonale principale a une méme matrice a
d’ordre m x m, le reste étant égal au zéro, alors, d’aprés le théoréme de
Laplace, d’aprés le théoréme [1] et d’aprés (*)

detx A* B*=dety A* detx B*=dety (detp A*) . dety (dety B*)=detka-det] b

ce qui est le

THEOREME 2. Le déterminant du produit direct (A*B*=)a- xb des
matrices a, b (Egervary, [4], p. 215) est égal au produit detr a-detm b,

3°. — Déduisons a titre d’une comparaison postérieure encore le
théoréme sur la matrice adjointe de A ¢ Q. Dans ce cas on peut encore
distinguer deux espéces de matrices adjointes de A, l'une par rapport 2
R, l'autre par rapport 3 K. Nous désignerons ces deux matrices par adjp A
resp. adjx A Il faut aussi noter que adjgz A ¢ Q, tandis que pour adjx A
on ne peut rien dire sur I'appartenance a Q. :
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On sait que d’aprés la propriété fondamentale de la matrice adjointe
A adjr A=[(detg A) Yil,
A adjx A = [(detk A) 8]
detp A - adjx (detg A) = [detk (detr A) §]],

ol
~0..0"
.- pour I==k,
v 0--0_
“Iri1..0”
pour [ = k,
_0--1_

ka"'lv2!-' y M, Y;ce R’

r {0 pour r=ks,
ﬁs’““{
1 pour r=s; r,s=12,..,mn.

On a par suite
A adjx A =[(detk A) B;] = [det (detr A) B5]=

= [[detk (detg A) 8]] Yi] = [detg A - adjx (et A) yi]=
=[det A yi] [adj« (detg A) yi]=
=A {adjr A - [adjx (detg A) Y]}

d’ott le

THEOREME 3. (Egervary [4], p. 215)
adjx A —adj A - [adjx (detr A) Y4].

4%, — Soit
Emn=[eu]
Ia matrice d’ordre mnXmn dont les éléments g, vérifient la condition
Sl m+k, | = {O pout k#:l ,
1 pour k=j; i=12,..,n;, j=1,2...., m.

Cette matrice est orthogonale

Eim==1



38 Mirko Stojakovié

c’est-a-dire
Emn == E—mt .
Soit maintenant
D¥*=[dy]

une hypermatrice de Q dont les éléments d;; ¢ R sont les matrices dia-
gonales

_pg}) 0 ) O B
dym| O 0P..0
0 . P
On peut aisément prouver que dans ce cas
“d 0 ..0 7
R D Eg=p=| 0 )
_0 . . dm
ot
o .. ofd
di=
o . ol

D’aprés le théoréme de Laplace
det D*=det (Eqn D* E,n)=det d, detd, ... det d,,
ce qui se réduit au résultat mentionné plus haut

det B¥=detm b
lorsque
dy=dym= .. =d,=b.

Par exemple

"1 0007 6 02959 02 710007 ol e 0 07
get|| 00 1 OJ) O PO FR | 99N ON e A OO
0100| ¢§0 20 10100 0 0¢® ¢3)

2
PYE: Pizz)
e PR

P ey .
psy o
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On peut donc déduire le théoréme 2 sur le déterminant d’un produit direct
des matrices sans recours a l'intermédiaire de dety.

Cc

Nous terminons ces considérations par quelques conclusions sur
I'accomodation du calcul formel matriciel aux besoins de la théorie pré-
cédente. ’

1% — L’exemple d’une telle accomodation déja connue est la régle
d’aprés laquelle on écrit

Cyg * * &yn
o « . .
L“ni © t %pn |
au lieu de
o 0 . 0 au A ml,,
Qa-. -0
|—0 0 . ﬂ_’ I Gy Cop

ce qui est permis & cause de l'isomorphisme entre le corps k={a} des
scalaires « et le corps K, ={[«]} des matrices ,scalaires”

a0 .0
=] 020
00 .

l

d’'un méme ordre m X m. Désignons cet isomorphisme par
| 0. . 0_
OQa . -0

... =imae>a (,image matricielle de «*)

00: - a,
Nous pouvons appliquer ce passage de corps K au corps K, aussi dans
le cas d’une matrice quelconque

01 * " &p

=[ag,]

_Qng * Xy

définie sur K et désigner la matrice [ima;] par im [«;]. Par un tel passage
I’anneau R, des matrices d’ordre nxn devient I'anneau R,, des matrices
d’ordre mnxmn isomorphe 2 R,. On peut généraliser ce procédé de
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construction des anneaux isomorphes A R, et passer par exemple de la
matrice a € R, 2 la matrice ,diagonale®

a0+ -0
Ga. -0

* & s &

_00. -a

ce qui conduit 2 I'anneau R*,, isomorphe a2 R, donc aussi & R, etc.

2%, — Revenons maintenant au cas le plus général des matrices
rectangulaires définies sur un corps K des scalaires.

Définition 1. (la loi de conformité multiplicative).

Soient A et B deux matrices d’ordre rxk et Ixs respectivement,
définies sur un méme corps K des scalaires. Nous dirons que ces deux
matrices vérifient la loi de conformité multiplicative si 'on a

d (k, I) = min (&, 1),

c’est-a-dire si le plus grand commun diviseur de k et I/ est 'un des nom-
bres k,I. Si k=[ on a la loi de conformité multiplicative habituelle.

La loi de conformité additive restant comme d’habitude, nous pouvons
énoncer le théoréme bien connu: Les matrices carrées d’'un méme ordre
sonf les seules qui vérifient a la fois les deux lois de conformité men-
tionnées. ‘

Définition 2.

Si A et B sont deux matrices, d’ordre rXk, I'Xs respectivement, qui
vérifient la loi de conformité multiplicative, on obtiendra le produit AB
de ces deux matrices en procédant de la manidre suivante: si min (%, /)=
=k (resp.=1) on partage les lignes (resp. les colonnes) de la matrice
B (resp. A) dans leur ordre naturel de fagon A obtenir /: k (resp. k:[)-
sousmatrices d’ordre kX s (resp. rXs) et on effectue ensuite la composition
»ligne par colonne“ de chacune de ces sousmatrices de gauche (resp. de
droite) avec A (resp. B).

Si k=1 on a le produit usuel de deux matrices A, B. Si r=k=1 la
matrice A se réduit au scalaire a et 'on a le produit d’'une matrice B
par le scalaire a. De méme pour /=~s=1. Dans le cas général on opére
donc d’aprés cette définition comme si 'on était toujours dans ce cas
spécial: On considére la matrice correspondante (B ou A) comme ,sca-
laire“, on partage lautre matrice (A ou B) en sousmatrices ,coscalaires®
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(c’est-a-dire selon la loi de conformité habituelle oit le nombre des lignes
du premier facteur est égal au nombre des colonnes du second) et on

multiplie du co6té correspondant chacune de ces sousmatrices par ce
scalaire.

On peut aisément vérifier le

THEOREME 4. Si les matrices A, B, C vérifient la loi de conformité
additive ou la loi de conformité multipicative-selon le cas, on aura toujours

(A+B)C=AC+BC,
A(B+C)=AB+AC,
A (BC) = (AB)C.
Les opérations d’addition et de la multiplication définies ici vérifient
donc encore les lois de I'association et de la distribution.

D’apés ces définitions on peut écrire les matrices d’ordre différent
I'une auprés de l'autre dans un méme produit dés que la loi de confor-
mité multiplicative est vérifiée.

3% — A titre d’exemple considérons de nouveau les anneaux menti-
onnés R,, Ru., Rms. On a avec la nouvelle notation
Emna Emp = ima Epp,
pour tout a € R,. Ceci donne
a. Xb=aimb
et, & cause de
Emp@imb Emp = Emp @ Ennimb Epy = ima - b=ax - b,

on obtient tout 2 fait aisément la relation entre le produit direct gauche
et le produit direct droit de deux matrices a, 6.

La démonstration du théoréme 3 (p. 6) est maintenant trés simple:
A adjg A = detg I, = dety (detg A) Inp =
= detR A ade (detR A) Inn = A (ade A ade (detR A) lmn)'

Ce sont des simplifications qui justifient Pintroduction de notre défi-
nition 2 de la multiplication des matrices.

(Regu le 22 février 1957)
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