ABBILDUNG GEWISSER OPERATIONEN DURCH DIE
ZWEIDIMENSIONALE LAPLACE-TRANSFORMATION

von

BOGOLJUB STANKOVIC (Novi Sad)

ZUSAMMENFASSUNG — Es wird gezelgt welche Fuunktionalbeziehung
zwischen den Funktionen f({x,y) und g (x,y} bestehen muss, wenn dle, diesen
Funktionen durch die zweidimensionale Laplace-Transformation zugeordneten,

P (-1— —l—) lauten.

Funktionen ¢ (u, v) bzw. ,
v uP

up vp

Die eindimensionale Laplace-Transformation wird heute sehr hiufig
zur Losung verschiedener mathematischer Probleme verwendet. Dagegen
ist die zweidimensionale Laplace-Transformation nur in letzten Jahren
zur Geltung gekommen, besonders seit dem Erscheinen der Abhandlung:
D. Voelker und G. Doetsch — ,Die zweidimensionale Laplace-
Transformation“ [4]. Im Vorwort zu diesem Buch haben die Verfasser
bemerkt, dass es bei der zweidimensionalen Laplace-Transformation haupt-
sdchlich darauf ankommt, zu gewissen allgemeinen an einer Funktion
ausgefiihrten Operationen die entsprechenden Operationen an der zugeord-
neten Funktion ausfindig zu machen. Die Sitze, die hier bewiesen werden,
sind von eben solcher Art und koénnen sehr vorteilhaft verwendet werden,
wenn zu einer gegebenen ,Bildfunktion* die ,Originalfunktion“ gesucht
wird. Die hier erhaltenen Ergebnisse sind Verallgemeinerungen von denje-
nigen die ich in (2) und (3) gefunden habe.

Zuerst geben wir die Bezeichnungen und schicken einige Bemerkun-
gen voraus,
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1. Die Grundlage dieser Arbeit bildet die Funktion

) 2k

v = T DT ard)

die von E. M. Wright fiir v>0 [5] und fir -1 <2 <0 [6], defi-
niert worden ist. Einige Eigenschaften dieser Funktion, besonders solche,
die sich auf ihre Integrale beziehen, sind in [2] angegeben. Bei dieser
Funktion wird immer der erste Parameter mit p oder g und der zweite
mit v oder p bezeichnet, wobei im Folgenden vorausgesetzt wird: entweder
>0 (p>0) und p>0 (B>0), oder —1<v<O0(—1<p<0) und
p (B) beliebig.

Ausserdem bezeichnen wir die Funktion & (p, v; — 2¥) kurz mit ®(—2*);
ebenso statt & (B, p; —2°) schreiben wir & (—zP).

2. Das endliche Rechteck u,<u<u,, v,<v<v, werden wir mit
D (uy, u,; vy, v;) bezeichnen, wobei die Zahlen u,,u,, v,,v, positiv sein
sollen. Fiir das Rechteck D (0, 00;0, 00) schreiben wir kurz R+2,

3. Das uneigentliche Doppelintegral definieren wir mit D. Voelker
und G. Doetsch (4) in folgender Weise:

Xy
ffé(x,y)dxdy=lim ffé(x,y)dxdy,
X, V9>
R+2 o0

was mit

fé(x,y)dxdy=lim ffé(x,y) dx dy
R+ e Pn

dquivalent ist. Dabei werden mit P, diejenigen Rechtecke D (0, u,;O0, v,)
bezeichnet, welche die Eigenschait besiizen, dass man zu jedem gegebenen
Quadrat Q aus dem ersten Quadranten eine Zahl n, finden kann so dass
Q C P, fiir alle n=n, wird.

4, Es sei h(§ n;x,y) im Bereich Q: (=%, n=n,; x=0, y=0
gegeben und das Integral

Ij‘;fh(ﬁ,n;x.y)dxdy
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konvergent. Es bestehe noch die Beziehung
HiEGnxn)<h@Gnxy) SH G nx)p)

fiir alle Punkte des Bereiches Q; wobei H; (§,n; x,y), H,;(x,y)=1lim H,(§n;x,y),
N

(i=1, 2) im Quadranten R*? integrierbar sind und die Beziehung

lim fng(E,n;x,y)dxdy=ffH:(x,y)dxdy
§1Q‘*°R+z Rz

befriedigen.

Dann nennen wir die Funktionen H, (g, n;x,y), die Beschrinkungs-
funktionen ~hinsichtlich der Vertauschung von Operationen Limes und
Integration.

SATZ 1. 1. Die Funktion f(x,y) sei in allen Punkten von R** stetig;

2. Das Integral

f f e=ux=% f (x, y) dx dy=9 (1, v)
R+

soll fir alle Punkte (u,v) des Rechtecks D (u,, u,; vy, v,) konvergieren;

3. Die Funktion e—ux—% g(x,y; §,,n,) die durch das Integral
§ np
e~Bx= g(x,y; By np) =€~ f f P (—tx*) xP=1 D (—p.yP) yP—! f(§,n) d dn
o 0

definiert ist, soll flir alle {u,v) des Rechtecks D(u'({", u'l/"; v’({P, v’l/P) ifire

Beschrdnkungsfunktionen hinsichtlich der Vertauschung von Operationen Limes
und Integration besifzen.

Dann besteht zwischen der Funktion y (u,v), die durch das Integraf

¥ (1, v)= f f e—ux=2 g (x, y; 00, 00) dx dy
R+
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definiert ist, und der Funktion ¢ (u,v) die Beziehung

rwo- 2 oL 1)

urob C\w o 9P

fiir alle (u,v) des Bereiches D (ul‘{", u'l/"; v’ép, v’l/f’).

BEMERKUNG: Dieser Satz bleibt auch dann giiltig, wenn die Funktion
f(x, y) endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt, in welchen sie absolut
integrierbar ist.

Zuerst beweisen wir zwei Hilfssidtze:

HILFSSATZ 1. Es sei

J[ e @ (~kx) x+t & (=nye) yr-tdx dy= L8 LT
u v
R+3

und ausserdem soll dieses Integral absolut und gleichmdssig fiir alle (§, n)
des Bereiches D (0, &,; 0, n,) konvergieren.

Beweis des Hilfssatzes. Wir beweisen zuerst, dass die Integrale

[ -]
fe‘“x @ (—§x¥) xP— dx, fe"‘x b (—ny°) yp—1dy
0 0

im angegebenen Bereich absolut und gleichmissig konvergieren. Da diese
beiden Integrale ihrer &dusseren Form nach gleich sind, geniigt es die
Behauptung nur flir eines zut beweisen. Betrachten wir deshalb das Integral

fe-ux ® (—E x¥) xt=1 dx o))
0

wobei 0 <E<E, ist. Auf Grund der Tatsache dass @ (p,v; —& x¥) eine

1
stetige Funktion fiir alle x=>0 ist und dass & (p,7; _gr)=0(eax ,('”))
ist, muss das Integral (2) fiir 0 <E<§¥, und fiir jedes u >0 absolut und
gleichmissig konvergieren.

Nun kdonnen wir behaupten, dass das Integral (1) summierbar (inte-
grierbar im Lebesgueschen Sinne) ist und dass es durch iterierte Integrale
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ausgedriickt werden kann (Satz von Fubini), so dass

[[ o= o () x21 @ (—ny) yr-t dx ay=
1) 3

-

.=f e-ux @ (—k xv) x#—1 dxf e~ ¢ (—nyP) ys—! dyz _1__ e—E lp =n/vP
v
0

ist, was die Behauptung des Hilfssatzes 1 war.

HILFSSATZ Il. Die Funktionen T, (x,y) besilzen Beschrinkungsfunktionen
hinsichtlich der Vertauschung von Operationen Limes und Integration, und
sollen alle wie auch ihr Grenzwert T (x,y)=lim T, (x,y) in R*? integrierbar

n-po

sein, dann gilt

hm ffT,,(x,y)dxdy =ff T(x,y)dxdy.

Der Beweis dieses Hilfssalzes ist eine triviale Verallgemeinerung
eines bekannten Satzes fiir die Funktionen einer Verdnderlichen ({1], S
295—297).

Beweis des Satzes I. — In diesem Beweis werden wir den Bereich
D (0,§,; O,n,) kurz mit D bezeichnen.

Die Funktion f(x,y) haben wir stetig vorausgesetzt und im Hilfs-
satz | bewiesen, dass das Integral (1) in D gleichmissig konvergiert, so
dass wir jetzt schreiben konnen:

fff(&,q)dgdqff eux—% @ (—Ex¥) xP1 & (—nyP) yP~1 dx dy =
R*2 4)

- f f e—ux—oy dx dy f f ® (—Ex) P @ (—nyP) yp=1 f(§,n) dE d.
R¥2 D

Der Grenzwert des Ausdruckes auf der linken Seite dieser Bezie-
hung, wenn &, n,»oo, unter der Beriicksichtigung der Beziehung (1) und
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der Voraussetzung 2. unseres Satzes, ergibt
fff(i.n)dﬁdn ffe—"x-"yqb(—exv)xv—l ® (—nyP) yp—! dx dy =
R+2 R+2
1 1 1 1
- e 51 —/vP (& 0YdEdn = (_’_)
e y fEn) dEdn = ——o( -~

fiir alle (u, v) des Bereiches D (u'f¥, u'], o'lP, '/P).

Der Grenzwert, des Integrals auf der rechten Seite von (4) seiner-
seits, wenn §,, n,2oco bzw. wenn P, similiche erwihnten Rechtecke
durchlduft, unter der Beriicksichtigung des Hilfssatzes II und der Voraus-
setzung 3. unseres Satzes, ergibt

ny»omw

lim ffe-ux—"ydx dy ff¢>(—5x“) xt=1 @ (—nyP) y#-1 f(g,n) d§ dn=
R¥s Pn

= [[er=axay [[o(=Ex) 2=t @ (=nyf) yp=t () dE dn= (w,0).
R+ R¥

Also im Grenzfall lautet die Beziehung (4)
1 1 1
(P(_’ )=Y(u,v),

ut oP uw  of

was zu beweisen war.
Auf genau dieselbe Weise kann man auch den folgenden Satz beweisen:

SATZ 11. 1. Die Funktion f(x,y) sei in allen Punkten von R*? stetig;

2. Das Integral

[[e=» i@y asay=v (o)
Rz

soll fiir alle Punkte (u,v) des Rechtecks D (u,, uy; vy, 9,) konvergieren;



Abblldung gewisser Operationen durch die zweldimensionale Laplace-Transformation 7

3. Die Funktionen e="x=% g, (x,y; &), e~"*~% g,(x,y; n,), die durch
die Integrale
&
e g (3, y; B =e~wr [ b (—bx0) 01 f(5, ) dE
0

Ry
e=ux=% gy (X, y; ne)=eTvx% f ® (—n°) y*~! f(x,n) dn
V]

definiert sind, besitzen Beschrinkungsfunktionen hinsichtlich der Vertauschung

von Operationen Limes und Integration fir alle (u,v) des Rechtecks
D', ul"; vy, vy), bzw. D (s, 1,5 0L, 0'[P).

Dann bestehen zwischen den Funktionen, v, (u,v) (i=1,2), die durch
die Integrale:

Yi(u,v)= f f eTux=% g, (x, y; 00) dx dy,
R¥3

definiert sind und der Funktion ¢ (u,v) die Beziehung

1 1 1 1
Y1 (":7))2;;;‘?(;’7’): Y (4, v)= ;;‘P(": ;5)

tiir alle (u, v) des Bereiches D (¢, u'[*; v,,v,) bzw. D (t, 135 v, 9'[°) .

Um diese Sitze mit dem entsprechenden bekannten Sitzen verglei-
chen zu kounnen, fithren wir hier zwei Beziehungen an, welche zwischen
den Funktionen von E. M. Wright und den wohlbekannten Funktionen
bestehen.

Es ist so
2

1
2\/;{)—(5 e G=x"to (O"_1/2;"xalh)r

oF,,.(—L,E,...,ﬂzl—,l; ___z__)=¢>(1, m; —z), m@&N;
m’ m m mm

°Fm(Bth-'-,ﬁm; 2):: i 1 i"_
031, k) vv (Bay k) kI
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die Funktion der verallgemeinerten hypergeometrischen Reihe, wo
(B, k)=T (B+£)/T (B)-

Betrachten wir die umfangreichsten Tafeln fiir die zweidimensionale
Laplace-Transformation [4], dann sehen wir, dass eine Reihe von dies-
beziiglichen Formeln nur Spezialfdlle unserer Sitzen sind (vgl. (4) S. 187,
n® 51, S. 184).

(Eingegangen am 15. Febraur 1957)
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