QUELQUES PROPRIETES DE LA NORME
DANS LES ALGEBRES DE BANACH

Par
IVAN VIDAV (Ljubljana)

Soit B une algébre de Banach complexe contenant I'élément unité 1.
Il résulte des propriétés bien connues de la norme que f(§) = |1+ & 4|,
a € B, est une fonction convexe du parametre réel §. Par suite, cette
fontcion f(§) a partout une dérivée a droite et une dérivée 3 gauche. Il
existe donc deux mombres réels g, A tels que

[1+8al=14+kE+0(€), [[1—-Fall=1-2E+0(§)

lorsque £+ 0, £ >0, le rapport o (§)/f tendant vers zéro avec §-0. Si
k = A, la fonction f(§) admet une dérivée unique pour £=0. Nous ver-
rons plus loin que P'algébre B se réduit aux scalaires, si, quel que soit
a € B, la norme |1+ al| est dérivable au point £ = 0.

Considérons maintenant ’ensemble H de tous les éléments u € B
qui vérifient la condition suivante:

(H) Le nombre E étant réel, on a pour £+0

I1+itul|=140(), i=V=1.

Tous les éléments «-1, o réel, appartieanent évidemment & H.
Lorsque B est l'algébre de tous les opérateurs linéaires bornés d’un espace
hilbertien, alors l’ensemble H conti-nt un opérateur A si et seulement si
A est autoadjoint.

Nous allons tyut d’abord établir quelques propriétés de cet ensemble H.
THEOREME 1. Soient u,v € H et { un nombre réel. Alors

(1) Ona ||€¥|| =1 et ||ae®™]| =] a|| quel que soit a € B.

(2) ) Eu€H, (i) u+v€H, (iii) i(uv—vu)€H.
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(3) L’ensemble H est fermé: H = H.

(4) On na u+iv =0, u,v €& H, que lorsque u=v=0.

(5) u#0 impliqgue lim || u™||!* >0, n-oo.

(6) Il existe deux nombres réels x,\ tels que, pour £>0, on ait

| eft||=eE et |e~Eu| = P ®

Démonstration. — (1) Posons g (E)=log|/e®|, ou E est une
variable réelle. La fonciion ¢ (&) est sousadditive dans I'intervalle (— oo, o0).
Comme u € H, on en déduit

¢ (0)=1im & _ im lim 10811 +I8ul_ o
£»0 & oo g £E-0 4

log | efull_

Donc (cf. [1], p. 144), ¢ (&) =0, d’oit || |—=1. D’autre part, on a
lae | < Jlallll®=|fali, [lali=|lae™ . ™5 <|lae"].

Par suite, || ae® ||=| a||.

(2), (i) La relation ||1+itu]] =1+o0 (1) implique la relation ||14irEu||
=1+0()), quel que soit £ réel. Donc, d’'aprés la définition de P'ensemble
H, Ea € H.

(i) Soient u,v € H. On a, d’aprés (1),
efee e | el =1.

Il en résulte || 14+i&(utv)||=14+0(E?), si £+0. Donc, u+v € H.

(iii) De méme on obtient

HeiEu otV e—it;u e~i§vll=1 et H eiEv ei&u e—iEv e—iguuzl,
d’on ,

[1—g2(uv—vu [|=1-+0 () et ||[14+E8(uv—va)||=1+40 (&)
Par conséquent, ||1+E(uv—vu)|=1+o0(§), donc i(uv—vu) € H.

(3) Supposons que u appartient;a H (adhérence de H). Alors il
existe, pour tout € >0, un v € H tel que ||u—v]| <e. On aura donc

M+igul| K 1+1Evl+Eu—v][<1+26€5 {[1—-ifuf>1-2¢8,

si le nombre £E>>0 est assez petit. Il en résulte que u € H.

*) Les nombres « el A dépendent, bien entendu, de u.
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(4) Considérons la fonction f(L)=e%, oft {=E+in est une variable
complexe. Si l'on a u-+iv=0 avec u,v € H, on en déduit, en utilisant (1),

7 Q) I1=1l e®Fa = || &5 | = [l BV =1.

Par suite, d’aprés le théoréme généralisé de Liouville, la fonction f(t) se
réduit 2 une constante: f(¢)=1. On en conclut que u=v=0.
(6) Soit u€ H. La fonction ¢ (£)=1log| e54]| est continue est sousad-
ditive pour £>0. Il existe donc x= lim ¢ (§)/ = inf ¢ (§)/8. Par suite,
E+oo ED>O

o (§) =«E et || e8| = e pour £ > 0. Considérons maintenant la fonction
f () =ebtlu—x), L=E+in, dans le demi-plan £ > 0. Comme on a ||f(in)| =1
etgiim IfE) ¢ 5| =0 quel que soit £ >0, on en déduit, d’aprés un

théoréme généralisé de P6lya ef Szego([2], p 147), que trE <1 par-
tout dans le demi-plan § > 0. II en résulte Hm"]|<e’% Donc, en tenant
compte de Iinégalité || 8 || = <%, on conclut que |5 ||=e*E pour tout §
positif. On établit de méme facon I'existence d’un nombre X tel que I'on
ait |[e || = ¢ 2§ pour £ > 0.

(5) On voit aisément que la relation lim Jun]|*n=0 implique x L0,

-y
» >0, les nombres x et N ayant la méme signification comme ci-dessus.
Il en résulte || e8| = ||8}| < 1. Donc, d’aprés le théoréme de Liouville,

ef=1, d'olt u=0.

En particulier, si um=0, on en déduit lim [un||?/"==0, par suite u=0.
o0
Aucun élément de H n’est donc nilpotent.

THEOREME 11. Soit B une algébre de Banach jouissant de la propriété
suivante: Pour tfout a € B il existe un facteur e'* (a réel) tel que la norme
W1+Eelxal| admette une dérivée unique pour §=0. Alors deux cas peuvent
se présenter:

(a) B se réduit aux scalaires;

(b) Tout élément x €B est de la forme x=Lu+ Cv, Ly, Ly élant
deux nombres complexes. Les éléments u et v vérifient les relations u+v=1,
ul=u. La norme dans B est déterminée par

x| =1t u+ Lav|l=max (|4 ],]%])

Démonstration. — Si nous désignons par x la dérivée de
l|1+Ee™ o || au point E=0, nous pouvons écrire ||[1+Eelx afj=14x5+0 (&)
Il sensuit que ||1+E(®a—x)||=1+0(E). Par conséquent, i(e*a—x)
appartient 2 I'ensemble H: ¢/*a—x=iw avec un w € H. Donc
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a=wsina+xcosa+i(wcosa-xsina). (1)

Tout élément a € B est donc de la forme a = u+iv avec u,v € H. Si I’en-
semble H ne contient que les scalaires réels, alors B se réduit aux scalaires
complexes, C'est le cas (a).

Supposons maintenant que H contient deux éléments u et v, différents
de scalaires. Si l'on pose a=u-iv, il existe, d’aprés I'équation (1), un
w € H tel que

u=wsina+xcosa, V=WwCcC0Sa-KSina,

On obtient de la: ucosa-vsina=x. Puisque sina#0, on a v=
= u cot a — x/sin o. Nous avons ainsi démontré ceci: Tout x € B est de la
forme x =g, u+5%; (4,5, étant des nombres complexes). Il s’ensuit que
Palgébre B est commutative.

En particulier, on aura
¥ =putv. (2)
En remplagant « par o u+r, avec les nombres o, convenablement choisis,
on peut réduire (2) a2 'une des deux équations suivantes
(i) u*=uy, (i) u®=0.

Or, le deuxiéme cas ne peut se présenter: En effet, soit u*=0 et

u=p+iq, p,q € H. Considérons maintenant la fonction €5 = 14-{,u. Comme
pg = qp, on a, d’aprés le théoréme I (1),

€% [} = || 8 || =[[1+Eu].

I en résulte que les nombres x et A du théoreme [ (6) se réduisent 2
zéro: k = A = 0. Par conséquent, ||1+tu| =1, d’ott 'on tire u=0.

Soit maintenant u% = u®. Dans ce cas on a €5 = | — u+e5u. Montrons
d’'abord que u € H. Soit donc u =p+iq, p,q € H. 1l s’ensuit

[ 1-uteSul=| &)= 75|

Le membre & gauche étant borné pour § réel, on conclut comme la-haut
que g = 0. Donc, u € H. D’autre part, on a (I (6)).

I1-u+eébu|=]|je | =e pour £>0,
d’ot1
(1= u)eE+ul| = oD,

*) On suppose que u#%0 et u#l.
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En_ faisant tendre & + co on obtient immédiatement x=1 et [|ujl=1. On
démontre de méme facon que |[1-u+e Sulj=1 pour E>0. Comme
€5 = || e, il en résulte

l1-u+eSul=e pour E>0 et |[1-u+édul=1 pour E<O. (3)

Si 'on pose 1 —u=v, on aura v*=v, uv=0, u+v=1. Tout élé-
ment x € B est donc combinaison linéaire de u et v: x =L u+gv. 1
s’ensuit de (3) que |[u+¢v|=max(l,|%}). Donc

HXH= max (*Bll:lgﬂ)’

ce qui achéve la démonstration du théoréme Il

COROLLAIRE I. Si B est une algébre de Banach contenant I'élément
unité et si B est en méme temps un espace hilbertien, alors B se réduit aux
scalaires. '

Si B est un espace hilbertien, la norme dans B vérifie la relation
[ x+yIP+ [l x=y | =2}x|?+ 2|y |
On en déduit
[1+Ex|?+[[1-Ex|*=2+28|x|?* Ercel (4)

Comme nous avons mentionné plus haut, i1 existe deux nombres x,
tels que ||[14+Ex|l=1+xE+o0(E) et |[1-Ex|=1-XNE+o0(§, lorsque
€50, E>0. En substituant ces deux expressions dans (4) on obtient
k¥ = A. La norme ||1+E x||, considérée comme fonction de §, admet donc
une dérivée unique pour tout x € B. D’aprés le théoreme [, B se réduit
ou bien aux scalaires ou bien a l'algébre x =Y, u+{, v. Mais ici le deux-
ieme cas ne peut se présenter, car la norme [[14+Ex|=max (|14+EL,],
[14-E¢,|) n'est pas toujours dérivable au point £ = 0.

COROLLAIRE 1I. Si, quel que soit a € B, on a |[14+Ea|-||1-Eal =
14+0(), & +0, alors B se reduit aux scalaires.

En effet, la relation |1+E&al-||1-Eal=1+01E) implique que la
norme ||[1+§a| est dérivable au point £ = 0. La démonstration s’achéve
donc comme dans le corollaire [

Le corollaire II est une généralisation du théoréme bien connu de
Mazur, Supposons, en effet, que ||ab | =] al|-|| | quels que soient a, b € B.
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On en déduit immédiatement ||1+Ea]-||1—Eall=]1-8a*||=1+0(®),
si E+0. La condition du corollaire Il est donc remplie. Cette condition
est aussi remplie, si B vérifie la relation ||ab|| =]la| || #] dans un voisi-
nage quelconque de I'élément unité.

(Recu le 23 mai 1956)
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