EIN VERFAHREN ZUR NUMERISCHEN LOSUNG DER
RANDWERTAUFGABEN VOM ELLIPTISCHEN TYPUS

von
NIKOLA HAIDIN (Beograd)

ZUSAMMENFASSUNG. — Das hier dargelegte Verfahren besteht im
Grunde in der Zuriickfiihrung der betrachteten Randwertaufgabe auf ein Sys-
tem von lntegralgleichungen und in der Ersetzung dieses durch ein System

von linearen algebraischen Gleichungen. Die gesuchte Losung wird dann mit
Hilfe von Matrizenrechnung gefunden.

1. Einfiihrung. Bezeichnen wir mit S das endliche und abgeschlos-
sene Gebiet der x, y-Ebene, welches mit einer stiickweise glatten Rand-
kurve L begrenzt ist. Einfachheitshalber, werden wir voraussetzen dass
die Geraden, die parallel den Koordinatenachsen laufen, den Rand L
hochstens in zwei Punkten schneiden.

Bezeichnen wir mit ABCD
(Abb. 1) das kleinste Rechteck, L Z K Ime Im

A Y
welches das Gebiet S enthilt L~ N\
. R/ et
und dessen den Koordinaten- 4 /'
achsen parallele Seiten durch die % /
Gleichungen % > /
x=a; x=b; y S @) A
1
y=¢ y=4d P //L
G4
bestimmt sind. Die Strecke AD — .
teilen wir durch Punkte x,, x,, B

... xp, und die Strecke AB durch.

Abb, 1
Punkte yq, yg ..+ 5 Un-

F (x, y) sei eine im Gebiet S + L definierte sonst beliebige Funktion,
die in den Restteilen des Rechtecks ABCD iiberall gleich Null ist.
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Indem wir, nun,

F(xrm )’n) = Frn
setzen, konnen wir die Werte der Funktion F(x,y), in den Knotenpunkten,
des Netzes, in der Form einer MN — Matrix angeben:

Fll th L Y FjN
Fyy Fo ... Fon
[ Fn || =
FMl FMz o s e FMN
Setzen wir ferner
Fiy Fy, Fy F*
F2v sz Fz Fa*
F, = F,* = = F* =
Fmv || Fon i, Fnl» Fu*|.

Wie ersichtlich, hat der Spaltenvektor F* die Zeilen der Matrix | Fpn|
als Elemente, wihrend der Spaltenvektor F ihre Spalten als Elemente besitzt.
Zuerst zeigen wir, dass es eine quadratische Matrix T von der
Ordnung M . N gibt, deren Elemente gleich 1 und Null sind, die folgende
Eigenschaft besitzt
TF*=F.»

Bezeichnen wir mit T;; die MN — Matrix, deren Elemenie gleich Null
sind, mit Ausnahme von demjenigen Element, welches sich im Schnitt-
punkt der i—ten Spalte und der j—ten Reihe befindet und gleich 1 sein
soll. Dann haben wir

i N 1 1
00...0...0 F,, 0
00...0...0 Fus 0
. e . . . j
L : == !
TUF" i . Fui
M|00...0...0 Fon 0|,
N M

D Auf diese Transformation, die in den spi#teren Ausfiihrungen gebraucht wird hat
mich R. Bojanié¢ aufmerksam gemacht, wofiir ich ihm meinen Dank ausspreche.
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demnach
0 Fyn 0 Fyn
0
Tn1F1*+Tn2' F2*+u- +TnMFM*= . + . +...+ . = . =Fn.
0 0 Fain Fpn
Setzen wir T =|Ty|. Dann ist, auf Grund der vorherigen Formel,
| Tia Tia o oo Tum F* F,
Té1 To o o« Tom Fg* Fz
TF* = = =F,
Trni Tra e o - Tam Fu* Fn

was zu beweisen war. Es ist leicht einzusehen, dass die T — Matrix orto-
gonal, d. h. dass T-1 =T ist.

2. Numerische Losung. — Es sei die Randwertaufgabe
P 92 P

d x2 +a—y{+h(x,}')¢=—f(x,y), (xy) €S,
¢ =0, (x,y) €L M
gegeben. Setzen wir
' o 2P
ax2=_p(x!y); c)y’ =_Q(x,}’), (2)
dann haben wir, nach (1),
p(xy) +q(x,y) - h(xy)®(x,y)={(x,y) )

Es sei a(x, E, y,) die Greensche Funktion der Randwertaufgabe
u"=0, (x,yn) €S,
u=0, (x,y,)€eL,
und b (x,, y, n) die Greensche Funktion der Randwertaufgabe
V=0, (xm))€S,
v=0, (xm,y)€L.
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In den Teilen des Rechtecks, welche dem Gebiet S nicht angehoren, seien
beide diese Funktionen gleich Null. Dann folgt aus (2)
b

P (x,yn) = fa(x, & yn) p (E ya) dE,

a

4)

d
<1>(x,,,,y)=[b(xm,y,mq(xm,n)dn.

Bezeichnen wir jetzt mit {«x} und {B,} die Konstanten, die von der
numerischen Integration abhingen und ersetzen wir die Gleichungen (4)
durch die Gleichungen

M

@ (x,yn) = > a (%, &, ¥n) P Gy o) aps
k=1
n=12...,N,

N
q)(x«n’)’) = 2 b (X, ynv) q(xm) ) By,
y=1
m=1,2,...,M.

Die Punkte {§,} und {n,} konnen mit Punkten {x,} und {y,} zusammen-
fallen, aber dass ist nicht notwendig. Setzen wir in der ersten Gleichung
Xm, m=1,2,3... M, statt x, und in der zweilen y,, n=1,2,38...N, statt
y, so erhalten wir

M
vy (xm’ yn) = 21 a (xm: 5}1, yn)p (E}l: Ym) .y
P=

~
q)(xm’ yn) = 2 b (Xm, VYns q;') q (xm: x'I\‘) Bv-
v=1
Wenn noch

a(xmEp» Yn) = Gmpn, P Eny yn) = 17}*" ’

b (xm’ Yas x]v) =fhmnv y @ (Xm, Qv) = ‘—]-mvr
gesetzt wird, kann das obige System wie folgt geschrieben werden

M
¢mn=}§lamp,,pp,nap, m=l,2...M;
- (5)
N —
Doy = menv(]mva n=12...N.
y=1
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Wenn a, — | a;jn| eine MM — Matrix, b,, = || b;j| eine NN~ Matrix, wihrend
a und B Diagonalmatrizen sind, deren Elemente a,, v =1,2, ..M bzw.
B,, v=1,2...N sind, dann haben wir

Qiin Gygn - -+ 01Ma oy Pin Dyn
doyn Qagn « + - PyMn ay Pan b, ,
a,ap, — . . . . . ) ol . - (bn
Amin GMan « « « OMMn of || | PHnll | Pmn
und auf dhnliche Weise
bmu bm12 D bmlﬁ B] me d)ml
bm21 bm22 v bm2ﬁ 32 qmz csz
o *
meqm* _— . . . . . . . — - = ¢m
Omnt Omne + -« BN Sy gm¥ (PN

(I>n=anoc1_)n, n=1,2...N;
»* — % (6)
d)m=b,,,BQms m=],2...M.

Bezeichnen wir mit p,, und ¢., die Werte der Funktionen p (x,y)
und ¢ (x,y) in den Punkten x = x,, y = y». Die Werte

[71n’ Ezn,---Pﬁnv bzw. Eml’ Emz;---,EmTv, (*)
kénnen wir linear, durch Interpolation, mit Hilfe von Werten

Pins Ponssees PMn dm1s 9mas++ dmN

ausdriicken. Nehmen wir an, wir hitten auf irgend eine Weise eine Anzahl
von Werten (*) schon interpoliert, dann wird es im allgemeinsten Falle

— M —

Ppn = EL}lknpkn; }1=1’2;-'-)M;
k=1 .

bzw.

— N ‘ —
qmv=2Kmkaqu; V=1721-‘-'1N»
k=1

WO Lpgn bzw. K.y die Koeffizienten sind, welche von der Interpolations-
art abhdngen.
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Fihren wir jetzt die Matrizen

Lun L12n s L1Mn Kmu Kmﬂ LI Kme

L,,,, Lzzn LG LzMn szl szz LI szN
Ln= Kﬂl=

L#n L¥en - - - L3mn |, Kmwi Kmnz « « « Kmin ||,

ein, so erhalten wir
En=ann, a:n=Kmq:n,
woraus sich dann ergibt

¢n=Anpn’ ‘;Z=qu:ll)

An=an“an Bm=meKm

bedeutet. Im Falle, dass die Punkte {.) und {n,} mit den Punkten {xz}
und {y»} zusammenfallen, hat man offenbar

L=l, K=l.

wo

Wenn wir ferner setzen
A1 Bl
A, B,

AN 3y BM ’
die vorherigen Gleichungen reduzieren sich auf
b=Ap, &*=Bqg*.

Multiplizieren wir die zweite von diesen Gleichungen mit der T-Matrix,
die wir vorher definiert haben, so erhalten wir

®-Ap, ®=TBTq. @)

Auf diese Weise haben wir zwei Gleichungen fiir die unbekannten
Vektoren @, p und q erhalten. Um noch eine Beziehung zwischen diesen
Vektoren aufzustellen beniitzen wir die Gleichung (3). Wenn wir x = x,,,
y = yn setzen, erhalten wir aus (3)

Pmn + qmn — Amp Py = fn. (8)



Ein Verfahren zur Numerischen Losung . .

Fiihren wir die Matrizen

hyn

h,

hg n

hmn

und h =

ein, so wird das System (8) durch

h,
h,

pn +qn - hn¢n=fn
ausgedriickt werden konnen, d. h.
p+q-hd =1

hy

75

Wenn wir in diese Gleichung noch die Werte fiir @ aus (7) einfiihren,
bekommen wir schliesslich folgende zwei Gleichungen

d-hA)p+q=H,
p+(I-hTBT)q=f1,

aus welchen wir dann p und ¢ bestimmen konnen.

3. Beispiel. — Die Anwendung des vorgeschlagenen Verfahrens wer-
den wir am Beispiel der Torsion eines prismatischen Stabs zeigen, dessen
Querschnitt die Abb. 2 zeigt

Abb. 2
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Wie bekannt, das Torsionsproblem reduziert sich auf Randwertaufgabe

2 2
Z-%Jrijz-me, (x,y) € S;
x
Y («)
¢ =0, (x,y) € L;

wobei G der Gleitmodul und 6 der Torsionswinkel ist.

Wegen der Symmetrie des Querschnitts in Bezug auf die Achsen x
und y geniigt das Viertel des Bildes zu betrachten.

Die Gleichungen (5) lauten hier

6
Dy = Eampn;}lna}ly m=1,23;
=1
8 ——
D = 21 Omnv Gmy By, n=12,3,4;
Lv-——

wobei die Punkte {§} und {n,} in der Abb. 2 gegeben sind. Die Kon-
stanten der numerischen Integration, von der Simpsonschen Regel aus-
gehend, sind durch die Matrizen

S
B= 4

owlw
V-

gegeben, wihrend die Matrizen a, und b, unmittelbar geschrieben wer-
den konnen.

Nehmen wir jetzt an, die Funktion p (x,y,) sei zwischen den Punk-
teo x,, Xm,, und die Funktion ¢ (x,, y) zwischen den Punkten Var VYoiy
angenahert durch Interpolationspolynome bis zum zweiten Grade gegeben,
welche ihrerseits durch die Koordinaten der Vektoren p, und q,
bestimmt sind.

Um die Genauigkeit der Interpolationsformel in diesem speziellen
Fall zu erhohen, werden wir die Tatsache ausniitzen, dass uns auf Grund
von (o) die Werte von Funktionen

q(x,n0) =c, PEY)=pEsy) =pEyy)=c
bekannt sind, wobei ¢ =2 G 6 ist.
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Auf solche Weise erhalten wir

8 0
1 6 2 0 1% 8 {
~ 8 cilo = 6 2
p1—8 _1 63 p1+8 0 P; 8 sipz’
8 0 -10 18}
-16 31,
— 1148 clO — _~_1_ 8 c O]
p”—8“6p'+32, p‘—sus Patglgl,
6 -1 3 |6 -1 3
8 0 . 18 ' . c|9
3 6 -1 0 Qz=-8—3 6 QZ+%—0
— _ i 8 - n _C_ 0 | 8 i 0
U= 3 6-1|" "o t3 ol
8 0 —u 1 4 » C 4 1
2 6 0 GB=—f8[qs+—|| O
8 of, 8112 8 -4’.
Demnach erhalten wir
Pi1 P21 Pay Pis P22 Pis Pis
195 21,5 11,5 1,5
14,5 20,5 11,5 1,5
2| 7,0 11,5 10,0 | 16
d>=§ 8,0 16,0 p+c15 0
3,0 15,0 0
5,0 1,0
5,0 1,0 |,
®
911 921 931 G112 Gaa  qi3 14
10 12,5 11,0 7,0 1,5
6,0 5,0 1,0
2 6,0 2| 0
d>==ﬁ 11,5 22,5 22,5 14,0 q+cl—2 1,5
3,5 7,5 0,5
11,5 24,0 31,5 21,5 1,5
11,5 24,0 32,5 26,5 1,5 |,

wobei die, Koordinaten der Vektoren p, q und &, die dem Gebiet S nicht
angehoren, weggelassen sind.
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Die Gleichungen () und die Gleichung

P+q=c
bilden das System aus welchem p und q leicht bestimmt werden konnen.
Durch die Losung des Systems erhalten wir

0,2216 0,7784
0,1709 0,8291
0,0614 | . 0,9386
p =cj 0,5576 q=c 0,4424
0,4102 0,5898
1,3341 - 0,3341
1,1336 ||, - 0,1336

Aus der bekannten Formel fiir den Torsionsmoment

93?=2ff<l>dxdy,

durch die Anwendung der
numerischen Integration, er-
halten wir

M =59,0s*Go.

Die Linien der Schub-
spannungen sind in der
Abb. 3 gezeigt.

Die  Schubspannung
im Punkt (x,, y,) ist durch
die Gleichung

(t}') X3 (a(b)x— =
y=re 0x /y=y:
+s

=fg—a(xsn E h)P(E.h)dE
X

—S

Abb. 3

gegeben, woraus sich dann

),y = - 00312
y=ys s

ergibt.

(Eingegangen am 19 Oktober 1955)
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