DEUX THEOREMES DE TYPE MERCERIEN

par
VLADETA VUCKOVIC (Zrenjanin)

SOMMAIRE — De (N, pn)—lim {s,,_l+c (s,.——sn_,)} =g on conclut que
(N, pn)-lim s, = o toutes les fois que R {c} > 1/2. Le méme pour (A)-lm.

1. Soit
(1.1) sn= 3 a,

y==0
la suite des sommes partielles de la série =a, et

—1
(1.2) 6= a, +ca,, (1=0,1,2,...).

va=0

D’aprés un théoréme de G. P6lya (c. Pdlya [1] et PSlya—Szegd
[4] 3. Teil, Aufgabe 48) de 6,0, n> oo, et R{c} >1/2 (ou bien ¢ = 0) il
s’ensuit que s, 0, n- oo, ’

Dans cette note nous nous proposons d’étudier des théorémes ot la
convergence de la suite o, est remplacée par la sommabilité, en particulier
par celle de Norlund et d’Abel. Notons que Andersen [2] avait déja établi
un théoréme analogue en montrant que la sommabilité (C, k) de la suite

1 &
Snt+ g+ — E Sy
N ymp
implique celle de la suite s, toutes les fois que ¢ > — 1.
Soit (N, p,) un procédé de Norlund, régulier et tel que
Po=po+pi+...+pp+00, n+00

Po >0, piy Pay--vs Pn 20,
Nous allons établir les deux théorémes suivanis:
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THEOREME 1. De
(1.3) (N,p,) - lime, = o
n—» o

et R{c}>1/2 (ou bien ¢ =0), il s’ensuit
(1.4) (N,p,) — lims, =e.
n-» oo

THEOREME 2. De
(1.6) (A) - lime,=¢o

et R{c} > 1/2 (ou bien ¢ =0), il s’ensuit
(1.6) (A) - lims, =a.

2. Tandis que la démonstration du théoréme 1 est un peu laborieuse,
celle du théoréme 2 peut se faire en quelques lignes. En posant

(2.1) ' a=c/(c-1),

(le cas ¢ =1 ¢tant, comme trivial, exclu), avec |a|> 1, ce qui correspond
a R{c} > 1/2, on peut écrire la suite o, comme suit:

(2.2) o,=(spart! —s,_jan)/(an*t —an), (n=0,1,...), s_,=0.

Le systéme (2.2) peut étre résolu trés facilement; on obtient

a—-1Y
(2.3) Sn = ant1 Do =0, ;: + E (6) ~ 6y 4q) ™"
y=0 v=0

De (2.3) on peut conclure: si la série

(2.4) ¢m=i%ﬂ

converge pour |{x|<C1, il en sera de méme avec la série

2.5) Y ()= io Su X,
et on a

VO =2+ 3 o5 (-0 @) - Wy

Nemi v=0

ou, aprés une légére modification,

@26) V(x)= ¢>(x)+—{2(a,, cm)xn}[z ]—aoz

n=0 n=0 & n=0

an+1 )



Deux théorémes de type mercerien 55

Or, en vertu des suppositions du théoréme 2 on a

lim (1 — x) @ (x) = lim (1 — x) 3" o, x" =
x-)l—o( x) ( ) x—:l—o( x),,goc x °
et, 3 fortiori,

lim (1 - x) $° (o, - n=0,
x_:lnlo( x) "go(cn On4q) X
La série T x"/a™ converge au point x = 1 (car |a|>1) et on a aussi
lim (1 - S xn n =0,
Jim1 -0 B e

En multipliant (2.6) par (1 — x) et en prenant x+1 -0, on a enfin
lim (1 - x)¥y(x)=1lim(l — x) P(x) =0, c. q. £ d.
x-1—0 x»1—0
3. Avant de passer a la démonstration du théordme 1, nous allons
établir un lemme sur l'inclusion, dont nous auront besoin plus iard.

Soit (c) la matrice d’un procédé régulier et normal, dont les éléments
satisfont alors aux relations:

(3.1) k=0, v>i ci#0.

(3.2) Yi= golcu <H (H ne dépendant pas de i)
(3.3) >0, i oo, pour tout v fixé,

(3:4) li= gocf,al, i+ oo,

(N, pn) soit un procédé de Norlund régulier, c.-a.-d.
Pn/Pa>0, n-+oc,
Pp=py+pi+...+Pn; (Pe>0, p1,pss...pan=0).

Formons les séries (convergentes pour x convenablement choisi)

p(x)= fpn x",  P(x)= i Pp xn,

(3.5)

Nne=0 n=0
(3.6) () =S chxn (i=0,1,2,...),
n=0

Cl (x) = f: Chxn avec CL= 2": ch,

n=0 ve=0
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et les quotients

3.7) ki (x) = go kL xn = ip'(% - %‘(%) ,

car p(x) = (1 — x)P(x) et ¢! (x) = (1 - x) Ci(x).
Remarquons que C! = Ci{ pour n>i, et que
ch=kbp,+ kip, |+ ...+ Kk p,
Ct=k\P, + kP, +...+ kP,

Posons enfin pour une suite quelconque {s,}:

{
(3.8) ti= X Cl_n0n
n=0
et
1 i
(3.9) Ni=— 3 PnOi_n.
' Pi n=0

Alors, nous pouvons établir le

LEMME: Les conditions nécessaires et suffisantes pour linclusion:
»De N;»e6, i+ 0o il Sensuit que t;>6,i» 0o
sont:
(3.10) | k5| Po + |Ki_y| Py + [, Py + ... + [k | P < H,
H ne dépandant pas de i, et
(3.11) ki wPy0, isoco, v=0,1,...,i
Si Pp > oo, n oo, la condition (3.11) est superflue.

Nous n’insisterons point ici sur la démonstration de ce lemme, car
elle se fait & peu prés de la méme manidre que celle d’inclusion des
deux procédés réguliers de Norlund, qu'on trouve dans le livre connu de
Hardy [3]).

4. Passons maintenant 2 la démonstration du théoréme 1. De (2.3)
on déduit que la moyenne de Norlund de la suite {s,} a la forme

{ ©
(4’1) T, = EPV Si—y/Pi = Z c;—v Ovs
y=0 Yo
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avec
; av_av—i { Di—#
—y

Pi k=v (Ik

=0, >

) v,
(4.2)

La forme de T; étant la méme que celle de ¢, dans (3.8), pour pou-
voir appliquer le lemme du Ne 3 nous devons d’abord prouver que le
procédé normal (cl), avec ¢! définis par (4.2), est régulier.

De (4.2) on, a pour v<_i,

P 1 1 1
I o= - I AN _ - —
cv~((x 1) P, {po a"+1+p1a‘/+.”+pva1]/Pv’
d’oll, en tenant compte que 1/a*»>0 et que P; > oo, il s’ensuit que ¢! 0,
i» oo pour tout v=0,1,...,i Alors la condition (3.3) de régularité est
satisfaite.

En introduisant
n

(4‘3) An = E a,

Vel
on a
e a—11 .
Y o= pivAyis 2> 1, i3 0o,
Va0 Pi v=0
car A,- 1/(a — 1) et le procédé (N,p,) est régulier ce qui vérifie la con-
dition (3.4) de régularité.

Quant 2 la derniére condition (3.2), en introduisant
n
B,= X le|7<<1/(la| - 1),
v=1

on a aussitot

2]

-1 & o1
2 |c§l< o IZPi_v Byyi < | |

va=0 Py Vs |(I|—1

:—_—H’

ol H ne dépend pas de i

Alors le procédé (ci) est régulier et on peut appliquer le lemme du
3 pour conclure que, de N;»g, i+ oo, il s’ensuit que 7,6, i-» oo.

Z

P, tendant vers + oo, il faut et il suffit de montrer que (3.10),
oit k! sont définis comme dans Ne 3, moyennant la matrice (cf) de (4.2),
est satisfait.
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A cet effet introduisons la fonction

©

(4.4) A(x) = Y x"fant?,
n=0
de sorte qu’on a
Ax)
(4.5) | = Eo A, xn,
Pour n<(i on a
n a— 1 n
Cfl= E 11:= EPvAn+1—v’
V=0 i v=0
d’otl
, -1 A
(46) Cw="p - Ay
avec
@ o — 1 L3 v
6D =0 3w =S S 0 Pdvi).
y==it+1 P =T \iso
De (4.6) on a
%k;x”:ct(x)za_l p(x) A(x)+ \lf,‘+1(x)
—10 P(x) P P(x)(1 -x) P(x)
et enfin
< Vigq (%)
4.8 ki xn = A + LTS
(4.8) Eo . (x) P ()
De (4.8) on tire aussitot que pour n < i,
;_a—=1 . 1
(4.9) ki = P, g
et alors '
' |kE| Py + |k | Py + KPS
Ia—ll[Po P, P; } [ — 1]
< — + — + ...+ < =H,
=P Uaf T e e ] Jaf -1

puisque P,/P; <1, v<i, qui établit (3.10).
Ainsi le théoréme 1 est completement démontré.
(Recu le | juin 1955)
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