INVERSION ET INVARIANTES DE LA TRANSFORMATION
GENERALISEE DE HANKEL

par
B. STANKOVIC (Novi Sad)

SOMMAIRE — Une amélioration des résultats connus relatifs a I'inver-
sion de la transformation généralisée de Hankel et la solution d'ume équation
intégrale homogéne par laquelle les invariantes de cette transformation sont
donnés,

La transformation de Hankel de la fonction 4 (x) est définie par:

() = [Vayduen) B () dy, M
0
ot Ju(x) est la fonction de Bessel. Par un changement des variables:

x = VIE, Vi;ﬁ‘(y>=h<q>,

o ] - @
y=V2n, —=H(x)=H(E)
Vx
la relation (1) se transforme en
HE) = [ 4@ VED) @) dn. &)
0

Quand on parle de la iransformation de Hankel, on pense souvent
justement a la relation (3).

Cette transformation (1) a été généralisée de diverses facons. Ainsi
R. P. Agarwal [1] a considéré une généralisation en prenant pour noyau
Pexpression:

2 2
2—P(xy)?‘+1/2<b<}1-}-l, v; - x4y ),
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c’est-a-dire il a considéré la transformation:

— z X% p2 —
G () =27 [ eyp+im e (p+ 1,0 - S )g () ay (4)
0
ot @ (p,v;2) est la fonction de M. Wright [5], définie par
@ 2k
D (p,v;2) =3

ol (k+ 1)+ vk)

Pour v =1 ce noyau se réduit au noyau de Hankel ordinaire.

Dans ce qui suit, nous considérons la transformation:
G = [@@+1y-eNyremdy, p>-1v>0 ()
1}

et qui se réduit a (3) pour v=1. Le noyau de cette transformation (5)
satisfait 2 la relation:

@

f xF o+ 1,v; — yxv)e*sdx = 7S (6)
shL
0

Si nous nous rappelons la relation bien connue
f (x/y)P2 Jyu (2 Vxy) e=*s dx = R e=vis,
sh+l1
0

pour le noyau de la transformation (3), nous voyons comment cette géné-
ralisation s’effectue sur leurs transformées de Laplace.

_ Les fonctions g(x) et G (x) de la transformation (5) sont liées avec
g(x) et G(x) de (4) par les relations:

By By
2

G(x)x% = x—"MG (V2x'?), g(x)x? = xPO-D-vig (YIx). @)

En particulier, pour v =1, ces formules se réduisent aux formules (2).

1. INVERSION DE LA TRANSFORMATION GENERALISEE DE HANKEL

R. P. Agarwal, dans larticle que nous venons de citer, propose
le théoréme suivant, qu’il appelle théoréme fondamental:
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THEOREME A. Si

. ot ) X2 y?\ —
G(x)= 2‘”[ (xy)*‘+”2¢>(}x+ 1, v; —T)g(y) dy,
0

alors

- 1 p2ittys ) 2 t+m—p3e _ (1+ X2y —
g)=-2 f(xy)” o\ —=F, 1v; - )G dy,
0

a condition que g (x)= O (e~**) pour x grand, g (x) = O (x") pour x petit
avec R(n+p+3/2)>0ef R(v)>0, R(p)> - 1.

Il prouve ce théoréme en s’appuyant sur le lemme suivant:

LEMME A. Si

o

1L = f et 1() dt,

0

alors pour v >0 et R(p)>~-1,0n a

sBHI-1T (5) X‘lf G (p+1,1/v; — 2O I() dt,
0

en admeftant que 1(x) soit une image et que lintégrale converge.

La condition du théoréme A, g(x)= O (e~**) pour x grand, est trés
grave. Nous nous proposons de donner I'inversion de la transformation
(5) avec moins de conditions. Puisque les fonctions de la transformation
(5) et (4) sont liées, cette inversion sera valide pour la transformation
(4) aussi.

LEMME 1. Soit I(x) une fonction-L ™ et

L(x)==x“f<1>(}1+l,v;—x"y)l(y)dy, p>—1,v>0; (L1)
0

*) En ce qui concerne la définition des fonctions-L et -I, voir [2] p. 32 et 34.
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si lintégrale
f e=st1 () dt = N (s)

0

converge pour R (s)>x,, il en sera de méme de
fe‘s‘L(t) dt = A (s)
0

pour R (s) >0 et

A(s)=871;;x(s-v). (1.2)

Démonstration du lemme I L’intégrale (6) converge uni-
formément dans Pintervalle 0 <& < x<E,. Ce-ci résulte du théoréme
fondamental de la transformation de Laplace aprés un changement de
variable z = fx!"” et du comportement de la fonction & [5]. La fonction
[(x), comme une fonction-L, est bornée, excepté en un nombre fini de
points, o I'intégrale est absolument convergente. Compte tenu de ces
faits, nous pouvons écrire

E2 -]
f l(y)dyf e"stft P (p+1,v; — ytv) dt =
& 0
(1.3)
® &
—_—f e*"dtf o (p+1,v; —yr)I(y)dy.
0 131
Si maintenant dans la derniere relation & 0, E » oo, alors
& )
lim f W [(y) dy =
El_’ot E’_’w S}1+1 ( )
' (1.4)

® ® El

- lim fe“S‘[L (t)——f—fﬂ‘(b(}t+l,v; —yt")l(y)dy]dt,
0

El_')ov EZ—)OO
0 &

en ayant recours 2 la convergence de l'intégrale (1.1).
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Nous avons supposé que la fonction [(x) a sa transformation de
Laplace convergente pour R (s) > x,; il en résulte que Pintégrale

@

1 v
— —1fs
pee e [(t) df
0
et le second membre de la relation (1.4), converge pour R(s~)_>x,.
D’aprés une propriété de la transformation de Laplace, ces intégrales con-

vergent aussi pour R (s) >0.
Il reste a démontrer que

lim (&) = lim e—stdtf P+ 1,v;—y)[(y)dy=0,

B> E2>
0 & (1.5)
- &

lim I (&) = lim [ e dtf £ b+ 1, v; — yt) [(y) dy = 0.

£, -0 EI—SOO

0

Pour cela il suffit de montrer que, pour chaque &>0, nous pouvons
trouver un nombre §, tel que

1) - 1) <e,

pour chaque & > & > E,; ou, pour la deuxiéme relation (1.5), qu’on peut
trouver un nombre E, tel que

HE) - T1E) | <e,
pour chaque & <& <E,.
La démonstration, en ses lignes générales, se fait de la méme maniére
pour 'un que pour l'autre cas et nous la donnerons seulement pour Ia

premiére intégrale (1.5), en ayant recours aux relations (6), (1.3) et que
[(x) est une fonction-L

. i}
1) - 1@ =|f1(y>dy [ersie 0 o 15 = yryat =
& 0
¥
1
= = e—ylsY
I e y l(y)dyj<e.

&
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Maintenant, il est clair que la relation (1.4) peut s’écrire

1 @ @
W —yis¥ — —st
o e [(y)dy f e stL () dt

0 0

et on en déduit facilement l'affirmation du lemme I.

THEOREME 1. G (x) étant la transformation généralisée de Hankel de la
fonction g (x), c’est-a-dire

G(x) = f D (b + 1,v; —xy) yrg(v) dy,
0

alors

x®

xEHDO=DY g (x) = f <1>(E-j—l, s - xl’”y)y*‘G () dy,

lorsque cette derniére intégrale converge et lorsque x* g(x) est une fonction-L.

Démonstration. Du lemme [ il s’ensuit que la fonction x" G (x)
a aussi sa transformation de Laplace et que

PO = 67,

oll

T(s)= | e~stG(¢) t*dt,
J
Y (s) = f e~stg (f) thdt.

0
Changeons s en s~ 17; il en résulte:

1
il (57 = ¥ (s).

S v

Reprenons pour la deuxiéme fois le lemme I et, compte tenu de
P'unicité de la solution de ’équation intégrale de Laplace, nous obtiendrons
de cette dernitre relation l’affirmation du théoréme I.
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Nous voyons qu’une condition semblable 4 celle: g(x) = O (e~*%) pour
x grand, du théoréme A n’a pas apparu dans le théoréme 1. En eifet,
nous avons supposé que l’intégrale

f¢(1x+1,v; -xy)ywre@ydy, p>-1,v>0
0

converge et on peut imaginer que dans la convergence de cette intégrale
se cache une condition équivalente a celle du théoréme A. Mais en obser-
vant que

_ e
l (b (pva v; — yxv) l < M (yxv)b ea(yxv)l-f-v,
ol
i
- él(;_f% =L¥ JTFv cos w/(v + 1),
il devient évident que la condition du théoréme A est évitée.

2. INVARIANTES DE LA TRANSFORMATION GENERALISEE DE HANKEL
Les invariantes de la transformation (5) sont les solutions de I’équation

g<x>=f@(wl,v;—xvy)ywy)dy, p>0, 1> -1 (21)
0

THEOREME 11. Lorsque x™ g (x) est une fonction-L, la solution générale
de Péquation homogeéne (2.1) satisfait a la relation

Inlns
) R (2.2)

a _BH
—-S5X P o V-1 o
Ofe g(x)dx =s w(ln(— 2

ol w(x) est une fonction périodique de période 1, c’est-a-dire w(x + 1) = w (x),
felle que la fonction définie par (2.2) soit une fonction-1.

Démonstration. y(s) étant la transformation de Laplace de la
fonction xPg(x), en appliquant le théoréme I & I'équation (2.1), on en
déduit I’équation fonctionnelle:

Y(s7). (2.3)

T =55
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Bl
Désignons par K (s) == s**+! y (s); alors 1'équation fonctionnelle précé-
dente se transforme en

K(s)=K (s7);

c’est une €quation fonctionnelle d’Abel. Nous obtenons facilement ([6],
p. 111—112) la solution générale de cette équation,

Kl =a ( nlxn(lf i))

en utilisant un théoréme d’Abel. La fonction w (x) satisfait a la relation
w(x + 1) = w(x). D'olt la solution générale de I’équation (2.3) est:

_}l_ﬂ In In s
- v-h1 e
Y(§)=s w(ln(——v))'

(2.4)

Avec le théoréme II nous avons ramené la discussion de I'éguation
homogéne (2.1) a4 une équation bien connue de premidre espéce (2.2).
Comme nous savons son inversion, le théoréme Il nous donne, en effet,
la solution générale de I'équation intégrale homogene (2.1).

Dans ce qui suit nous proposons des solutions explicites de I'équa-
tion (2.1).

THEOREME 1. Lorsque w(x) est une fonction périodique de période 1.

el telle que x w(—iqu——
In(~v)

tion (2.2) est donnée par

g = xaoffw(m zn—tv))g;{r(l +x; + t)]dt

ou az}_x.i-'_l..

> est une fonction-I, w.>v >0, la solution de I'équa-

Avant de passer & la démonstration du théoréme IIl nous établirons
les lemmes suivants:

LEMME 1. Pour chaque 0 <u, < u< u, et R(s) >0 nous avons

@ 1 _
fe sl_{_. _N}dt=_-e wlnsp2g, (2.5)
du? \I'(1 + u) s
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Démonstration du lemme II. Désignons par

D= o) ey,

dut \l'(1 + u)
alors
tu
Di(u)sm{lnt—w(u+ D}, (2.6)
et
D, (u) -——*—i—{[lnt—ﬂf(tw D =V (u+ 1)}, (2.7)

r'(l+u)
ot ¥ (x) = I (x)/T (x).

Les fonctions D, (u) et D, (u) ont leurs transformations de Laplace,
convergentes par rapport a u dans UPintervalle 0 <u, <u<u, et
R (s) > x4 >0, et nous pouvons écrire

-3 o 2 - -] "
fe x { & }dt < fe-st B
du*\l'(u + 1) du® T(u+1)
0

21
—(71:28”+1

fi

1
- _e-—ulnsln‘zs’
N

ce qui est I'énoncé du lemme II.
LEMME III. Soit a(x) une fonction-L dont la transformée de Laplace

« (s} converge pour R (s)>>x.; alors la transformée de Laplace B (s) de la
fonction:

t
b(x) = — dt 2.8
() = f () {I‘(H—l)} (28)
converge pour R (s) >>e*o et est lice & a(s) par la relation
2
8(s) = XS (Ins). (2.9)
s

Démonstration du lemme III. Sachant que a(x) est une fon-
ction-L et que Pintégrale de Laplace de la fonction D, (u) est unifor-
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mément convergente par rapport & u dans Iintervalle 0 <u, <Cu <y,
nous pouvons écrire

uz

f a(u) duof e‘“iz—g{r(ut: 1)} dt =

fe s‘dtf a(u )ﬁ{l“(ul:rl)]du

Lorsque u, >0, uy,-» oo, en ayant recours au lemme II, nous obtiendrons:

@

fna(u) e~uns dy = f e~sth(t)dt —

0 0

— lim | e S'dtfa(u) { r }d -
;3o Fru+1)

0
(2.10)

In%s

— lim e—S’ dtfa(u)vf{ r }du
u:—)o di?\I'(u + 1)

Nous avons supposé que Dlintégrale de Laplace de la fonction a(x)
converge pour R(s) > x,; il en résulte que le second membre de la der-
niére relation converge pour R (s) = e*o.

Pour démontrer ce lemme il nous reste seulement de montrer que
les intégrales

A (ui)—fe'“ ‘”f a(u )du2[r(ut: 1)} ’

0

Jy (uy) = fme—” dtuzf a(u )E {1“—(:‘_%_15} du

0

tendent vers zéro avec u;»0 et u,»oo.
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Nous allons établir ce fait seulement pour J; (u,) car pour J,(u,) on
peut le faire de la méme maniére.

Ainsi pour J, (u;) on peut toujours trouver un nombre u, tel que

” ’ 3 -5 — "tu =
|J1(u1)—J1(U1)|='Of"’ tdt a( )d z{l‘(u+l)}d |_

o
In%s
= f a (Ll) e~ uus dp

s

!
L1

!
s |e-ul'w|f|a<u>|du<e,

!
LSt

pour tous u, > uy > uj > 0; c’est-a-dire
lim J, (u,) =

;>0

On peut donc écrire I'équation (2.10)

@®

femb®ﬂ=

0

In%s

a(lns),

ce que nous voulions démontrer,

LEMME V. Lorsque la fonction a(x) a sa transformation de Laplace
convergente pour R (s) >x, >0, lintégrale

f a(u )dus{l“(u+ 1)}

converge pour tout x >0.
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Démonstration du lemme IV. Commengons par I'intégrale

w

f ()duz{l‘(u+l)} Ofe—ma(")ewdfz[r(ux: 1)} T

_ exowa‘%[r(_u’)‘}l_)]uw) _ 2.11)

w

—fJ@wmeum+mwnw,

ol
u

J(u)=fe‘x0fa(t)dt
0
La limite de Plintégrale J(u), lorsque u- oo, existe parce que a(x),

comme il a éi€ supposé, a sa transformalion de Laplace convergente pour
R (s) > x,, C’est-a-dire

lim J(u) = M (x,), lim J(u) =
u-yw u->0
I reste a établir le comportement des fonctions D, (u) et Dy (u) quand

uoo. La fonction D, (u) est donnée par la relation (2.7) de laquelle, par
différentiation, nous obtenons facilement
Dy (u) ==
tu
- (s =Y @+ )P =3¥ @+ (nt—Y@+1) - @+ 1))
I'u+1)

Il est connu que ¥ (u) ~Inu, u->oo. Y (u) est donné par une série unifor-
mément convergente

, 1
V(1) = Mu+@w
d’oit il vient: V' (2)>0, u - cc.
De la méme maniére nous avons:
7 u _ 2 ,
v = 2 o (u + k)3

et ¥ (z)+0, u-soc.
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Il en résulte:

| D, (1) | < M? g~ (at1i)in (w+D)+a xu
| Dg (1) | < M8 g~ (at1)in(uti)ta xu,
oil

M= Cllnx —¥+1)].

En ayant recours a ces inégalités pour D, et Dy et observant que
J(u) a sa limite, nous pouvons écrire

w

lim alu
W) ow ( ) dll2
0

d2 [ xu

b N,
ru+ 1)} “<

pour tout x> 0.

LEMME V. Si w(x) est une fonction périodique de periode 1 et

xw(—k‘—x—) une fonction-L, alors

In(-v)
Of ews”w(l_n%) dt = éw(ﬁj—v))

ot w(x) est aussi une fonction périodique de période 1.

Démonstration du lemme V. Faisons dans la relation qu’il
s’agit de démontrer un changement de variable ¢: ts = u et nous obtiendrons:

of e-uuw(lnl?_uv) - 1nl(n-sv))d” - w(lnl(n—sv))'

- Ins
Désignons par x = ——
In(—v)
fe‘"uw( In u —x)du———m(x),
In(-v)

0
d’oil T'on voit que w (x) est une fonction périodique de période 1.

Publications de I'lastitut Mathématique 4
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Démonstration du théordme IIl. Dans le lemme V nous avons
établi la relation

-

f e—sitw<lnl(n_tv))dt== % w(lnl(n—sv)).

0

Faisons un changement de variable: t =y ~ a

@

[ o-aw(Gist)e - e selar)

a

et désignons par

In(x — a)
(x - G)W(_IIT(T;‘)—>, x>a)

0, x<a,

h(x) =

nous aurons

@

1 Ins
~sy b (y) dy = e~as L .
fe Wydy=e szw(ln(—v))

0

Puisque /(x) est une fonction-L, en vertu des lemmes Il et IV,
nous pouvons écrire

L a }_J‘—ﬂ(lnlns)
fe SYdyfh(t)@{r———(t+1) dit=s " w\—_“ln(—v) .
0 a
Comparons maintenant ce résultat avec la relation (2.2) du théoreme II

et, d’aprés l'unicité de linversion de la transformation de Laplace, nous
avons

xe () =fh ® a%zz{r(t)i 1)} a,

ol

xpg(ﬂ:xaoftw(lnl(n—tv))di;{m%—ﬁ}dt.

Le théoréme III est ainsi démoniré.
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THEOREME IV. Lorsque w (x) est une fonction périodique de période 1 et

telle que xw(l——l%) est une fonction-L, la fonction g(x) définie par
n(—v

¥ e In¢ d? x!
tro(dt=xb| ¢ — dt,
of ¢ Of w(ln(—v))dt2{1“(t+b+1)}

s i, est la solution de Iéquation (2.2).

ot b=

v+

Démonstration du théoréme 1IV. La démonstration est la méme
que celle du théoréme III. Il faut seulement employer la relation connue

-

f ‘s’dtft”g(t)dt (S)

0
ol
f e st g (Hdt =1y (5).

0

3. INVARIANTES DE LA TRANSFORMATION DE HANREL

Plusieurs auteurs ont donné des fonctions spéciales qui sont inva-
riantes de la transformation de Hankel ([3], p. 183). M. Parodi (4],
p. 64—65) au contraire a trouvé, par le calcul opérationel, une solution
qui contient une fonction arbitraire,

Nous avouns vu que pour v=1 de la transformation (2.1), nous obte-
nons (1.2) et, en conséquence, les théorémes II, IIl et IV nous donnent,
pour v =1, les invariantes de la transformation de Hankel.

[N

(Regu le 4 mai 1955)

4%
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