SUR LES FACTEURS DE CONVERGENCE DES SERIES
DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES

par
M. TOMIC (Beograd)

SOMMAIRE — Deux théorémes relatifs aux facteurs de convergence
des sérles de Fourieur des fonctions continues. Les facteures de convergence
sont supposés &tre quasi-convexes. Une application a la sommation des séries
de Fourier.

1. Soit
f(x)~%’+ 3" (a, cos v x + b, sin v x) (1.1)
v=1
la série de Fourier de la fonction f(x), supposée intégrable-L dans l'inter-
valle (0,2x), et {),} une suite de nombres réels dits facteurs de conver-
gence uniforme de la série (1.1), lorsque la série

—;—}\o a, + % 2, (a,cos vx + b, sin v x) (1.2)

v=1
est uniformément convergente. Il convient de n’envisager ici que des
suites guasi-convexes, c’est-a-dire telles que la série

¥y (v+1) A2, |, ot A%A, =2, —2X7 .y + Nya
y=0
soit convergente.

Ceci posé, le but de cette note est de donner quelques compléments
au théoréme suivant

THEOREME 1. Pour que {\,} soit une suite de facteurs de convergence
uniforme de la série de Fourier d’'une fonction confinue dans lintervalle (0, 2m),
il suffit qu’elle soit quasi-convexe et que

A lgn=0(). (1.3)
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En premier lieu on peut compléter ce résultat en démontrant la réci-
proque, a savoir:

THEOREME 2. Pour qu’une suite quasi-convexe {\,} constitue une suite
de facteurs de convergence uniforme de la série de Fourier de toute fonction
continue dans lintervalle (0,2 =), il faut et il suffit que la relation (1.3) ait lieu.

En second lieu, lorsqu’on suppose connu le module de continuité

w(f) L Max  {{f(x)) — f (x:)]}
0 X,— X <<
de la fonction f(x) dans Pintervalle (0, 2 x), on peut préciser le théoreme 1
de la maniere suivante.

THEOREME 3. Soient w (f) le module de continuité de la fonction f(x)
dans lintervalle (0,2=) et {)\,} une suite quasi-convexe; toutes les fois que
la condition

w(l/mr,lgn=0(1) (1.4)
est satisfaite, la suite {\,} est une suite de facteurs de convergence uniforme
de la série de Fourier de la fonction f(x).

En ce qui concerne le théoréme 2, remarquons qu’'en posant

K (t) 2 %"— + ¥ M cosvt P
'1
la formule de Parseval ’

v=al

. 2n
_l_ff(x+t)K(t)dt == 2“‘7&94- > A {aycosvx + b, sinvx},
T
0

aura également lieu et, lorsque f(x) est continue dans lintervalle (g, b)
avec o<<a<<b<2m elle aura lieu uniformément dans tout intervalle
(a+¢eb—c¢)

Rappelons enfin que le théoréme 3 contient le critére de convergence
de Dini-Lipschitz (voir [3], p. 30) et se réduit 3 ce dernier lorsque
A,=1 pour tout v=0,1,2,....

1.1. Nous appliquerons les derniers résultats a la sommation des
séries de Fourier,

Etant donnée une matrice triangulaire infinie

(A)r—'}\f,}\.g,... }\.:, }\:+1==0, (l’l=0,1,2,...),
1) Lorsque la suite {Ay)} est quasi-convexe et tend vers zéro, cette série converge pour

tout x#2kx et est la série de Fourier d’une fonction K (#) positive et intégrable dans I'inter-
valle (0, 2 w). (Voir [3], p. 109).
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de nombres réels, nous dirons que la matrice A engendre un procédé de
sommation permanent-F lorsque les sommes

Un (f, x) =% + 3 M (axcos kx + by sin kx) (1.5)
k=1

tendent uniformément vers f(x) pour chaque fonction continue,
Or, il est connu, d’aprés un résultat de Nikolsky [4], que les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’on ait

nan; Ua(f,x)=f(x), f(x)€EC

sont
2 1 LI
_.”_+ S Mcoskt|dt -0 (1) (1.6)
= 2 :
0
et
lim Ag=1, k=1,2,... (1.7)
n-yco

En supposant maintenant que Ny forment une suite quasi-convexe pour
que la relation (1.6) ait lieu, il faut et il suffit (d’aprés le théordme 2) que

Mlgn =0 (1).

En connaissant le module de continuité w (f) de f(x) la derniére
condition peut étre remplacée par une condition tout 4 fait analogue 2
celie donnée au théoréme 3. En effet, dans § 5 nous démontrerons le

THEOREME 4. Une suite quasi-convexe?® [\;) dont les coefficients satis-
font aux conditions (1.7) et

Mw(l/n)lgn =o(1) (1.8)
engendre un procédé de sommation permanent-F.

Il est bien connu que la condition w (8) = O (1/1g 1/8) n’implique pas
la convergence de la série de Fourier d’une fonction continue f(x) de
méme, que cette derniére condition a lieu dans tout intervalle (0,2 =) ([3],
p. 171). D’aprés le théoréme 4 une suite quasi-convexe {\,} assujettie & lg
condition (1.7), engendre un procédé de sommation permanent-F, pour chaque
fonction continue f(x) ayant le module de continuité d’ordre

w (8) = O (1/1g 1/8),
si ANp»0, n- oo,

?) Ceci implque que = |2\{,‘— l{,'_*_l' = 0 (1), c'est-d-dire que le procédé A est aussi
permanent au sens ordinaire.
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2. En ce qui concerne le théoréme 1, remarquons qu’il est la con-
séquence immédiate du lemme suivant (voir [3] p. 58)

LEMME 1. Soit {\,} une suite quasi-convexe tendant vers zéro; pour
que la série

2 A, uy (x)

converge uniformément dans Uintervalle (a,b) il suffit que la suite
n
Sn(x) 2 3 u, (x)
v=0

y soit uniformément sommable—(C, 1) et que
AnSn(x)20
uniformément dans lintervalle (a, b).
11 suffit, en effet, d’y poser
1 a,, pour n=0,
i (x) = { 2
a,cosnx+b,sinnx, pour n=4,2,...,

et d’appliquer le théoréme classique de Fejér, en remarquant en outre que

2n
1 sin(n +1/2)¢ .
2 (1) = — Of fl+x) S0 s dt = o (g n)

a lieu uniformément dans lintervalle (a + &, b — €) lorsque f (x) est continue
dans l'intervalle (a, b) (voir [3], p. 32).

Quant au lemme 1, on Pobtient facilement en effectuant la double
sommation par partie

S0, () = S 0+ 1) (A70,)6, () + 7 (Aney) G s (X) + A 5n (x), (21)
v=0 y=0

ol
) =—— ¥ 5, (x)
Oy (x) = ——— sy (x
n+12

=0
et en remarquant que, la suite {),} étant quasi-convexe,
Ap=0(l) —onAx, =0 (1).

Cette derniére affirmation est contenue dans le lemme qui suit et
dont nous aurons besoin plus tard.
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LEMME 2. Si la série
E (v+1)A%N,

converge, en particulier si la suite {\,} est quasi-convexe, il existe deux
constantes A at B ftelles que

MmM=An+B+o(l), (2.2)
et
AN, =—A+o(l/n). (2.3)
En effei, de
—1
T v+ 1)ATA, =2y — Ay — nAN,, (2.4)
()
en posant ’
n—1
N~ X (v+1)A*N, =B,
v=0
et
lim B, =B,
n-»w
il résulte
A Mgy _ B

n on+1 na@+1)
d’oil, en sommant de n A N -1,
MW B

N Zvw+1)

Puisque B, = O (1), cette derni¢re série converge; on peut donc y
faire tendre N vers l'infini, et en posant

An
n

lim )lﬂ= ,
Noo N

et
B,— B =¢,,

on obtient finalement que

® €
M=An+B+n .
VZ;. v(iv+1)

De cette relation on peut facilement déduire les affirmations (2.2) et (2.3).

3. Pour établir le théoréme 2, cest-a-dire pour montrer la nécessiié
de la condition (1.3), partons de la relation (2.1) avec

Lo,
up (x) = { 2

apcosnx+ b,sinnx, pour n=1,2,....

pour n=0,
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En tenant compte du lemme 2, et en remplacant dans les deux der-
niers membres de (2.1) N, et AX, par les valeurs tirées de (2.2) et (2.3)
on aura

é Aoy (x)= niz v+ D@2 0)e, (x)+ An{s,(x) — o (x)} +
v=0 V=0

+Bs, (x) +o(|s.(x)]) + o(1).

D’aprés I'hypothése, dans cette relation la série £\, u,(x) doit con-
verger pour toute fonction continue f(x), et puisque dans ce cas, d’aprés
le théoréme de Fejér, lim o, (x) existe, il s’ensuit, en la divisant par n, que

A {sp (x) —06,_,(x)} 20, n- oo,

On aura ainsi en premier lieu, que A doit étre égal 2 zéro, puisque la
série de Fourier (l.1), c’est-a-dire la suite s, (x), ne doit pas converger
nécessairement.

En y posant donc A =0, on en déduit en second lieu la relation
A Sn (x) = O (1)
Puisqu’il existe des fonctions continues telles que

[$a (x)| >enlgn, v

ou e, tend vers zéro arbitrairement lente (voir [3], p. 172—3), on en
déduit que cette derniére relation ne peut avoir lieu pour toute fonction

continue, 2 moins que la condition (1.3) soit satisfaite.
(A A

4. Passons 2 la ‘démonstration du théoréme 3. Daprés D. Jackson
([}, p. 7 ou bien [2], p. 45) si w(f) est le module de continuité de la
fonction f(x) dans lintervalle (0, 2=), il existe toujours un polyndme
trigonoméirique 7, (x) d’ordre n — 1 et une constante C, tels que I'inégalité

17 () - Tams () | < Ca (I/n) 4.1)
a lieu pour tout x.
En posant alors

Kn(t) = —é—l, + él A, cos v,
Y=

on peut mettre la suite s; (x) des sommes partielles de la série (1.2) sous
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la forme

s:(x)=%f £+ 8) Ky (8 dt =
0

2n
=—‘—f Taoy (x + 1) Ko (1) 0t +
n
0

2w

+ —l—f (F G+ 1) — Taiy (x4 ) Ko (£) dt =
T

0
= A, (x) + By (x). (4.2)
Ceci posé, on peut montrer en premier lieu que la suite B, (x) tend

uniformément vers zéro, lorsque la condition (1.4) est satisfaite.

A cet effet, remarquons d’abord qu’une double sommation par partie
donne

Ko () = 20 + 3 hCes vt = Lo () + Ma(t) + Na (),

v=1

avec
L (o~ Masin(a—1/2)¢
" 2 sint/2
Iy (t)_A}\,,_l(sinnt/Q)z
" 2 \sint2
Nof) =5 Azx”(Si“ v+ )12
" = 2\ sint/2 )
or,
2x
L[ L@la<congn,
T .
0
2z
— [ 1M dt=n]ad,|
. 0
et

2%
1 n—2
——f INa()]dt < S (v + 1)] 22, ],
T v=0

0
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par suite

2n
n—2
if | Kn ()1 dt< O algn 40 A0 | +3 (v + 1) 220, ). (43)
k11
0

=0

En tenant compte de (4.1) cela nous permet d’écrire
i 4
1
Ba < — [ 1fx+0) = Toos (x + 811 Ka ()2t <
0

<Co(UmM{CAlgn+n|Ad, |+ 5 (v 4+ 1) | A%0, ]},
=0

et d’en déduire l'affirmation. En effet, on a, d’'une part, d’aprés les hypo-
theses
w(l/n) slgn=0()
et
n—2
w(l/n) 3 (v+1)| A%7, | =0 (1);
v=0
d’autre part, la suite {A,} étant quasi-convexe, de la relation (2.4) dé-
coule que
w(l/n)g=0()—+nw(l/n) AN, =0(1).
Ainsi
B, (x)»0 lorsque n- o (4.4)
uniformément daus l'intervalle (0,2 x).

En second lieu, il s’agit de montrer que la suite A, (x) converge
uniformément dans l'intervalle (0,2 =). En effet, T, (x + f) étant un poly-
nome trigonométrique d’ordre n -1, on peut dans le polynome K, (f)
augmenter le nombre des termes 4 volonté et I'on aura

2
A (x) = %f Tu, (t + %) Kpn (1) dt
0

quel que soit m_>n — 1; par suite
2n

lAm(X)—An(x)K%f | T (14 X) = Ta_y (t+ 2) || K () | dt.
0
Or, on a d’aprés (4.1)
| Tm (£ 4+ x) = Toy (t 4+ x) | <
SITa(t+x)=fE+ )|+ | Ta-1 (E+ %) = f(t+ x) | <2Cw (1/n);
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ainsi, en tenant compte de l'inégalité (4.3),
[Am(x) = A, (%) | <2Cw(l/n) {C'Algn+n]AN |+
n—2
+ X+ DIAN],
v=0
quels que soient x et m>n — 1.
Il s’ensuit d’apres le raisonnement précédent que

An(x)— A, (x)»0 lorsque n- oo,
quels que soient x et m_>n — 1. Ainsi la suite A,(x) converge unifor-

mément dans lintervalle (0,2 x), ce qui, avec (4.4) et d’aprés (4.2), achéve
la démonstration du théoréme 3.

5. Pour simplifier les calculs dans la démonstrations du théoréme 4
nous supposons que x =0, et que f(x) soit une fonction paire avec
7(0) = 0. Alors la fonctionnelle (1.5) se réduit a

Un (1 0)=%f £ K () dt,
: 0

ol
1 no
Kn(f)=—+ 3 dpcoskt.
2 =

Il nous reste a montrer que
Un(f,0)+0, n- oo.
Soit T, (t) le polyndéme trigonométrique de Jackson d'ordre n — 1

pour la fonction f(x). Alors, on a
l [0 = Tucs 0+ T 1K (0 dti -
0
=‘ [tO-Ts @K dt+ [ Tos KO a j<
0 0

< [iro- Tn-l(t>||1<n(t)|dt+“' Tn_i(t)Kn<t)dt]<
0 0

Lw(l K, (t)|dt ! To_ (O Kn d'.
w(/n)of! Gl +|0f (O Kn(d)



32 M. Tomi¢

En procédant de la méme manidre que dans le numéro précédent,
on obtient (voir la formule (4.3)) aprés deux transformations abeliennes
que le premier terme du second membre de la dernitre inégalité est
d’ordre

w(1/n) Al g n. .1)

Enfin, dans le dernier terme, sous le signe de lintégrale se trouve
le produit de deux polynomes trigonométriques en termes des cosinus.
De Ia résulte

ki 4
(fT,,_i(t)K,,(t)dt =-§|M’c1+}\§'c,+---+)\§,’_1cn_1|,
0

oit I'on a pose que (c, +c,+---+c¢,_,) représente T,_, (0), et qui
converge uniformément vers f(0)=0. Du fait que la suite {\}} engedre

aussi un procédé régulier® de sommation, on a finalement
[Afc, +23¢y + -+ Mgy |20, oo
ce qui, avec (5.1), démontre le théoréme 4.

(Regu le 13 avril 1955)
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