UBER SUMMIERBARKEITSFAKTOREN UND VERWANDTE FRAGEN
BEI CESAROVERFAHREN 1.

von

ALEXANDER PEYERIMHOFF (Cincinnati/Ohio)

Wir werden uns in dieser Arbeit mit einigen Sitzen iiber Summier-
barkeitsfaktoren bei Cesaroverfahren beschiftigen und zwar hauptsichlich
mit Faktoren der Typen (Cq, Cp), (|C«|, |Cpl) und (Cs, [ Cpl). Wohl
der bekannteste unter diesen Sitzen ist der nach I. Schur benannte Satz
fir den Typ (Ca, Cp)¥:

Eine Zahlenfolge {e,} fiihrt genau dann jede Cq-summierbare Reihe
Za, («=>0) iber in eine Cg-summierbare Reihe 2 a,€, (8 =0), wenn gilt

O (nf=%) fir B=a

d Z(n+1)*| Actlg, .
o fir pza M EOFUIETEISE

(1) e,,={

Wir werden im folgenden zeigen, dass dieser Satz nur eine andere
Form des folgenden Satzes ist: ~

Eine Zahlenfolge €, = O (1) fiihrt genau dann jede Folge {8,} mit

(2) Sn=0(), Z(n+1)P|AH S, | < o0
iiber in eine Folge {5, ¢,} mit
3) Z(n+1)*| A%t g, 8, | < o0,

wenn (1) erfillt ist.

Entsprechende #quivalente Formulierungen werden fiir die iibrigen
Typen von Summierbarkeitsfaktoren abgeleitet.

1) Der Satz wurde von Schur [15] ohne Beweis angegeben; Beweise gaben
Bosanquet [6], [7] (x, B ganz bzw. beliebig) und Knopp [9] (x ganz, B beliebig).
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Funktionalanalytisch aufgefasst stehen diese Sitze in enger Beziehung
zu der Tatsache, dass der konjugierte Operator eines linearen Operators
ebenfalls linear ist?.

Der hier gegebene Zusammenhang erlaubt es, einen recht einfachen
Beweis fiir den Schurschen Satz anzugeben. Der hinreichende (und
schwierigere) Teil dieses Satzes folgt fir ganzes a«==0 und beliebiges
B =0 aus (3) fast unmittelbar mit Hilfe der bekannten Formel

@) AP Xy Y = 7—% (i) At xy AP yupy (P20 ganz).
Y

Entsprechendes gilt fiir die iibrigen Typen von Summierbarkeitsfak-
toren®. Fiir beliebiges p =0 werden wir im Teil II dieser Arbeit Entwick-
lungen angeben, die (4) entsprechen.

Alle in dieser Arbeit vorkommenden Zahlen diirfen — soweit nicht
anderes festgesetzt ist — komplex sein. Die Indizes der betrachteten
Cesaroverfahren werden wir der Einfachheit halber als reell voraussetzen®,

1. SATZE UBER MATRIXTRANSFORMATIONEN

Wir betrachten Matrixtransformationen der Gestalt

(5) yn=Eanvxv (nxO,l,Q,...),

v=0

WO X,, Vn, Gny komplexe Zahlen seien. Im folgenden bedeute K stets eine
Konstante, deren Wert aber von Fall zu Fall verschieden sein darf.

Die folgenden Hilissitze 1 und 2 sind wohlbekannt, es handelt sich
um die Sitze von Toeplitz und Knopp-Lorentz®.

2 Vgl hierzu Banach [4] S. 100 Th, 3. Eine genaue Verfolgung dleses Gedankens
stosst auf gewisse Schwierigkeiten die darin begriindet sind, dass der Banachraum der
beschrinkten Folgen nicht separabel ist.

% Flir ganzes ¢ == 0 und 3 =0 wurden alle genannten Typen von Bosanquet [6)
untersucht. Fiir den Fall (C«, Cg) und beliebiges o und 8 vgl. die in?) genannten Arbeiten.
Fiir beliebige a =0 und B =0 wurden die (| Ca|, | Cp|) Faktoren von Aundersen {3}
Chow [8] und dem Verfasser [14] untersucht.

4) Unsere Uberlegungen konnen jedoch auf komplexe Indizes ausgedehnt werden.

) Knopp-Lorentz [10] Satz 1. Vgl, auch Mears {11] S. 595 Th, 1.
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HILFSSATZ 1. a) Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fir alle
beschrinkten Folgen {x,} (oder fiir alle Nullfolgen {x,}) existiert und diese
in beschriinkte Folgen {y,} transformiert, ist die Bedingung

(Zn) Y law| <K (n=0,1,2,...; K unabhingig von n).
v=0
b) Notwendig und hinreichend dafir, dass () fiir alle konvergenten
Folgen {x,} existiert und diese in konvergente Folgen {y,} transformiert, sind
die Bedingungen (Zn),

Zs lim 3 Qny = 4,

(2s) lim 3 any

und

(Sp) lim a¢,y=a, (v=0,1,2,,..).
n—-yow

HILFSSATZ 2. Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fir alle Folgen
{x,) mit |x,|< oo existiert und diese in Folgen {y,} mit £|y,|<oo
transformiert, ist die Bedingung

) S law|<K (v=0,1,2,...; K unabhingig von v).

n=0

HILFSSATZ 3. Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fir alle
beschrdnkten Folgen {xn} (oder fiir alle Nullfolgen {x,}) existiert und diese
in Folgen {yn} mit Z|y,| < oo transformiert, ist die Bedingung

() 12X 2l <K

neRN veM

fiir alle endlichen Untermengen I und N der nichinegativen ganzen Zahlen;
K unabhdngig von M und N.

Beweis. Wir stellen zunichst die einfache Tatsache fest, dass eine
Reihe = x, genau dann absolut konvergiert, wenn es ein K gibt mit
|35, xn | <K Hiir alle 9t der oben beschriebenen Art (es ist dann

=® o 1% | < 4K). Es folgt, dass die Existenz von (5) und die Beziehung
2 |yn| < oo fiir alle x, = O (1) (oder x, =o0(1)) gleichwertig ist mit den
Bedingungen

(8) Slam|<oo (1=0,1,2,...)

y=0
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und

©) 1T Sanxl=13 0 awl<K

nteRv=0 v=0 netR

fiir alle % der beschriebenen Art. Dabei ist K nur von der Wahl der
Folge {x,} abhingig. Alle Mengen 9N koénnen als abzdhibare Folge 9€,,
RNs,... angeordnet werden und somit folgt aus Hilissatz 1, dass (8) und
(9) gleichwertig sind mit

(10) SIS awl<K

v=0 ntRN
und.dies ist gleichbedeutend mit (7).

HILFSSATZ 4. a) Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fir alle
Folgen {x,} mit £ |x,|<C oo existiert und diese in beschrinkte Folgen {y,}
transformiert, ist die Bedingung

(11) fan, | <K (n,v=0,1,2,...; K unabhingig von v und n).

b) Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fir alle Folgen {x,} mit
2| x, | < oo existiert und diese in konvergente Folgen {y,} transformiert, sind
die Bedingungen (11) und (Sp).

Fiir einen Beweis vgl [13] S. 269, Lemma 6 und Lemma 7 (die
dortigen Ergebnisse gelten auch im Komplexen).

Wir bezeichnen die gespiegelie Matrix zu einer Matrix Y = (a,,) mit
A* = (any ), amy = Gyn. Offensichtlich erfilllt eine Matrix U genau dann die
Bedingung (Zn), wenn A* die Bedingung (6) erfillt; ferner wird jede der
Bedingungen (7) und (8) genau dann von 9 erfiillt, wenn sie fiir Y* gilt.
Betrachten wir also neben (5) noch die Transformation

o« -]
(12) Ya =3 Gny Xy =3 Qun Xy,

y=0 v=0
so gelten die folgenden Sitze.

SATZ 1. Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fiir alle beschrinkten
Folgen {x,} (oder fiir alle Nullfolgen {x,}) existiert und diese in beschrinkte
Folgen {y,} transformiert ist die Bedingung, dass (12) fir alle Folgen {x,}
mit T | xp | << oo existiert und diese in Folgen {y,} mit T |yn|< oo trans-
formiert.

SATZ 2. Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fiir alle beschrinkten
Folgen {x,} (oder fiir alle Nullfolgen {x,}) existiert und- diese in Folgen
{yn} mit £ |yn| << oo transformiert ist, dass (12) dieselbe Eigenschaft besitzt.
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SATZ 3. Notwendig und hinreichend dafiir, dass (5) fir alle Folgen
{xn} mit 2 |x,|< oo existiert und diese in beschrinkte Folgen {y,} trans-
formiert ist, dass (12) dieselbe Eigenschaft besitzt.

2. BEDINGUNGEN FUR SUMMIERBARKEITSFAK TOREN
BEI NORMALEN MATRIZEN

Es sei (@) eine normale Matrix, d. h. es ist a,, 0 (n=0,1,2,...)
und a,,=0 fir v > n. Die Matrixtransformation

n
(13) Yn = 2 Gy X,
ve=0

besitzt eine inverse Transformation, die wir mit

n
(14) Xy = an'nv Yv
bezeichnen wollen.

Es sei (b.y) eine Dreiecksmatrix® und {e,} eine Zahlenfolge. Wir
betrachten die Transformation

n n P n
(15) Zp = E bup xp &p =E by 8}12 a'py Yy = E Any Yy
p=0 P.=0 v=0 v=0

n
Any = 2 bnp. a'p.v E€n.
b=y

Eine Antwort auf die Frage, wie die Zahlen &, beschaffen sein miissen,
damit 2z, = O (1) oder.Z|z,| < oo ist fiir alle Folgen {xu} mit y, = O (1),
yp.=o0(l) oder Z|yun|<<oo ergibt sich nun unmittelbar aus den Sitzen
1—3 des vorangehenden Paragraphen.

SATZ 4. Genau dann wird jede Folge {x,} mit y,=0 (1) (bzw. y, =0 (1))
durch (15) transformiert in eine beschrinkte Folge {z.}, wenn fir alle {on}
mit Z|a,|< oo die Reihen S2,Amwa, (v=0,1,2,...) existieren und

(16) élihmﬂ<w

v=0 5=y
ist.

$) Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf Dreiecksmatrizen; die folgenden
Uberlegungen konnen aber auch auf allgemeine Klassen von Matrizen ausgedehnt werden.



144 Alexatider Peyetimhoff

SATZ 5. Genau dann wird jede Folge {xn} mit |ya| < oo durch (15)
transformiert in eine Folge {z,} mit £|zn| < oo, wenn fiir alle beschrdnkten

Folgen {bn) die Reihen Z3_, Ap by (v=0,1,2,...) existieren und

a7 S Amba=0(1) (ba=0(1))

n=y

ist fiir v-»o0.

SATZ 6. Genau dann wird jede Folge {xn} mit yn=0 (1) (bzw. yn=0 (1))
durch (15) transformiert in eine Folge {za} mit T|2n|< oo, wenn fiir alle
beschrankten Folgen {bn} die Reihen Zjwy Apy bn (v=0,1,2,...) existieren
und

a o«

(18) DI Amba| <o (ba=0(1))

. v=0 n=vy
ist.

SATZ 7. Genau dann wird jede Folge {xn} mit Z|yn|< oo durch (15)
transformiert in eine beschrinkte Folge {z,}, wenn fiir alle {ctn} mit T |an|<oco
die Reihen 22, Anvon (v=0,1,2,...) existieren und

(19) gvAm, aO(1) (Ela,| < o0)

ist fiir vo>o0.

7USATZ 1. Die Sitze 5 und 6 bleiben wortlich richtig, wenn nur Null-
folgen {bn} zugelassen werden.

ZUSATZ 2. Die Sitze 4 und 6 bleiben wortlich richtig, wenn nur Fol-
gen {x»} mit konvergentem {y»} zugelassen werden.

ZUSATZ 3. Werden in Satz 4 (Satz 6) nur Matrizen (An) betrachtet,
welche die Bedingungen (Zs) und (Sp) ((Sp)) erfiillen, so gibt (16) ((19))
die genauen Bedingungen dafir, dass jede konvergente Folge {ya}
(Zlya| < o0) in eine konvergente Folge {zn} iibergefithrt wird.

Eine Reihe T x, heisst C-summierbar durch ein normales Matrixver-
fahren C das durch eine normale Matrix (cay) dargestellt wird, falls die durch

n
(20) Yn = 2 Cny Xy (n=0,1,2,...)
v=0

erklarte Folge {y.) konvergiert. Ist y. = O(l), so heisst die Reihe C
beschrankt und ist | yn + yn—q} < 00, so heisst die Reihe |C|-summier-
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bar. Aus (20) ergibt sich sofort die Darstellung
n
(21 g"=Yn—J’n—1=v§0 Cny Xy (V_1 =0, Cog=Cops Cny=Cny=~Cn—r,v, N=1)

und den Bedingungen {y.} konvergiert, yo»=0(1) und Z{yn—yn—y| < o0
entsprechen die Bedingungen 7 {» konvergiert, = {a=0(1), Z|Ln| <oo
und umgekehrt. Wir nennen (20) die RF-Form (Reihen-Folgen) und (21)
die RR-Form (Reihen-Reihen) des Matrixverfahrens C7.

Das Verfahren C heisst konvergenztreu (absolut konvergenztreu), wenn
jede konvergente (absolut konvergente) Reihe T x, in eine konvergente
Folge {yn} (absolut konvergente Reihe ={¢,) transformiert wird und perma-
nent (absolut permanent) wenn dariiber hinaus noch stets 2x, = lim y»
(Zxy ==, fiir alle £|x,|<oo) ist. Ist C permanent (absolut permanent),
so gilt fiir die Matrix (cay) der RF-Form die Beziehung
(22) _ lim ¢pe=1 (k=0,1,2,...),

nyw©
wie man sofort durch Betrachtung der speziellen Reihen X x, mit x; = 1,
xy =0 (v==k) erkennt.

Wir werden im folgenden in den Sdtzen 4 -7 die Matrizen (any) bzw.
(bay) als Darstellungen von Matrixverfahren A bzw. B auffassen die auf
die Reihen Zx, bzw. £ x, e, angewandt werden, so dass die Sitze 4-7
(bzw. Zusitze) Bedingungen angeben fiir Transformation von A-summier-
baren, A-beschrinkten, | A |-summierbaren Reihen X x, in Reihen Zx,s,,
die B-summierbar oder |B|-summierbar sind. Somit ist fiir (as) in den
Sdtzen 4 und 6 die RF-Form und in den Sitzen 5 und 7 die RR-Form
zu verwenden, wihrend fiir (b,,) die RF-Form in den Sitzen 4 und 7 und
die RR-Form in den Sitzen 5 und 6 einzusetzen ist.

HILFSSATZ 5. Es sei A und B normale Matrixverfahren. Ist B perma-
nent und A absolut konvergenztreu und bewirkt eine Folge {e,} eine der in den
Sdtzen 4 — 7 genannten Transformationen, soist €,= O (1) und €, = O (@an/bnn)*.

Beweis. Die Annahme iiber {e,} impliziert, dass jede | A [-sum-
mierbare Reihe 3 x, iibergefiihrt wird in eine B-beschrinkte Reihe X x, e,
(gehen in den Sitzen 4 und 6 alle y, = o (1) {iber in 2,=0 (1), so auch

7} Jeder RF-Form entspricht genau eine RR-Form und umgekehrt.
8 Die RF- und RR-Form eines normalen Verfahrens haben dieselben Diagonalelemete.

Publications de Institut Mathématique 10
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alle y, =0 (1)). Es ist also ((bn) in der RF- und (a,) in der RR-Form)

n n
E bnp.X}le}L=2 Anvyvzo(l) (n"oo)
=0 v=0

fir alle |y,|< oo, und daraus folgt nach Hilfssatz 4, dass |A,, | S K ist.
Setzen wir xx =1, x, =0 (v==k), so ist

[ b 8| < K Ekla,,k] (k<n), d. h. |breex| < K| am| und |sk|§K2k|avk|
Voa =

(wegen (22) ) und daraus ergeben sich (beachte Hilfssatz 2) sofort die
Behauptungen®.

3. SPEZIALISIERUNG AUF CESAROVERFAHREN

Wir wollen die in den Bedingungen (16)—(19) auftretenden Summen
fiir Cesaroverfahren berechnen. Dabei ist der Unterschied zwischen der
RF- und RR-Form zu beachten.

Das Cesaroverfahren Cy (a > — 1) wird in der RF-Form dargestellt
durch die Transformation

(23) c,,=-1—&}"]A,‘:‘_,a,, (n=0,1,2,...; A} = ("iM),
An v=0
und in der RR-Form durch
n
(24) (=ap lim— 3 ASIva, (121).
nAn v=0

Die inversen Transformationen sind
n n
(25) a4, =3 A5G AT oy, ay—=Uo, o= -I—EA;f:‘vAs‘gv (n=1).
y=0 n y=o
Fir a0 ist das Verfahren C, permanent und absolut permanent.

Zu einer Zahlenfolge {8,} wird die Differenz A*§, (« beliebig) erklart
durch

(26) A%, =3 AZST 8,

Vil

(falls die Reihe konvergiert). Ist §,=0 (1), so existiert A*8, offenbar fiir
a=0 und alle n. Ist 8, = O (1/n¥) (Y =0), soist A*§, = O (1/nY) (a =0).

9) Vgl. hierzu [13] S. 275 (46) und S. 280, Satz 10.
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Setzt man in (15) fiir (a,y) das Cq —Verfahren in der RF - bzw.
RR-Form ein, so ergeben sich aus (25) und (26) die folgenden Beziehungen

(27) 3 A ca = AT ASH (evz By c,,), »y>0 (Cq in der RF-Form)

n=v n=y

. pA® Aa(i’i By cn), p=>2
(28) Y Amcn = V n=y (Cq inder RR-Form).

-3
n=y €0 3 no Cn > v=20
=0

Diese Beziehungen sind zunidchst rein formal; sie sind sicherlich
giiltig (einschliesslich der Existenz der links stehenden Summen), falls die
rechts stehenden Doppelsummen absolut konvergieren.

4, HILFSSATZE UBER DIFFERENZEN

HILESSATZ 6. a) Es sei B=0. Genau dann erfillt eine Folge {8,}
die Bedingungen

(29) 8,=0(1) und Z(n+1)F|APH§, | < 0,
wenn gilt
30 o=+ Y Al — T mit T|a,|<oo.
(30 T A o LAES
b) Es sei B> 0. Genau dan erfillt eine Folge {8,) die Bedingungen
o)
= BS —
31) 8,=0() und AP, pryeat
wenn gilt
el - b
32 Sp=c+ Y Al ——— mit b,=0(1).
(32) T Al "= 0(1)

Dies ist auch fiir B =0 richtig, wenn ¢ =0 gesetzt wird.

¢) Genau dann ist (21) bzw. (31) fiir eine Nullfolge erfiillt, wenn (30)
bzw. (32) mit ¢ =0 gilt.

Beweis!® Wir stellen zunichst fest, dass fiir alle £|a,| < oo die

Beziehung

10) Vgl. hierzu {12] S. 40—43 und [14] § 1.

10+
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A-p(A=1 T ) A=t [P
(33) ' Terp) AT @t 7)
B=0, p<=B+1, ¢gZB+1, p+qgx=B+1)

gilt. Dies ergibt sich durch unmittelbare Ausrechnung (alle auftretenden
Summen und Doppelsummen sind absolut konvergent). Speziell folgt aus
(33) fiir b, = O (1) die Beziehung

A= b0 N_p-pro [ __bn
(34) A (A (n+1)P+1) are q)((n+l)9+1)
(B>0, p<B+1, ¢g<B+1, p+g<B+1).

Gemiss der Definition (26) kann man (30) bzw. (32) folgendermassen
schreiben:

qn

8p = c+ A—B+) PFSTT (=c+0(1))
bzw.
8, ~ctA—p _—0n (=:c+O (l) )
(n + 1)p+! n

(Die eingeklammerten Beziehungen sind unschwer nachzurechnen). Wegen
(33) bzw. (34) gilt nun (29) bzw. (31).

X
(n + 1)
(eventuell mehrfache) Anwendung eines Lemmas von Andersen'® folgt

nach (33), dass A8, =A—F On
(n + 1)F

S A8~ A (A—ﬁ— % ):—A-(Hl) %n__ existiert; dies ist aber
= 1+ 1)P (n + 1)P

gerade die Beziehung (30), wenn lim 8, =c gesetzt wird. Ganz entspre-
n-»o

chend folgt (32) aus (31) (fiir g > 0).

Aus (29) folgt die Beziehung Ae+1§, = (Z | an | < 00). Durch

ist. Daraus folgt wegen (33), dass

HILFSSATZ 7. Aus 8, = O (1) und A® %, = o) B=0) folgt
(n+1) nftl
oa) (n- o0). »

ne

ARS8, =

i) Andersen [1], [2], Bosanquet [5]. Ist xa=0(1) (=o0(1)), so ist
A« (AB xp) = A%+B xp, (und beide Seiten existieren) fir a> ~1, B>0, a+p>0
(a=-1, =0, a+p=0).
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Dieser Sachverhalt ist bekannt!®,

HILFSSATZ 8. Erfiillt eine Zahlenfolge {8,} fir B=0 die Bedingungen
(29), so ist
S @ AH 8 <o (-1<TZP),

n=0

(35) -
S (4 DE[ AR5, | < 00 (AZ0)
0

und

@) ars,=20 o<r<p 25,-20 (>0 @)
i n

Dieser Sachverhalt ist bekannt!®). Die Beziehungen in denen A auj-
tritt, sind primitive Folgerungen der davorstehenden Beziehungen fur y=g8.

HILFSSATZ 9. Erfiillt eine Zahlenfolge {8,} fir 3 =0 die Bedingungen
(31), so ist

6,,=c+0(-;11-) (c=0 fir B=0),

(37) ATS, =0 ( nY1+1 ) 0<y=p)

AP, o(_l) (. = 0).
nB+l1 -

Die erste Beziehung in (37) folgt aus Hilfssatz 6, die dritte ist eine
primitive Folgerung aus der zweiten (bzw. fiir B = 0) und diese ist bekannt*®-

BEMERKUNG. Die Hilfssidtze 8 und 9 konnen in einfacher Weise bewie-
sen werden durch Verwendung der Darstellungen (30) bzw. (32) und
anschliessende direkte Ausrechnung. Diese Rechnung kann vermieden
werden, wenn man die Sitze 4-7 auf die bekannten Beziehungen
O(CY) SO(Cs), ICy|SO(C) md |G SIC| (- 1<y<B)™
anwendet. Aus den Sitzen 4,7 und 5 folgt in diesen Spezialfillen (ep =1;
Formel (27) bzw. (28)!9)), dass die folgenden Beziehungen stets richtig

12) Vgl. [14], § 1.

13) Vgl, Andersen [!], [], Bosanquet [5], Lemma 2.

14) Vgl. etwa [14], Lemma 1.

1) O(Cs) bzw. | Cs| seien die Rdume der Cg - beschridnkten bzw. | Cs | -summier-
baren Reihen.

16) Die fiir die Giiltigkeit dieser Formeln hinreichende absolute Konvergenz ist in
den folgenden Fillen offenbar vorhanden.



150 Alexander Peyerimhofi

sind (§ =0):

38) 3 Af|ars (ﬁ AR, %) <o (~1<Y<B; Z|an| < o),
yom( Neay n

69 vy ar(— 5 afl, By) = 0 (1), v (= 1< TP, 2lon | <o0),
Y N pB-1 bn - _ _

(40) vA) AY(E’ Ag (n+1)f’+1) O(1), v oo (- 1< Y<B, by = O(1)).

Beachtet man die Darstellungen (30) bzw. (32) so erkennt man, dass aus
(38) die Beziehung (35), aus (39) (nach Anwendung von Hilfssatz 7) (36)
und aus (40) die Beziehung (37) folgt.

In dhnlicher Weise kann Hilfssatz 7 bewiesen werden durch Verwen-

dung der Tatsache, dass eine Reihe Xa, | Cy|- summierbar ist (a=>0),
falls

hd 1 ud a—1
2 e Anoy a, | < oo
n=0 An n=0

ist!"),

5. SUMMIERBARKEITSFAKTOREN UND ZUGEHORIGE
BEZIEHUNGEN UBER DIFFERENZEN

Wir wollen im folgenden die Sitze 4,5 und 6 fiir den Spezialfall
A=Cq, B=Cs (0 =0, B=0) formulieren. Nach Hilfssatz 5 kommen
dabei nur Folgen €,=0 (1) (und e,= O (nf~%)) in Frage. Daraus folgt,
dass die Formeln (27) und (28) erfilllt sind, falls {c,} die durch den
jeweils in Rede stehenden Satz geforderten Eigenschaften besitzt und
fiir (bny) die zugehorige Form der Cesaroverfahren eingesetzt wird.
Dariiber hinaus sind auch noch die im Zusatz 3 zu Satz 4 auftretenden
Bedingungen erfiillt'®,

n
) Ist np AS = = AS~lay und ist §n durch (24) erklirt, so ist fiir 7> 1
y==0
o« n—

1
A¢ .
”AI? vzo v RS

8) Denn ist (any) bzw. (bny) die RF-Form des Co- bzw. Cp- Verfahrens (a«=>0,
B=0), so ist

Cn=—

A% n
im Apy = lim—% 3 Af_, A7% e, =ATAH e,
AH L=y
(Cp ist permanent) und 3)_o Anv=¢, (1 =0,1,2,...).
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SATZ 8. Eine Folge {e,} fiihrt genau dann jede Co —summierbare
(Ca — beschrinkte) Reihe T a, (a=0) iiber in eine Cg —summierbare Cg — be-
schrankte) Reihe T aye, (8=0), wenn gilt: Es ist e,=0 (1) und

(41) 3 (1) | A%H g,8, | < co

1]

gilt fiir alle Folgen {8,} mit

(42) Sa=o0(1), 3 (n+)F|AFH S, | < oo.
0

SATZ 9. Eine Folge {e,} fiihrt genau dann jede | Cq |~ summierbare Reihe
Ta, («==0) iber in eine |Ca|- summierbare Reihe T a,e, (B =0), wemn
gilt: Es ist €, = O (1) und

(43) A%g, 8, = 0 () (n~» )
I

fiir alle Folgen {8,} mit

1

(44) 8a=o0(l), ABS, = -%3_(}) (1 0o,

SATZ 10. Eine Folge {e,} fihrt genau dann jede Cq— summierbare
(Cq - beschrinkte) Reihe Tay (a==0) iiber in eine |Cg!—summierbare Reihe
Ta, ey (B=0), wenn gilt: Es ist e;=0 (1) und

(45) S (n+1)s | AvH e, 8, | <oo
0

fiir alle Folgen {8,} mit

8,  O(1)

(46) 5,=0 (1}, A?-}—Z—= prve (n- o0).

1) Aus (44) folgt (Hilfssatz 9), dass sogar 8, = O (1/n) ist.
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Beweis der Sitze 8—10. Die Bedingungen (16), (17) und (18)
nehmen wegen (27) und (28) im vorliegenden Spezialfall folgende Gestalt an:

(47) S a8 A«+l(e\,§: AP, %) <o (S]ay] < o),
=0 n=y - n
© b
48 atl Aa (g, 31 ABTL ")=01 b, = 0(1)),
48) v (s ¥ A n) =00 (1)
(49) i Ay Aa-!—l(s\,viAS:‘l, —%) <oo (b=0()),
v=1 n=y nAgp

und dies sind nach Hilfssatz 6 gerade die in den Sitzen 8—10 auftreten-
den Bedingungen.

BEMERKUNG. Man kann aus dem Zusatz 1 zu den Sitzen 5 und 6
folgern, dass die Sitze 9 bzw. 10 richtig bleiben, wenn in den Bedingungen
(44) bzw. (46) das ganz rechts stehende O durch o ersetzt wird.

6. BEWEIS EINIGER MIT SATZEN UBER SUMMIERBARKEITSFAK TOREN
GLEICHWERTIGER SATZE UBER DIFFERENZ (GANZZAHLIGE INDIZES)

Notwendige und hinreichende Bedigungen dafiir, dass eine Folge {&,)
die Beziehung (41), (43) oder (45) fiir alle in Frage kommenden §, erfiillt,
sind {iber die entsprechenden Sitze fiir Summierbarkeitsfaktoren bekanntze,
Im folgenden werden wir uns direkt mit diesen Beziehungen beschiftigen.

SATZ 11. Es sei a =0 ganzzahlig und 8 =0. Genau dann erfillt eine
Folge e,=0 (1) die Bedingung (41) fiir alle 8, mit (42), wenn gilt

(50) Sn+1)F|Act g, | oo
und
(51) gn = O (nf~%) fir B<La.

Beweis. Setzt man die Darstellung (32) fiir die Folgen (42) ein
in (41), so folgt (vgl. den Beweis von Hilfssatz 3), dass gilt

20) Vgl ') und 3).
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d & B 4—a—2
| X (n+1)eacte, 8,]=]3 =% Y @+1)*Y Apf, 475 %e, <K
néN p= R v=n

(fiir £ |ay| << oo, K unabhingig von 9t); nach Hilfssatz 4 ist also

T (1) 3 Aoty grete | <k
ntR v=n A5 R
n=p

(K, unabhdngig von ) und fiir p » oo folgt darus (50) (sogar fiir alle
a=0). Aus Hilfssatz 5 folgt (51) fiir alle « =0 (oder fiir ganze a =0
aus der Tatsache, dass (41) gelten muss fiir alle 8, mit £ (n +1)8|8,] < o0).

Fiir jedes p mit 0 <p<La+1 folgt aus (42), (50) und (51) nach
Hilfssatz 8, dass gilt (¢ fest)

(52) T(n+1)=|An+tl—re, AP, | =
OMZ(Mm+1)F|ArS,|<oo falls p<La und B+1<p<La+t],
=1 OMZ(n+1p-tArS,[<oo fir ] <p< Max (a+1, B+ 1),
O(M)Z(n+l)sr|Ast=re, | oo fiir 0 <p <.

Wegen (4) (g=p=0,1,...,a+ 1) sind also (50) und (51) auch hin-
reichend. '

SATZ 12. Es sei a=0 ganzzahlig und B =0. Genau dann erfiillt eine
Folge e, = O (1) die Bedingung (43) fiir alle 8, mit (44), wenn gilt (51) und

e _ O (1, oy,

(53) peln =

Beweis. Die Notwendigkeit von (53) folgt mit 8, =1/n (sogar fiir
alle o =0) und (51) folgt aus Hilfssatz 5 fiir alle « =0 (oder fiir ganzes
a = 0 aus der Tatsache, dass (43) gelten muss fiir alle §, mit §, = O (1/nf+)).

) Nach [14] § 1 kann (53) auch durch die gleichwertige Bedingung A« e, =
=0 (1)/ne ersetzt werden.
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Fiir jedes p mit 0 <p <« folgt aus (44), (51) und (53) nach den Hilfs-
sdtzen 7 und 9, dass gilt (¢ fest)

(54) ne+l Ae—p e, APS, , o =

et ngzs,,”:om falls B<<o und B<p<a,

n

et O s _o0(1) fir 0<p<8.

ne—r

Wegen (4) (g=p=20,1,..., a+ 1) sind also (1) und (53) auch hin-
reichend.

SATZ 13. Es sei « =0 ganzzahlig und B = 0. Genau dann erfiillt eine
Folge €, = O (1) die Bedingung (45) fir alle 8, mit (46), wenn gilt (30), und

(55) S(n+ 1)e-Blg,| < oo fir B<a+1,

bzw.

(56) b I fir p=a+ 1.
n+1

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass (50) und (55) bzw. (56) hinrei-
chend sind. Fiir jedes p mit 0 <p <o+ 1 ist (g fest)

(67) S+ 1)yjactt-re, AP 8., | =
C O(D)Z(n+ DeriAsti—reg, <o fr 0ZKp<LB

und 0:<___p<a+1,v
= O()Z(+ 1) Pfleg,|<oo falls BLa+1, p=8,

En <oo falls p=a+1, B=a+1.

o)z

n+1

Nach (4) (g =p=0,1,...,a+ 1) sind also (50), (55) und (56) hin-
reichend. Dass (00) notwendig ist, ergibt sich sofort aus 8, =1 (sogar fiir
alle @ =>0) und dass (55) notwendig ist, folgt aus der Tatsache, dass (49)
gelten muss fiir alle 8, = O (1/nf). Ist nun B > a4+ 1, so folgt aus (50), dass
S(n+ 1)* AP £, AP 8, p | <C oo st fiir 0 <p <a+1 (dies ist aus der
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ersten Zeile der rechten Seite von (57) zu ersehen). Die fiir p=a <1
iibrigbleibende Bedingung

Z(n+ 1)%|e,| A% 84| < 00
ergibt mit 8,=1/A5 , p==0 und Rp =0 wegen

1
ACH § — p 22)
" ptatl Abtd

gerade (56).

Bei einer genauen Durchsicht der Beweise der Sitze 1113 erkennt
man, dass mehr bewiesen wurde als im Wortlaut dieser Sdtze enthalten
ist. Dies geschah deshalb, um die weiteren Uberlegungen vorzubereiten,
die sich auf nicht ganze o beziehen (Teil II dieser Arbeit). Wenn nur die
Frage nach Summierbarkeitsfaktoren der in den Sitzen 8-—10 aufretenden
Typen behandelt werden soll (a ganzzahlig), so werden verschiedene
Uberlegungen dieser Arbeit gar nicht bendtigt. Um etwa den hinreichenden
Teil des in der Einleitung genannten Satzes von Schur zu beweisen
geniigt es nach Satz 4, die Richtigkeit der Beziehung (47) nachzuweisen
(man kann dabei noch B <« annehmen), Setzt man dort zur Abkiirzung

GV

8,,=mAf —
X Avon (v+1)°

v=n
so geniigt nach (52) zum Beweis von (48) die Kenninis der Beziehungen
8a=0(1), ZT(n+1p1|A|pd,|<<oo (p ganzund < B+ 1)

uad
Z(n+1)F|APHERG, | <o (A=0)

(diese konnen aus der Darstellung von 8, miihelos gewonnen werden)
und die Tatsache, dass A7¢, = O (1/n9) (g ganz und 0 <g<a) aus (50)

und &, = O(1) folgt [6] (Bosanquel) Lemma 7). Entsprechendes gilt in
den {ibrigen Fillen.

(Eingegangen am 7. Dezember 1955)

22) Vgl. hierzu [13], S. 288 Fussnote 4), Das hier gewdhlite Gegenbelspiel entspricht
genau dem von Tatchell [16] angegebenen.
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