ENTWICKLUNG ANALYTISCHER FUNKTIONEN AUF RIEMANNSCHEN
FLACHEN NACH ALGEBRAISCHEN ODER GEWISSEN ENDLICH
VIELDEUTIGEN TRANSZENDENTEN FUNKTIONEN

von
M. RADOIJCIC (Beograd)

ZUSAMMENFASSUNG — Es, wird die Entwicklung gegebener analy-
tischer Funktionen auf beliebigen Riemannschen Flichen nach algebraischen
Funktionen betrachtet und sodann die Erweiterung der Entwicklungssdtze von
Mittag-Leffler und Welerstrass auf Riemannsche Flidchen, so dass die rationalen
Funktionen von Mittag-Leffler durch algebraische und die Faktoren von
Welerstrass durch gewisse, auf geschlossenen Riemannschen Flichen transzen-
dente Funktionen ersetzt werden. Nach kurzer Wiedergabe seiner fritheren
Resultate erginzt der Verfasser dieselben, insbesondere durch eine eatsprechende
Ubertragung der Entwicklungssitze von Mittag-Leffler und Welerstrass auf
nichtgeschlossene Riemannsche Flichen, welche Uberlagerungsfolgen von
geschlossenen Riemannschen Flichen, die sie grenzweise enthalten, zulassen,

1. PROBLEMSTELLUNG. — Auf zwei Wegen kann man die allgemeinen
Entwicklungssitze fiir eindeutige analytische Funktionen, an erster Stelle
die von Runge, Mittag-Leffler und Weierstrass, auf nichtgeschlossene
Riemannsche Flichen zu iibertragen suchen. Welcher Weg eingeschlagen
wird hingt davon ab, welche Eigenschaften man bei den approximierenden
Fuoktionen aufrecht zu erhalten wiinscht. In den Sidtzen von Mittag-Leffler
und Runge hat man es nidhmlich mit rationalen Funktionen zu tun, die also,
einerseits, in der ganzen Ebene existieren, wihrend die Entwicklung nur
in einem Teile der Ebene gelten mag, und die, anderseits, zur allgemeinen
Klasse der algebraischen Funktionen gehoren. Dementsprechend kann man
bei der Ubertragung dieser Sitze auf Riemannsche Flichen wiinschen,
entweder dass auch jetzt die approximierenden Funktionen auf einer im
Allgemeinen umiassenderen, die gegebene Fliche enthaltenden Riemanchen
Flache definiert seien, oder aber dass die approximierenden Funktionen,
statt rational zu sein, mehrdeutige algebraische Funktionen seien.
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Auf dem ersten Wege erhilt man die bekanante Ubertragung von
H. Behnke und K. Stein, der Sitze von Runge auf nichtgeschlossene
Riemannsche Flichen ([2], Satz 6, erster Approximationssatz genannt). Auch
die Sdize von Mittag-Leffler und Weierstrass sind auf diesem Wege durch
H. Florack [3] erweitert worden, indem fiir irgendeine nichtgeschlossene
Riemannsche Fliche R 1) eine analytische Funktion, die eindeutig und
meromorph auf R ist und Pole in vorgeschriebenen Punkten mit gegebenen
Hauptteilen besitzt und 2) eine analytische Funktion, die eindeutig und
reguldr auf R ist und Nullstellen gegebener Ordnung in vorgeschriebenen
Punkten besitzt, konstruiert wurden.

Was den zweiten Weg anbelangt, so besagt schon die wohlbekannte
elementare Formel

(1) log z = limn (2 - 1),
nyo

die auf der ganzen logarithmischen Fliche gilt, dass auch auf unendlich
vielblitirigen Riemannschen Flichen durch algebraische Funktionen appro-
ximiert werden kann. Auch in dieser Richtung erhdlt man Verallgemeine-
rungen der fiir eindeutige Funktionen giiltigen Entwicklungssitze (M.
Rad ojc¢i¢, [6] bis [9]). Dabei treten an Stelle der rationalen Funktionen
algebraische auf und an Stelle der Weierstrassschen Faktoren gewisse, auf
geschlossenen Riemannschen Flichen eindeutige transzendente Funktionen.
Da es sich zum Teil um Resultate handelt, die vor Jahren, in serbischer
Sprache erschienen sind und wenig bekannt wurden, sei uns erlaubt die-
selben, samt den notigen Begriffsbestimmungen im Laufe der gegenwar-
tigen Betrachtungen kurz wiederzugeben.t)

2. DARSTELLUNG VON IN GEWISSEN GEBIETEN DER LOGARITHMI-
SCHEN RIEMANNSCHEN FLACHE EINDEUTIGEN UND REGULAREN FUNKTI-
ONEN DURCH FOLGEN ALGEBRAISCHER FUNKTIONEN. — Sehr einfache
Betrachtungen fiithren zunidchst zu einer Verallgemeinerung der Formel
(1). Sei D ein (nicht kompaktes) offenes Gebiet einer logarithmischen
Fliache, begrenzt durch zwei Linien C und (', die im einen und anderen
Umlaufssinn unendlich vielmal den Windungspunkt z =0 umgeben. Sei
ferner f(2) eine Funktion, die eindeutig und regulir in DUCU C’ ist. Wir
bilden D durch die Funktion

log z+1
) - 22T
log z -1

1 Hauptsichlich in §§ 2, 4.



Entwicklung analytischer Funktionen . . . g5

schlicht ab und es sei A das entsprechende Gebiet der {-Ebene, das
durch zwei entsprechende Linien I" und I'’, die durch den Punkt{ = 1 gehen,
begrenzt ist. Wir setzen noch voraus, dass jeder zusammenhidngende und
kompakte Teil von I und I’ rektifizierbar und dass f(z)-log 2z in G
beschrénkt ist. Dann bleibt f[z(C)]/(€ — 1) endlich in AUTrUr” und wir
haben auf Grunde des Cauchyschen Integrals, mittels konformer Abbildung
durch (2) die Integraldarstellung in G:

_ LAt 1 [ _f)  dt
1@ 2m‘c log t/fz ¢t 2niJ log t/z ¢

Cr

und hieraus durch Anwendung von (1) und Vertauschung der Grenz-
prozesse

f(2) = lim — [ o dt_ _L.E’E],
v 2nni | ) (W1t ] (a1t

woraus durch Anwendung der geometrischen Reihe und nochmaliges Ver-
tauschen der Grenzen

f(2) = lim —1— [i m [LOL S _fh(.’)vf_’f_]

n»o 2nmwi =1 tvin + 1 = f—vint+1
Cl

folgt. Also, wenn mit m, und M, geeignete ganze Zahlen bezeichnet
werden und
M(-v_)___ 1 f () dt V=, m,+1,..., M,
n 2mi pin+1 n=0,1,2 ...,
c

gesetzt wird, wobei C* in D verlduft, so hat man

.1 Ma v
—_ E vin
(3) f(Z) ’lll_’n{“nv=mnx(n) ¢ '

Die Folge algebraischer Funktionen in (3) konvergiert fir p'<<|z|<p,
wobei

p’=limsup |x ()~ und p=liminf |% () ~"
Ad— Ao

ist. Die Konvergenz ist in jedem Gebiete, das ganz im Inneren des letzt-
genannten liegt, gleichmissig ([6], S. 13 bis 23).

8. DAS GRENZWEISE ENTHALTEN. — Zur allgemeinen Betrachtung iiber-
gehend, bedienen wir uns einer einfachen Bezeichnungsweise von Koebe,
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um die Punkte einer Riemannschen Fliche von den entsprechenden Punk-
ten der komplexen Ebene zu unterscheiden: Z bedeute irgendeinen Punkt
der Riemannschen Fliche, dessen Spurpunkt in der Zahlenebene 2z ist.

Da zu den algebraischen Funktionen geschlossene Riemmansche Fla-
chen gehoren und wir analytische Funktionen in beliebigen Gebieten
(geschlossener sowie nichtgeschlossener) Riemmannscher Flichen durch
algebraische Funktionen zu approximieren suchen, miissen sich im Alige-
meinen in der approximierenden Funktionenfolge die Flichen allméhlich
komplizieren, um sich gleichsam der gegebenen Fliche immer mehr anzu-
niheren. Das traf schon in der vorangehenden Betrachtung zu, da die Fla-
chen der Funktionen z¥# mit wachsendem n die logarithmische Fliche sozu-
sagen immer vollstindiger enthalten, Also ist uns der folgende Begriff des
.grenzweisen Enthaltens¢ notig (M. Radoj¢ig, [6]; auch [8], S. 3):

ERKLARUNG 1. — Ist R irgendeine Riemannsche Fliche und {A,} eine
unendliche Folge geschlossener Riemannscher Flichen derart, dass jedes
ganz in R enthaltene Gebiet auch in allen Flichen A,, fiir die n geniigend
gross, enthalten ist, so werden wir sagen, dass die Riemannschen Flichen
A, (oder deren Folge) die Riemannsche Fliche R grenzweise
enthalten?).

Kann insbesondere R als Gebiet einer geschlossenen Riemannschen
Fliche A angesehen werden, so darf man A, = A setzen und das grenz-
weise Enthalten geht in das gewohnliche Enthalten dber.

Wir heben den folgenden Satz hervor:

Fiir jede Riemannsche Fliche gibt es Folgen von geschlossenen Riemann-
schen Flichen, die die gegebene Fliche grenzweise enthallen.

Beweis: Es geniigt, offenbar, den Fall einer nichtgeschlossenen
Riemannschen Fliche R zu betrachten. Fiir jede Fliche R besteht eine
unendliche Folge {G,} von Gebieten, die R (von Innen) ausschépfen. Nach
dem ,Einbettungssatze* von Behnke und Stein ([2], S. 435)besteht fiir
jedes ganz im Inneren der Fliche R enthaltenes Gebiet eine geschlossene
Riemannsche Fliche, die das Gebiet enthilt und dabei wenigstens ein
Gebiet von R frei lasst. Ist also A, eine geschlossene Riemannsche Fliche,

2 Wir fassen den Begriff der Riemannschen Fliche, wie iblich, so auf, dass auch
jedes offene Gebiet einer solchen als Riemannsche Fliche angesehen werden kann, Demge-
miss unterscheiden wir erweiterbare und unerweiterbare Riemannsche Flichen.
(Die Fliche R ist erweiterbar, falls eine andere, R, besteht, so dass RC R, ist.)
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die G, enthilt, so ist, offenbar, jedes ganz in R enthaltenes Gebiet fiir n
geniigend gross in jeder Fliche A, enthalten, d. h. die Folge {A,} enthilt
R grenzweise.

Im grenzweisen Enthalten findet eine Art gegenseitiger Zuordnung
Riemannscher Flichen statt. Seien, aligemein betrachtet, R;, R, zwei
Flichen und G,, G, zwei Gebiete derselben, G; € R, und G, © R,; wir
betrachten eine ein-eindeutige, punktweise und gebietstreue Abbildung der
Gebiete G, und G, aufeinander. Sind nun R; und R, zwei Riemannsche Fli-
chen, die iiber derselben Zahlenebene liegen, welche mit E bezeichnet werde,
- so soll diese Abbildung diejenige sein, in der die einander entsprechenden
Punkte denselben Spurpunkt haben. Dann ist die Abbildung von G, auf G,,
da sie ein-eindeutig ist, eine (im Sinne der Riemannschen Flichen ge-
meinte) Kongruenz, und man kann insbesondere auch G, = G, setzen. Jedem
Wege in E, der von einem Punkte p ausgeht und die dariiber gelegenen
Windungspunkte von R, und R, meidet, entspricht dabei je ein bestimmter
Weg auf R, und R,, der aus einen Punkte p, in G,, bzw. p, in G, ausgeht
und zu einem Punkte ¢, auf R,, bzw. §, auf R, gelangt. Die Zuordnung
zwischen g, und g, ist aber nur solange ein-eindeutig, als ¢, in G, (und
G, in G,) enthalten ist. Ausserhalb G, (und G,) werden aber im Allge-
meinen einem Punkte §, von R; mehrere iibereinander liegende Punkte
g, von R, entsprechen, und umgekehrt.

Bei einer Folge von Fliachen {A,}, die eine Riemannsche Fliche R
grenzweise enthalten, besteht nun eine solche, nur teilweise ein-eindeutige
Zuordnung zwischen R und jeder einzelnen Fliche A,. In jedem Gebiete
Gn, das zugleich in A, und in R enthalten ist, ist diese Zuordnung ein-
eindeutig und kann auch als eine ldentitit angesehen werden. Dabei wer-
den Gebiete G, gewihlt, die R ausschopfen.

Der Begriff des grenzweisen Enthaltens kann auch allgemeiner gefasst
werden, so dass auch die simultane Konvergenz algebraischer Funktionen
gegen mehrere vieldeutige analytische Funktionen in Betracht genommen
werden. Dazu dient der folgende Begriff ([8], S. 21):

ERKLARUNG 2. — Seien m (bzw. abzihlbar unendlich viele) nichtge-
schlossene Riemannsche Flichen iiber der Zahlenebene ausgebreitet, die
untereinander punktiremd sind: R®™, p=1,2,...,m (bzw. p=1,2,...).
Sei G®™ irgendein Gebiet, ganz in R®™ enthalten. Ist dann {A,} eine unend-
liche Folge geschlossener Riemannscher Fldchen, derart dass die Gebiete
a™, n=1,2,...,m (bzw. p.=1,2,...,m,; m,»o0) auch in allen Flichen
A,, wenn nur n genfigend gross ist, enthalten sind, so werden wir sagen
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dass die Riemannschen Flichen A, die Riemannschen Flichen R®™ insge-
samt grenzweise enthalten.

4, ENTWICKLUNG VIELDEUTIGER ANALYTISCHER FUNKTIONEN NACH
ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN (VERALLGEMEINERUNG DES RUNGESCHEN

SATZES). — Es besteht der folgende, den Rungeschen umfassende Satz
(M. Radojci¢, [6], sowie [8], S. 11):

SATZ 1. — Sei f(2) irgendeine analytische Funktion, R ihre Riemannsche
Fliache, G ein offenes Gebiet von R, worin f(z) reguldr ist. Sei G’ ein Gebiet
von R, das G enthdlt (G € G').

Wie auch immer eine Folge von geschlossenen Riemannschen Flachen
A, n=12,..., die G' grenzweise enthalten, gegeben sei, es besteht eine
Folge algebraischer Funktionen f,(2), n=1,2,..., deren Flichen A, sind
und die im Inneren von G gleichmissig gegen die Funktion f () konvergieren.

Der Beweis ist dem von Runge ahnlich und beruht auf der Ubertra-
gung der Cauchyschen Integralformel auf Riemannsche Flichen®). Sei {G,}
eine Folge ganz in G enthaltener, G ausschopfender Gebiete, so dass
G, c A, ist. Der Rand von G, sei C,. Er seiaus endlich vielen rektifizier-
baren Kurven gebildet. Durch Anwendung der erweiterten Cauchyschen
Integralformel erhilt man

@) f(z)»%ff(t)-an(t,z)dt, 5€6, n=12...,
2nzc

wo a, eine Elementarfunktion der Fliche A, ist, die im Punkte Z von G,
einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum 1 besitzt und nur noch ausser-
halb von G und dessen Rand Pole besitzen mag. Gibt es Punkte von G,,
WO 2 =00, 50 sei jeder solche Punkt eine Nullstelle zweiter Ordnung der
Funktion o,

Durch Umwandlung der Integrale (4) in Summen erhalten wir hieraus
eine im Inneren von G gleichmissig gegen f(2) konvergierende Folge
algebraischer Funktionen f, (2).

8 Sie befindet sich bei M. Radoj&ié [6] und [8], S. 8 bis 10. Kurze Zeit nach die-
sen Aufsitzen erschien das Buch ,Elliptische Funktionen* [5] von R. Kénig und M.
Krafft, worin die Idee der Erweiterung des Cauchyschen Integrals in ihrer Aligemeinheit
ausgesprochen war, aber die Autoren enthielten sich darin von der Begriindung derselben,
da dies nicht in den Rahmen des Buches fiel. im Aufsatz [4] derselben Autoren befindet
sich schon eine Erweiterung des Causchyschen Integrals, jedoch auf den Fall einfach zusam-
menhidngender Gebiete beschrinkt. H. Behnke und K. Stein gaben einen unabhin-
gigen Beweis in [2], S. 436 bis 439.
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Die gegebene Riemannsche Fliche R kann auch eine geschlossene
sein, nur darf dann nicht G=R gesetzt werden.

Da jede Funktion f, (2) Pole auf C, aufweist, die um so hiufiger
sind, als n grosser ist, verlegen wir sie in Punkte, die, falls moglich,
ausserhalb von G und dessen Rand fallen (Rungesche Polverlagerung).
Dabei ist uns der folgende Hilissatz notig, dessen Beweis dem entspre-
chenden von Runge nachgebildet wurde?):

HILFSSATZ. — Sei G ein offenes (und echtes) Teilgebiet einer geschlos-
senen Riemannschen Fliche A, das von endlich hohem Zusammenhang ist.
Sei ferner {C¢x}, k=1,2,...,q, eine Punktmenge von A, derart dass auf
jedem Kontinuum der Komplementirmenge A — G genau ein Punkt ¢y liegt.
Dann ldsst sich jede algebraische Funktion, die eindeutig und reguldr in G
ist, durch algebraische Funktionen der Fliche A im Inneren von H gleichmis-
sig approximieren, die eindeutig und reguldr in G sind und ausser der Punkfte
¢e, k=1,2,...,q, keine weiteren Pole besitzen.

Nun beweist man leicht den folgenden Satz ([8], S. 18):

SATZ Il. — Sei f(2) irgendeine analytische Funktion, R ihre Riemann-
sche Fliche, G ein offenes Gebiet von R, worin f(2) regulir ist, und sei G'
ein Gebiet von R (oder sogar von einer anderen Riemannschen Fliche) wel-
ches G enthilt.

Seien ausserdem Gn, n=1,2,..., Gebiete von G, die G ausschopfen
und An, n==1, 2,..., geschlossene Riemannsche Fldchen, die G' grenzweise
enthalten, so dass G, auch als Gebiet von A, angesehen werden kann.

Dann besteht eine Folge algebraischer Funktionen @, (z), n=1,2,...,
deren Fldichen der Reihe nach A, sind, die im Inneren von G gleichmdssig
gegen f(2) konvergieren und so beschaffen sind, dass fir ein jedes n die
Funktion ¢, (2) als einzige Pole vorausgegebene Punkte ausserhalb von G,
(auf A,) besitzt, und zwar (zum Beispiel) in jedem Komplementir-Kontinuum
von G, hichstens einen Pol.

Vereinfachungen des Satzes Il entstehen z.B. wenn G=G' oder
G'= R gesetzt wird. Man kann auch voraussetzen, dass G dass ganze Existenz-
gebiet von f(2) ist, oder auch dass R eine geschlossene Riemannsche
Fliche ist; dann kann A,=R gewihlt werden (8], Satz V', S. 19). Ist insbe-

4+ M. Radoj&i¢, (8], S. 15. Bei Behnke und Stein, [2], findet man den
nahe verwandten, allgemeineren Satz 5, S. 439.

T*
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sondere R die schlichte Ebene, so wird der Satz II zum Satz von Runge.
Nimmt man an, dass G den Punkt 2 = oo nicht enthilt und einfach zusam-
menhdngend ist, so kann mann fir ¢, sogenannte ganze algebraische
Funktionen wihlen ([8], Satz VIl). Ist dann R die schlichte Ebene, so erhalt
man den Satz von Weierstrass iiber die Entwicklung nach Polynomen.

Alle Sitze konnen ausserdem, wie leicht einzusehen, fiir die simultane
Konvergenz in nichtzusammenhingenden Bereichen, auf
endlich oder abzdhlbar unendlich vielen nichtgeschlossenen Riemannschen
Flichen R® gegen irgendwelche monogene analytische Funktionen Fu(2),

p=1,2,...,m (bzw. p=1,2,...) erweitert werden. Im Beweise geht man
von den Ausdriicken
1
— | Fu()-a,(t,2) dt, n=1,2, ...,
Som f a () - an (4,2)
c™

aus, worin fiir jedes p C,™, n=1,2,..., die Rinder von Gebieten sind,
die R®™ ausschopfen ([8], Satz VIII).

5. UBER DEN FUNDAMENTALSATZ DER RIEMANNSCHEN THEORIE DER
ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN. — In den folgenden, sowie in den voran-
gehenden Betrachtungen kommt eine grundlegende Bedeutung dem Fun-
damentalsatz der Riemannschen Theorie der algebraischen Funktionen zu,
demzufolge fiir jede geschlossene Riemannsche Fliche A eine ihr geho-
rende algebraische Funktion besteht, deren Pole gegebene Punkte von A
sind und gegebene Ordnungszahlen besitzen, vorausgesetzt, dass die Ge-
samtordnung s dieser Pole grosser als das Geschlecht p von A ist. Aus
dem Riemann-Rochschen Satze folgt dann, dass die allgemeinste derartige
algebraische Funktion mehr als s — p willkiirliche Konstanten hat, Diese
konnen so gewihlt werden, dass man gewisse Nulistellen und Koeffizi-
enten in den Hauptteilen der Pole vorschreibt. (Siehe etwa [1], § 173).

Seien &, p=1,2,...,h die vorgeschriebenen Nullstellen und
by, v=1,2,...,k die Unendlichkeitsstellen; sei r, die Ordnung der
Nullstelle 4y, s, die der Unendlichkeitsstelle 5, und o, (0o, <s,) die
Anzahl der im Hauptteile von b, vorgeschriebenen Koeffizienten. Wir
schreiben

r1+r’+.-.+rh=r, S]+Sz+---+8kzs,
°1+52+ e e 8 +ck=d-

Da r + o Grossen vorgeschrieben sind und bei der Gesamtordnung s der
Pole wenigstens s - p + 1 willkiirliche Konstanten zur Verfiigung stehen,
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istr+oe<{s—p+1,dh s-—o0-r_>p-1 Wir sprechen das in der Form
des folgenden Existenzsatzes aus:

SATZ 1. — Sei A eine geschlossene Riemannsche Fliche vom Geschlech.
p, seien @, n=1,2,...,h, und b,, v=1,2,...,k Punkte derselben una
seien ru, p.=1,2,...,h, und s,, o, (00, <8)), v=1,2,...,k, natirliche
Zahlen, so dass

I'1+I'2+...+rh=l', S1+Sz+-..+Sk=s,
o, +0,4+ ... +06,=0
und
() s-c—-r>p-1

ist. Dann besteht eine algebraische Funktion mit der Riemannschen Fliche A,
die die Punkte @n, p=1,2,...,k, als einzige Pole besitzt und zwar so,
dass ry die Ordnung der Nullstelle & und s, die des Poles b, ist und dass
o, Koeffizienten im Hauptteil des Poles b, vorgeschrieben sind.

Man kann auch r =0 setzen und keine Nullistellen vorschreiben.

. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer solchen algebra-
ischen Funktion ist also die, dass der Unterschied zwischen der Anzahl
s — o der nicht vorgeschriebenen Koeffizienten in den Hauptteilen der Pole
und der Anzahl r der vorgeschriebenen Nullstellen nicht kleiner als p — 1 ist.

Wird k£ + 1 statt £ gesetzt und angenommen, dass die ganzen Haupt-
teile in den Polen b,, v=1,2,...,k vorgeschrieben sind, so ist s ~ o =
= Sg41 und aus (5) folgt sg41 =p+r - L ‘

Man kann also die Nullstellen @, p=1,2,..., 4, (oder gar keine)
und alle Pole b, v = 1,2,...,k mit den Hauptteilen vorschreiben, wenn
in noch einem Punkte byy: ein Pol geniigend hoher Ordnung Sip1=2p+r-1
angenommen wird.

6. EIN SATZ UBER FUNKTIONEN MIT WESENTLICH SINGULAREN STEL-
LEN, DIE AUF GESCHLOSSENEN RIEMANNSCHEN FLACHEN EINDEUTIG
SIND. — Mit Hilfe des Satzes 1 beweisen wir den folgenden Satz:

SATZ 2. — Sind &, A=1,2,...,h by, p.=1,2,...,k &, v=1,
2,...,1, Punkte einer geschlossenen Riemannschen Fliche A, so besteht eine
eindeutige analytische Funktion mit der Fliche A, die die Punkle @, als ein-

zige Nullstellen, mit vorgeschriebenen Ordnungszahlen, die Punkte by, als
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einzige Pole, mit vorgeschriebenen Ordnungszahlen, die Punkte ¢, als wesent-

lich singulire Punkte besitzt und die ausser bu und &, iberall auf R regu-
lar ist. — Es konnen aber auch keine Nullstellen oder keine Pole vorkommen.F)

Bew eis. — Sollte unter den Punkten a, , bn, ¢, der 2-Ebene der unend-
lich ferne Punkt vorkommen, so sei 2z =8 irgendein endlicher, von allen
ay, bu, ¢y verschiedener Wert und man betrachte, statl der z-Ebene, eine
neue, durch 2’ = 1/(z —8) definierte 2’-Ebene und die iiber derselben ver-
breitete, der Riemannschen Fliche A entsprechende Flache A’. Wir wollen
aber die Bezeichnungen vereinfachen und statt 2’ und A’ wieder z und A
schreiben.

Sei also r, die Ordnung der Nullstelle @, und sy die des Poles bp.
Wir konstruieren zunichst eine algebraische Funktion a (2), deren Riemann-

sche Fliche A ist und die die Punkte &, by, ¢, und z = oo als Null- oder
Unendlichkeitsstellen besitzt und zwar:

1) Ist @, ein Windungspunkt von der Ordnung %, — 1, so sei er ein
Pol von der Ordnung x, und der erste Koeffizient im Hauptteile dieses

Poles sei ry/%,, d. h. es sei in der Umgebung von &,
AW ) L
P S Vi S SR . S PR |

g — ay A

(z-a) ™ @-a)™

wobei P (f) eine in t=0 regulire Funktion ist. Ist &, kein Windungspunkt,
so setzen wir %, = 1, d. h. dann sei

a(z)=——ri~—— + P(z — o).
g2 — Oy
9) Ist by ein Windungspunkt von der Ordnung xi — 1, so sei er ein
Pol von der Ordnung . und der erste Koeffizient im Hauptieile sei
— Su /%y, d. h. es sei

Su/*’ B(m 1 B(P) —-'--I

ied ) ¥~ 1 '

afz)= — + +anet ——i—— + P[(z ~ ®pl.

@= - e T+ Pl =) ]
(2 — ba) *n (z-b)®

Ist by kein Windungspunkt, so selzen wir x, =1, d. h.

@(2) == —P 4 P(z = by).
Z“bp.

5 In [9], Lemma 6, wurde der Fall, dass keine Pole vorkommen, betrachtet.
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3) Ist ¢, ein Windungspunkt von der Ordnung »",-1, so sei er ein
Pol, dessen Ordnung eine von «”, grossere Zahl p, ist und der
(pyv— %)) - te Koeffizient im Hauptteile sei uy/n"y, wobei u, eine ganze
Zahl ist. Es sei also in der Umgebung von ¢,

(v) (v)

C C " c”

_ Py Py—1 u,/x", 1

a(z) = » + p,—1+"'+z__—c,,+""+———n +
(z-¢,)*"y  (2-c) % (z-¢)*V

1
+ P [(z—-c)¥"],

(v) (v)
C Co
Q@) =—2 P 4

(z— c,,)P" (z— c.,)P"-_1

+ P (z—¢,).
Z—Cv

4) In jedem Punkte z = oo, der ein Windungspunkt von der Ordnung
x — 1 ist, soll «(2) eine Nullstelle von der Ordnung 2 haben. Ist es kein
Windungspunkt, so setze man x = 1, also soll es eine Nullstelle zweiter
Ordnung sein. Ist A (und A’) n—blittrig, so ist die Gesamtordnung aller
dieser Nullstellen 2n.

Die mit A®, B®™, C® bezeichneten Koeffizienten konnen beliebig
gewihlt werden.

Sollte die gesuchte Funktion auf A keine Nullstellen oder keine Pole
haben, so lasse man die Bedingung 1 bzw. 2 aus und handle dementspre-
chend auch im Folgenden.

Die Gesamtordnung der Pole von a(2) ist

h k 4

Y+ D+ X0y

A=1 p=1 v=l1
und die Anzahl der vorgeschriebenen (bzw. durch die Bedingung der
Ganzzahligkeit eingeschrinkten) Koeffizienten in den Hauptteilen der Pole
ist h+ k + 1. Nach (5) soll

h k 1

(6) T -D+YWe-D+X (v —-1)—2n>p-1
=l Paml v=1

sein. Die Zahlen x, , wu, n und p sind zwar mit der Riemannschen Fldche

A gegeben, aber die Zahlen p, konnen immer gross genug gewdhlt wer-

den, damit (6) gelte. Also existiert nach dem Satze 1 immer eine Funktion

« (z) mit den genannten Eigenschaften.
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Wir betrachten nun die Funktion
z
J(2) = fa(z) dz,
Zo
WO Zo # dy, by, ¢ und der Integrationsweg nicht durch diese Punkte
geht. Da o (2) fiir 2 = co eine Null gentigend hoher Ordnung hat, bleibt
J(2) fiir 2 # &, b, ¢, endlich auch wenn z = co. Also ist J(z) aus-
serhalb &, , bu, ¢y regulir, aber nicht eindeutig auf A
Tatsichlich, in der Umgebung von 4, ist, mit x, > 1,
1
J(@) = Rlog(z~a) + Q (- a)™ ],
A

wobei Q(#) eine in ¢ = 0 reguldre Funktion bezeichnet. In der Umgebung

von by ist, mit #p>1,
1

@) = - log (z - bw) + Q [(z - ) ™
*p

und in der Umgebung von é, hat man, mit »", > 1,
v

J(@)=- P . lp .o+
b Yoy

A | —
", (z-c) 'y

1
+§%Mg&—co+Q[u—c»”ﬂ-

Wir betrachten nun die Funktion ¢ (2) =e/@. In der Umgebung
von &, ist
Y

@) =(z~a)™ - e

also hat ¢ (2) den Punkt @&, als Nullstelle von der Ordnung r,. In der

Umgebung von by ist
p

@) =(z-by) “*.e,

also hat ¢ (z) den Punkt b, als Pol von der Ordung su. In der Umge-
bung von ¢, hat ¢ (z) die Gestalt
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_Dv by
p()=e@ ™ (2 c)¥Y .,

wobei By = F;" ~1> 0, also hat ¢ (2) den Punkt ¢, als wesentliche
LAY

Singularitit; da u, eine ganze Zahl ist, ist ¢ (2) in der Umgebung von &,

eindeutig auf A. In allen iibrigen Punkten ist ¢ (2) reguldr und von Null

verschieden.

Als J(z) in den Exponent erhoben wurde, verschwanden die loga-
rithmischen Singularitdten, aber die zyklischnen Periodizititsmodulen von
J(2) blieben und machen ¢(z) noch immer mehrdeutig auf A. Deshalb
ziehen wir von J(2) ein Abelsches Integral erster Gattung, K (z), mit den-

selben Periodizititsmodulen wie J(2) ab. Dann ist
J(@—K(2)

f(&)=e

eine auf A eindeutige Funktion mit den gesuchten Eigenschaften. Um im
Falle, dass die Transformation 2’ = 1/(z — 8) vollzogen wurde, zur urspriin-
glichen Bezeichnung zuriickzukehren, miissen wir noch z durch 2’ ersetzen,

so dass erst f(%) die gesuchte Funktion darstellt.
z_

7. FUNKTIONEN, DIE AUF RIEMANNSCHEN FLACHEN REGULAR ODER
MEROMORPH SIND UND VORGESCHRIEBENE NULL-BZW. UNENDLICHKEITS-
STELLEN BESITZEN. — Um zu den allgemeinen Entwicklungen auf Rie-
mannschen Flichen zu gelangen, mussten gewisse Hilfssidtze bewiesen
werden (Radojci¢, [9)], S. 98, 102—104), die wir nun in den folgenden
Satz zusammenfassen:

SATZ 3. — Seien B und B’ offene Bereiche einer geschlossenen Riemann-
schen Fliche A, so dass B((B'CA und dass B einfach zusammenhingend

relativ zu B’ ist. Seien ferner @, p=1,2,...,h, Punkte in B und 5v,
v=12,...,k, Punkte in B' — B.

Jede in B eindeutige und entweder regulire oder aber meromorphe Funk-
tion f(z), deren Pole in B die Punkte Gu, p=1,2,...,h, sind, kann in B
durch eine Folge algebraischer Funktionenf,(2), n=1,2,..., approxi-
miert werden, deren Riemannsche Fliche A ist, die im Inneren von B, bzw.
von B—{an} gleichmdssig gegen f(2) konvergieren und in B regulir, bzw.
meromorph sind, wobei jede Funktion f,(z) die Punkte @. als Pole mit den-
selben Hauptteilen wie f(2) besitzt.
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Die Funktionen f, (é) konnen ausserdem in beiden Fdllen so gewdhit
werden, dass sie in B'—B entweder regulir oder meromorph sind und dabei

die Punkte b, und nur diese als Pole, mit vorgeschriebenen, von n unabhdn-
gigen Hauptteilen besitzen, Im Allgemeinen miissen dann die Funktionen f, (2)
auch ausserhalb B' Pole aufweisen und wir kdnnen fordern, dass sich fiir jede
Funktion f, (2) je ein Pol in jedem zu B' komplementiren Kontinuum, und
2war in einem dort beliebig gewdhlten Punkte befindet.%)

Ist B nicht zusammenhdngend, so kann f(z2), selbstverstindlich, in
jedem zusammenhingenden Stiicke von B eine andere monogene analy-
tische Funktion darstellen.

Durch Anwendung der Sitze 1 und 3 konnen die folgenden zwei
allgemeinen Sitze bewiesen werden. Die Beweise sind auch erbracht wor-
den, durch Anwendung der erwihnten, in den Sitzen 1 und 3 enthaltenen
Tatsachen ([9], Sitze Il und IV, S. 106 und 110. Wir bringen sie hier wegen
Vollstindigkeit wieder).

SATZ Ul. — Sei R irgendeine nichtgeschlossene Riemannsche Fliche una

{77\,}, v=1,2,..., eine Punktfolge auf R, die keinen Punkt von R als Hdiu-
fungspunkt, aber, falls R eigentlicheR andpunkte aufweist, einen jeden solchen”)
als Hdaufungspunkt besitzt.

Es besteht dann eine Folge algebraischer Funktionen
(25 by by oyby), n=1,2,...,

deren Riemannsche Flichen die Fliche R grenzweise enthalten und die im
Inneren von R — {I;\,} gleichmdssig konvergieren und somit eine analytische
Funktion F (z) mit dem Existenzgebiet R definieren, welche meromorph auf R
ist und die Punkte 5\,, v=12 ..., and nur diese, als Pole, mit vorgeschrie-
benen Hauptteilen besitzt. Dabei hat f, die Punkte by, v=12,...,n, als
(im Allgemeinen nicht einzige) Pole und zwar mit den gehirigen, gegebenen
Hauptteilen,

8 Der letzte Teil des Satzes 3 wurde in [9] nur fiir den dortigen Hilfssatz 1 ausge-
sprochen, er gilt aber, offensichilich, auch fiir die iibrigen dortigen Hilfssdtze (2 bis 5).
7 Besteht eine Riemannsche Fliche R, so dass R C R, und ist p ein Punkt von R,

der Haufungspunkt von Punkten von R ist, aber nicht selber zu R gehort, so ist p ein eigen-
tlicher Randpunkt von R.
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SATZ IV. — Sei R irgendeine nichtgeschlossene Riemannsche Flache und
(&), v=1,2,..., eine Punkifolge auf R, die keinen Punkt von R als Hdu-
fungspunkt, aber, falls R eigentliche Randpunkte aufweist, einen jeden solchen
als Hdufungspunkt besitzt.

Es besteht dann eine Folge algebraischer Funktionen

gn(2; Gy, Gy ... 0,), n=1,2,...,

deren Riemannsche Flichen die Fliche R grenzweise enthalten und die im Inne-
ren von R gleichmissig konvergieren und somit eine analytische Funktion F ()
mit dem Existenzgebiet R definieren, welche regulir auf R ist und die Punkte
dy, v=1,2,..., als (im Allgemeinen nicht einzige) Nullstellen, vorgeschrie-
bener Ordnung besitzt. Dabei hat g, die Punkte d,, v=1 2,...,n, als
Nullstellen und zwar mit der gegebenen Ordnung.

Ist die betrachtete nichtgeschlossene Riemannsche Fliche in einer
geschlossenen Fliche A enhalten, so konnen die algebraischen Funktionen
f. bzw. g, auf der Riemannschen Fliche A gewihlt werden, wodurch das
grenzweise Enthalten in die Identitit iibergeht. Aber durch Anwendung
der Sitze 1 und 3, bzw. 2 und 3 koénnen dann leicht auch die folgenden
zwei Sitze, die Erweiterungen der Entwicklungssitze von Mittag-Leffler
und von Weierstrass darstellen, bewiesen werden ([9], die Sitze I und V,
S. 100 und 114. Hier werden sie in etwas gednderter Gestalt ausgespro-
chen, um die Rolle von o, und ¢, besser hervorzuheben.)

SATZ V. — Sei G ein offenes Gebiet einer geschlossenen Riemannschen

Fliche A, welches nicht mit A identisch ist, und sei {13,,}, n=12,...,eine
Punktfolge in G, die jeden Randpunkt von G und nur einen solchen als

Hdiufungspunkt besitzt. Sei ferner, dem Punkte {ba) entsprechend, a, (2, bn)
irgendeine algebraische Funktion, deren Riemannsche Fliche A ist und die

b, als einzigen Pol in G, mit einem vorgeschriebenen Hauptteile besitzt.
Es besteht dann eine analytische Funktion F (2) mit dem Existenzgebiete

G, meromorph in G, worin sie die Punkte b, und nur diese als Pole, und
zwar mit den vorgeschriebenen Hauptteilen besitzt. Diese Funktion kann in
der Gestalt

™ F() = 3 [an (200) = Pa (2]

geschrieben werden, wobei B, eine geeignete algebraische Funktion bezeichnet,
deren Riemannsche Fliche A ist und die in G reguldr ist.
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Die Funktionen o, und B, kinnen ausserdem so gewdihlt werden, dass
a, ausser @, nur noch einen und zwar fiir alle n denselben, ausserhalb G
liegenden Punkt als Pol aufweist und dass B, als einzige Pole, in jedem zu
G komplementiren Kontinuum einen von n unabhdingigen Pol besitzt.

SATZ VI. — Sei G ein offenes Gebiet einer geschlossenen Riemanschen
Fliche A, welches nicht mit A identisch ist und sei {@,}, n=1,2,..., eine
Punktfolge in G, die jeden Randpunkt von G und nur einen solchen cls Hiu-
fungspunkt besitzt. Sei ferner, dem Punkte @, entsprechend, ¢, (2, a,) irgend-
eine analytische Funktion, deren Riemannsche Fliche A ist und die @, als
einzige Nullstelle, vorgeschriebener Ordnung besitzt und regulir auf A ist,
mit Ausnahme eines einzigen wesentlich singuliren Punktes ausserhald G.

Es besteht dann eine analytische Funktion F (z) mit dem Existenzgebiet
G, reguldr in G, worin sie die Punkte d, und nur diese als Nullstellen, mit
den vorgeschriebenen Ordnungszahlen besitzt. Diese Funktion kann in der
Gestalt

> ]
® F(2) =TLon(z a)) - ¢ V%
geschrieben werden, wobei \Vr,, eine in G regulire algebraische Funktion bezeich-
net, deren Riemannsche Fliche ebenfalls A ist.

Die Funktionen ¢, und , kbnnen ausserdem so gewihlt werden, dass
der wesentlich singuldre Punkt von @, in einem von n unabhingigen Punkte
liegt und dass V., als einzige Pole, in jedem zu G komplementiren Konti-
nuam einen von n unabhdngigen Pol besitzt.

Jede Funktion, welche die im Saize V oder VI genannten Eigen-
schaften besitzt, kann offenbar in der Gestalt

@) =@+ Z o b0) ~ B 2],

bzw.
¥ (@)=Y Toa(za) - e ¥

geschrieben werden, wobei g (z) eine in G eindeutige und reguldre Funk-
tion und y (2) eine in G eindeutige, regulidre und von Null verschiedene
Funktion darstellen.

Die Sitze V und VI gelten auch dann, wenn statt eines (zusammen-
hdngenden) Gebietes G irgendein offener Bereich der geschlossenen Rie-
mannschen Fliche A betrachtet wird. Ebenso kann man in den Sitzen Il
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und [V statt einer nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche R eine end-
liche oder abzdhlbar unendliche Menge nichtgeschlossener Riemannscher
Fldchen betrachten. Dann ftritt jedoch an Stelle des einfachen grenzweisen
Enthaltens das grenzweise Enthalten mehrerer Riemannscher Flichen
(Erklarung 2) auf.

8. EIN TOPOLOGISCHER SATZ. — Im Beweise der Sidtze Il und IV
wurde der folgende, iibrigens einleuchtende topologische Satz stillschwei-
gend angewendet, dessen Beweis nun angegeben werde.

SATZ 4. — Sei{a&,},v = 1,2,..., eine Punktfolge auf einer nichtgeschlos-
senen Riemannschen Fliche R, die falls R eigentliche Randpunkte aufweist,
jeden solchen und nur einen solchen als Hdufungspunkt, sonst aber keine
Hdaufungspunkte besitzt. Dann besteht auf R eine, sie normal®) ausschépfende
Folge {G,}, n=1,2,..., von Gebieten, so dass G, € G+, — G, ist.

Beweis. — Sei L, ein Jordanscher Kurvenbogen, der @, mit @, auf
R verbindet (aus lauter inneren Punkten von R bestehend), L, ein zweiter,
ebensolcher, der 4, mit 4, verbindet und ausser &, keinen gemeinsamen
Punkt mit L, hat, usw. Allgemein, sei L, ein Jordanscher Kurvenbogen
auf L, der &, mit &@,., verbindet und ausser &, keinen gemeinsamen Punkt
mit L,,...,L,., hat. Die aus allen L,, v=1,2,..., bestehende Kurve
sei mit L bezeichnet. Da eine Einteilung von R in Elementardreiecke (Tri-
angulierung) definitonsgemdéss vorliegt, sei noch dafiir besorgt, dass jedes
L, die Seiten der Elementardreiecke in hochstens endlich vielen Punk-
ten trifft.

Nun verfeinere man, falls notig, die Einteilung in Elementardreiecke,
so lass der ins Innere oder auf den Rand eines jeden Dreieckes fallende
Teil von L aus hochstens einem zusammenhingenden Stiicke besteht und
hochstens einen Punkt &, enthilt, und dass L auch die Seiten der neuen
Elementardreiecke in hochstens endlich vielen Punkten trifft.

Sei F, jenes Elementardreieck, welches &, im Inneren enthilt oder,
falls @, auf den Rand eines Dreieckes fillt, sei F, das Gebiet, welches aus
allen Dreiecken besteht, die @, am Rande haben. Man erweitere das Gebiet
F, durch alle lings Seiten angrenzende Elementardreiecke, die keine weite-
ren Punkte von L im Inneren oder am Rande enthalten und wiederhole
dies solange, bis alle solche Dreiecke umfasst sind. Sei G, das so gewon-

8Behnke und Stein, [2] S. 442—443.
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nene Gebiet. Es enthilt einen und nur einen von &, ausgehenden Bogen
A, von L und weist keine Randkontinua auf, die innerhalb R — G, beran-
den. In der Tat, das von einem solchen Randkontinuum in R — G, beran-
dete Gebiet wiirde aus Elementardreiecken bestehen, welche keine Punkte
von L enthalten, diese sind aber dem Gebiete (G, schon einverleibt.

Nun konstruiere man G, in folgender Weise. Man fiige dem Gebiete
G, alle weiteren Elementardreiecke hinzu, die den Endpunkt von %, auf
ihrem Rande enthalten. Eines dieser Dreiecke (falls deren mehrere sind)
enthilt offenbar einen weiteren, an A, sich anschliessenden Bogen X, von
L. Dem so entstandenen Gebiete fiige man alle diejenigen Elementardrei-
ecke hinzu, die auf ihrem Rande den Endpunkt von X, U2, enthalten,
wodurch ein weiterer Bogen X, umfasst wird, usw. Das wiederhole man
so lange, bis ein gewisser Bogen i,, von L umfasst wird, der den Punkt 4,,
und zwar nicht als Endpunkt, enthdlt. Das so gewonnene Gebiet erweitere
man durch alle lings Seiten angrenzende FElementardreiecke, die keinen
weiteren Punkte von L im Inneren oder am Rand enthalten und wieder-
hole das so lange, als solche Dreiecke noch vorhanden sind. Dadurch ist
ein Gebiet F, entstanden, welches @, enthalt. Falls gewisse Randpunkte
von G, nicht ins Innere von F, fallen, fiige man nach Verfeinerung der
betreffenden, an G, angrenzenden Elementardreiecke, weitere Dreiecke
hinzu, bis ein Gebiet mit denselben Eigenschaften wie F, entsteht, welches
aber (G, ganz im Inneren enthilt. Das gewonnene Gebiet sei G,. Es ent-
hilt @, und @, und weist keine Randkontinua auf, die innerhalb R — G,
beranden, was in derselben Weise wie fiir G, bewiesen wird.

Durch Fortsetzung des beschriebenen Verfahrens entsteht, offensicht-
lich, eime Folge {G,} von der gesuchten Art, denn G, besitzt keine Rand-
kontinua, die in R —G, beranden, also schopit {G,} die Riemannsche
Fliche R normal ams und es ist zugleich 4, € G, ., — Ga.

9. UBERLAGERUNGSFOLGEN RIEMANNSCHER FLACHEN. — Die durch
die Sitze V und VI geforderte Konstiuktion der Funktionen o, B, ¢n
und ¥, kann auf nichtgeschlossene Riemsnnsche Fldchen, die keinen
Beschrinkungen unterliegen, nicht ohne weiteres ibertragen werden, weil
es sich um unendliche Summen oder Produkte handeln miisste, deren
Glieder auf der gegebenen nichtgeschlossenen Flidche R eindentige Funk-
fionen sein sollten. Die Sdtze Il und VI in [9], die wir leider glaubten
bewiesen zu haben, sind also unmdglich. Die Sitze V und VI (in der
gegenwirtigen Arbeit) kénnen dennoch wesentlich erweitert werden, was
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im Folgenden geschehen soll. Dem miissen aber Betrachtungen fiber Rie-
mannsche Flichen vorangehen.

Besteht zwischen zwei, iber einer Ebene gelegenen Riemannschen
Flachen F und F eine gebietstreue punktweise Zuordnung, derart dass

jedem Punkte von F ein einziger Punki auf F entspricht, der in der
Ebene denselben Spurpunkt hat, so nennt man bekanntlich F eine Grund-

fliche von F und F eine Uberlagerungsfliche von F. Ist dann W ein Weg
auf F, der zu seinem Ausgangspunkte zuriicklduft und W der entsprechende
Weg auf F, so lduft auch W zu seinem Ausgangspunkte zuriick. Es gilt,
offenbar, auch das Folgende: Sind F uud F zwei Riemannsche Flichen und
entspricht jedem geschlossenen Wege W von F ein geschlossener Weg

W auf F, so ist F eine Uberlagerungsfliche von F. — Zur Vereinfachung
der Ausdrucksweise fiihren wir noch die folgenden Begriffe ein:

ERKLARUNG 3. — Ist F eine Grundfliche von F und p ein Punkt auf
F, so wollen wir jeden Punkt § von F, der in der zugrunde gelegenen
Ebene dieselbe Spur wie p hat, einen Uberlagerungspunkt von p
nennen und p den Grundpunkt von p. (Ist F die Ebene, so wird der
Grundpunkt zum Spurpunkt im gewohnlichen Sinne).

ERKLARUNG 4. — Ist in einer Folge Riemannscher Flichen jede Fliche
eine Grundfliche der ihr folgenden, so wollen wir diese Folge eine
Uberlagerungsfolge nennen.

Wir heben diesbeziiglich zwei Sétze hervor.

i. Ist F, eine Grundfliche von F, und F, eine Grundfliche von Fg, so
ist auch F, eine Grundfliche von F;.

ii. Ist {A,} eine unendliche Uberlagerungsfolge geschlossener Riemann
scher Flichen, die eine Riemannsche Fliche R grenzweise enthalten, so ist R

eine Uberlagerungsfliche jeder Fliche A,.

Der erste Satz ist einleuchtend; der zweite soll nun bewiesen werden.

Beweis. —Sei W irgendein geschlossener Weg auf R. Er ist in end-
lich vielen Elementardreiecken einer Triangulierung von R enthalten. Diese
Dreiecke bilden ein ganz in R enthaltenes Gebiet und dieses ist nach der
Erklarung 1 , da {A,} die Fliche R grenzweise enthaltet, in allen Flichen
Ap,, n’>n,, enthalten, wo n, eine geniigend grosse natiirliche Zahl bezeich-
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net. Also ist W, auch als Weg auf einer jeden solchen Fliche A,
betrachtet, ein geschlossener Weg, und folglich ist R eine Uberlagerungs-
fliche jeder Fliche A,, n>n,. Da aber {A,} eine Uberlagerungsiolge
ist, ist nach dem Satze i A, eine Uberlagerungsfliche aller Flichen A,,
n<ny, also ist der auf A, geschlossene Weg W auch auf allen diesen
Flachen (n <n,) geschlossen, d.h. R ist Uberlagerungsfliche auch fiir
jede Fliache A,, n <n,; sie ist es also fiir alle n, womit der Satz ii
bewiesen ist.

Als Beispiel einer Uberlagerungsfolge sei die Folge derjenigen
geschlossenen Riemannschen Flichen angefiihrt, die den Funktionen z!2,
24 .. et ..., zugeordnet sind. Jede dieser Funktionen ist nahmlich
nicht nur auf jhrer Fldche, sondern auch auf der Fliche jeder weiteren
Funktion derselben Folge eindeutig.

10. EINE ERWEITERUNG DES MITTAG-LEFFLERSCHEN ENTWICKLUNGS-
SATZES FUR RIEMANNSCHE FLACHEN, WELCHE EINE SIE GRENZWEISE
ENTHALTENDE UBERLAGERUNGSFOLGE GESCHLOSSENER RIEMANNSCHER
FLACHEN ZULASSEN. — Wir beweisen nun den folgenden Satz:

SATZ VIl — Sei R eine nichtgeschlossene Riemannsche Fldche, die eine
sie grenzweise enthaltende Uberlagerungsfolge {An}, m=1,2,..., geschlos-

sener Riemannscher Fldchen zuldsst und sei {13,,}, n=1,2,..., eine Punkt-
folge auf R, die, falls R eigentliche Randpunkte aufweist, jeden solchen und
nur einen solchen als Hdufungspunkt, sonst aber keine Hdufungspunkte besitzt.
Sei ferner, dem Punkte b. entsprechend, ana(z, bn; irgendeine algebraische
Funktion, deren Riemannsche Fliche Ap, ist, unter {m,}, n=1,2,..., eine
geeignete monofon nichtabnehmende Folge natiirlicher Zahlen verstanden, und
die bn als Pol mit einem vorgeschriebenen Hauptteile besitzt.

Es besteht dann eine analytische Funktion F(z) mit dem Existenzge-
biete R, meromorph auf R, wo sie die Punkte b, und nur diese als Pole,
und zwar mit den vorgeschriebenen Hauptteilen besitzt und die in der Gestalt

9) F(2) = 3 [on (2 bx) - Bn (2)]

sl

geschrieben werden kann, wobei Bn eine geeignete algebraische Funk-
tion bezeichnet, deren Riemannsche Fliche A, ist und die in bn reguldr ist.

Die iibrigen Pole von a, und die Pole von Bn heben sich in den aufeinander-
folgenden Gliedern der Reihe (9) gegenseitig auf.
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Beweis.—Sei {Gs}, n=1,2,..., eine Folge offener Gebiete der
Fliche R, die dieselbe normal ausschopfen, und zwar so dass by € Gpyy—Gn
ist (Satz 4). Wir bilden die Zahlenfolge {mn}, so dass A, D Gnp+q-
Sei An die erste Fliche in der Folge A;, A,,..., welche G, mit 5, ent-
halt, A, die erste Fliche in An = Ap 4y,-.., welche G, mit b, enthilt
Allgemein, sei A, die erste Fliche in Ap,_ Amn_lﬂ, ..., welche G,

mit b, enthdlt. Da {A,} die Fliche R grenzweise enthilt, so ist G, ,
fir jedes n in allen A, bei geniigend grossem m enthalten; also besteht
Ap, fiir jedes n.

Die so gewonnene Folge {m,} ist monoton nichtabnehmend, denn
Amn—1 ist identisch entweder mit A, oder mit Amn+1» oder mit Ap, 4z,
k> 1; also ist Am, 4, Uberlagerungsfliche von A, d. h. auch {A, } is

eine Uberlagerungsfolge. Besteht {A,} aus unendlich vielen verschiedenen
Flachen, kann also R nicht als Teil einer geschlossenen Riemannschen
Fliche angesehen werden, so gilt dasselbe auch von {4, }.

Sei nun {s,)} eine gegen Null monoton abnehmende Folge positiver
Zahlen und es seien noch die folgenden Bezeichnungen allgemein benutzt:
H(f, 2) bezeichue den Hauptteil einer Funktion f im Pole Z. Ist F Uber-
lagerungsfliche von F und Z ein Punkt auf F, so bezeichne % irgendeinen

seiner Uberlagerungspunkte auf F. Da wir Uberlagerungsfolgen mit gemein-
samen Gebieten (ndhmlich den G,) betrachten, ist stets einer und nur einer

der Punkte Z mit Z identisch.

Nun werde die Folge der algebraischen Funktionen «, und B, gebil-
det. — Sei an (2, bn) fiir jedes n eine algebraische Funktion mit der Rie-
mannschen Fliche An,, die in Guyy — Gy den Punkt b, als Pol mit dem

vorgeschriebenen Hauptteile, der mit H (an, by) bezeichnet werde, besitzt,
und falls nétig noch einen einzigen Pol ¢, geniigend hoher Ordnung,
ausserhalb G,,, aufweist. Nach Satz 1 konnen solche Funktionen immer

gebildet werden.

Die Funktionenfolge {B.) bilden wir folgenderweise: Erstens sei z. B.
B, =0, dann B, eine algebraische Funktion mit der Fliache An, und wel-

che die folgenden Eigenschaften besitzt:
1) Es sei fir 2 € G, ((CGy)

|y — Bz | <& — &
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2) Jeder Punkt IZ auf A,,, dessen Grudpunkt b, (auf Apm) ist, mit
Ausnahme des Punktes b, selbst, sei Pol von B, mit dem Hauptiteile

H (By by) = H (ay, by).

3) Jeder Punkt ¢, dessen Grundpunkt ¢, ist, sei Pol mit dem Haupt-
teile H (B, C,) = H (y, &y).

4) Da B, (nach Satz 3) im Allgemeinen noch weitere Pole aufweisen

muss, seien dieselben ausserhalb G, gewdhlt und mit d, ,, A =1,2,...,1,
bezeichnet; in jedem Komplementidr-Kontinuum von G4 mag sich ein Pol
befinden. — Nach dem Satze 3 besteht B, immer.

Allgemein, B, sei eine algebraische Funktion mit der Fliche Ay,
welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
1) Es sei fiir 2 € G,—; (((Gn)

(10) o o Bal<en—enn.
2) Jeder Punkt b, auf Am,, dessen Grundpunkt b, auf Ap,_, ist
(b, € G C Am,_,), ausser b, selbst, jetzt als Punkt von A, betrachtet,

sei fir v=1,2,...,n—1 Pol von B, mit dem Hauptteile H (8, b,) —
H (ay, by).

~ 3) Jeder Punkt &,_, sei Pol mit dem Hauptteile H (Bn, fny) =
= H(an_y, Cn—y).

4) Jeder Punkt dz,,_m\, A=1,2,...,Ih-y, sei Polmit dem Hauptteile
H(Bn, ‘in—1,}\) =-H (Bn-—l’ d.n—t,}\)'

5) Die iibrigen Pole von B, seien ausserhalb Gn,, gewihlt und mit
dn,, A = 1,2,...,[s, bezeichnet. — Nach dem Satze 3 besteht B8, immer.

Die Funktion a, - B, ist eindeutig auf A,, und hat die Pole b, und
¢,. DaAn,, Uberlagerungsﬂéiche von Ap, ist, so ist oy — B, eindeutig auch
auf Am,, also ist auch die algebraische Funktion

(1) (o — By + (a2 — Ba)

eindeutig auf An,. Da die Funktion a, — 8, die Pole b, und ¢, auf Ap, hat,
so hat sie, auf A,, betrachtet, Pole mit denselben Hauptteilen in allen
Punkten 1;1 und ¢, also hat (11), da sich die Hauptteile in allen diesen

Punkten, ausser in b, aufheben, nur die Pole b, b,, ¢, und dp,, A =
=1,2,.-.,12_ )
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Unter der Voraussetzung, dass

n—1

(12) 21 (ay - Bv)

auf der Fliche A, , eindeutig ist und die Pole b,, v=1,2,...,n -1,

sowie ¢, und d,_, 5, A=1,2,...,1,—,, besitzt, wollen wir das entspre-
chende auch fiir

(13) i (y — Bv)

v=1
beweisen. — In der Tat, (12) hat, als Funktion auf A, betrachtet, Pole
in den Punkten bv, v=1,2,...,n—1, ¢,y und d,_, 5. Also hat (13), da
sich die Hauptteile von (12) und von a» — B, in allen diesen Punkten,

ausser in den Punkten b,, v=1,2 ...,1n -1, selber, (die wir jetzt auf
Ap, betrachten und die mit den ebenso bezeichneten Punkten von A,,,n |
identisch sind) aufheben, nur die Pole by, v=1,2,...,n &, und d,, 1
A=1,2,...,In, die letzteren ausserhalb G, ,,.

Das bewiesene gilt aber, wie gesehen, tatsichlich fiir n = 1, 2, also
gilt es fiir jedes n.

Sei nun A irgendein ganz in R enthaltenes Gebiet. Ist e eine beliebig
kleine positive Zahl, so besteht ein n,, so dass fiir n>n, zugleich A
C G,—; und e, <s ist. Also ist fir z € A, infolge der vorangehenden
Bedingung 4, a, — B, eine in A eindeutige und reguldre Funktion und
es ist

[an — Bal < e&n— i1,

folglich, fiir n>ny, r>0und Z € A

n4-r n-4-r
E(aV_BV) <E|av_pvl<8n—8n+r+1<en
v=n Va1

und um so eher

n4r
2 (o = BY)

V=il

<e

wobei die Summe eine in A eindeutige und regulire Funktion darstellt.
Also ist die unendliche Reihe

3 (@ -

8*
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in A gleichméssig konvergent und definiert daselbst eine eindeutige und
reguldre Funktion.

Anderseits, da die algebraische Funktion (13) auf An, eindeutig ist
und R nach Satz ii Uberlagerungsfliche von A, ist, so ist (12) auch auf
R eindeutig und besitzt in A eine endliche Anzahl von Polen, und zwar
hochstens by, v =1,2,...,n — 2, da b,—y, ¢p_y und d,_, , ausserhalb
G, -, fallen. Folglich ist

@

F(2) =3 (ay - B)

v=1

eine in A eindeutige analytische Funktion, welche daselbst genau diejeni-
gen Pole 51,, v=1i,2,..., aufweist, die innerhalb A liegen, und welche
in denselben die gegebenen Haupttieile besitzt. In allen {ibrigen Punkten
von A ist F(z) regulir. Da A ein beliebiges, ganz in R enthaltenes Gebiet
ist, ist damit der Satz VII bewiesen.

11. EINE ERWEITERUNG DER WEIERSTRASSSCHEN PRODUKTENTWICK-
LUNG FUR RIEMANNSCHE FLACHEN, WELCHE EINE SIE GRENZWEISE
ENTHALTENDE UBERLAGERUNGSFOLGE GESCHLOSSENER,RIEMANNSCHER
FLACHEN ZULASSEN. — Bei der Ubertragung der Weierstrassschen Pro-
duktentwicklung auf nichtgeschlossene Riemannsche Fldchen, wobei die
einzelnen Faktoren Funktionen auf geschlossenen Riemannschen
Flichen darstellen sollen, entstehen Schwierigkeiten, die teilweise davon
herrithren, dass auf nichtschlichtartigen Flachen keine algebraischen Funk-
tionen mit nur einer einfachen Nullstelle bestehen konnen (so wie (1 — 2/a,)
in der Ebene). Wenn aber auch mehrere Nullstellen zugelassen werden,
so kann man doch, wie es der Satz 1 zeigt, falls die Fliche keine schlicht-
artige ist, nicht alle Null- und Unendlichkeitsstellen einer algebrai
schen Funktion in vorgegebene Punkte setzen, was zur Bildung des
unendlichen Produktes notig wire. Deswegen griffen wir schon im Satze
VI zur Anwendung des Satzes 2 und tun es wiederum, indem wir an Stelle
von (1 — z/a,) transzendente Funkiionen setzen. Bei diesen konnen ndhm-
lich alle Nullstellen und Singularititen in vorgeschriebene Punkte
gesetzt werden. Obwohl sich dadurch die Produktentwicklung erheblich
kompliziert, beweisen wir dennoch den folgenden Satz, der dem Satze VII
zur Seite gestellt werden kann:

SATZ VIlI. — Sei R eine nichtgeschlossene Riemannsche Fliche, die eine,
sie grenzweise enthaltende Uberlagerungsfolge {Ap}, m=1,2,..., geschlos-
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sener Riemannscher Flichen zuldsst und sei {an}, n=1,2,..., eine Punkt-
folge auf R, die, falls R eigentliche Randpunkte aufweist, jeden solchen und
nur einen solchen als Hdufungspunkt, sonst aber keine Hiufungspunkte besitzt.
Sei ferner, dem Punkte d. entsprechend, ¢n(z, a,) irgendeine analytische
Funktion, deren Riemannsche Fliche Ap, ist, unter mn, n=1, 2,..., eine
geeignete monoton nichfabnehmende Folge natiirlicher Zahlen verstanden, und
die dn als einzige Nullstelle, vorgeschriebener Ordnung besitzt und ausser
einer wesentlich singuliren Stelle, auf A, reguldr ist.

Es besteht dann eine analytische Funktion F(z) mit dem Existenzgebicte

R, reguldr auf R, wo sie die Punkte @&, und nur diese als Nullstellen, una
zwar mit den vorgeschriebenen Ordnungszahlen besitzt, und die in der Gestalt

(14) F(2) = T1 9 (2 an) - xn (2) - ¢ V7

n==1
geschrieben werden kann, wobei xn und <, analytische Funktionen, deren
Flache Ap, ist, bezeichnen, die erstere mit Polen und wesentlich singuldren
Stellen, aber keinen Nullstellen, die letztere, eine algebraische Funktion. Die
wesentlichen Singularititen von ¢n und Xn, Sowie die Pole von Xn und Vn
heben sich in den aufeinanderfolgenden Gliedern des Produktes (14) gegen-
seitig auf.

Beweis. — Wiederumsei{G.}, n=1,2,..., eine durch den Satz 4
begriindete Folge offener Gebiete von R, die R normal so ausschopfen,
dass @, € Gpyy — Gn ist, und sei {Ap,}, n=1,2,..., mym,,, aus
{An} so gebildet, dass G,,, C An,. Wir bilden gemiss dem Satze 2 die
Funktionen ¢, und V¥, mit folgenden Eigenschaften:

9. sei fiir jedes n eine auf An,, eindeutige Funktion, die 4, als ein-
zige Nullstelle, mit der gegebenen Ordnungszahl, und nur eine wesentlich
singulire Stelle ¢, besitzt, und zwar in jenem Komplementirgebiet von
G, (ialls es deren mehrere gibt) welches . enthilt. Dann ist in Gn
nicht nur ¢, reguldr und von Null verschieden, sondern auch log ¢, ist
eindeutig und regulir in Gi.

Ferner sei x;=1 und sei x, eine auf A,, eindeutige Funktion mit

den folgenden Eigenschaften:

1) Jeder Uberlagerungspunkt 4, auf A,,, des auf A, gelegenen
Punktes @,, mit Ausnahme des auf An, belrachteten Punktes 4, selbst, sei
Pol von x,, dessen Ordnungszahl gleich derjenigen ist, die der Nullstelle
d, von ¢, zukommt.
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2) Jeder Uberlagerungspunkt &, (auf Ap,) des auf A, gelegenen
Punktes ¢, sei wesentlich singulire Stelle von x,, und zwar so dass ¢, X,
auf Ap,, regulir in allen Punkten ¢, ist. Die Moglichkeit dieser Forde-
rung sei weiter unten begriindet.

3) x, habe zusitzliche Pole h;,}\, A=12,...,, und zwar in
jedem zu G, komplementiren Kontinuum hochstens einen Pol. Diese Pole
sollen, falls die Pole @, nicht geniigen, ¥, ermoglichen und, da die Singu-
larititen von x, ausserhalb G, fallen, die Eindeutigkeit von log ¥, in G,,
wie fiir x. gezeigt werden soll, herstellen.

Allgemein, fir n=3,4,... sei xn eine auf A, -eindeutige Funktion
mit den folgenden Eigenschaften:

1) Jeder Uberlagerungspunkt &, auf Ap,, der als Punkte von A, _
betrachteten Punkte 4,, v=1,2,...,n-1, (@€ G,  CAm,_,) mit
Ausnahme der als Punkte von Am, betrachteten Punkte a4, selbst, sei Pol
von X», dessen Ordnungszahl gleich derjenigen ist, die der Nullstelle a,
von ¢, zukommt. Da Am,_,und A, das Gebiet G» gemeinsam haben,
befinden sich alle diese Pole 4, auf A, ausserhalb Gn.

2) Jeder Uberlagerungspunkt ¢ ,—, des auf Am,_, gelegenen Punktes
Cn-4 sei eine wesentlich singulire Stelle von x» und zwar so dass @,—; Xn
auf A, reguldr in allen &,_, ist.

Dass dies immer erreicht werden kann, folgt aus dem Beweise des
Satzes 2, wo die jetzt mit ¢, und v, bezeichnete Funktion ¢ in der
Gestaltl

P = eJ+K

gewonnen worden ist und dabei
z

J=fadz

ist. Setzt man ndhmlich ®

Jn+ Ky

K,
Jnt 7 %n =e

Pn=2¢
und
z

2z
Jn'""’fan dz, jnzf(_l-ndz,
2o

2
wobei «n, an algebraische Funktionen und K., K. Abelsche Integrale erster
Gattung bedeuten, so ist

Pn_y Xn=@ f (xn—3+ -a—n) dz + Kn—y + Kn
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als eine auf A, betrachtete und dort eindeutige Funktion, reguldr in allen

Punkten 5,,_,, unter der Bedingung, dass sich daselbst die Pole von
o,y und «. gegenseitig aufheben, d.h. dass

H(En, Cz,,._l) = — H(as_y, En—l)

ist. Da die Haupiteile von a, in ihren Polen frei gewshlt werden konnen,
kann die betrachtete Eigenschaft von x» immer gefordert werden.

3) xn habe zusitzliche Pole fn,, A =1,2,..., [,, und zwar in jedem
zu G,,, komplementiren Kontinuum hochstens einen Pol. Diese Pole
sollen, wie gezeigt werde, x» ermoglichen und die Eindeutigkeit von log X
in G, herstellen.

4) x, habe die Punkte I;n_i,;\,l =1,2,...,1,-4, als Nullstellen,
deren Ordnungszahlen gleich denjenigen sind, die den Polen lf,,_l,)\ zu-

kommt. Durch diese Nullstellen sollen die Pole f,_, , von x,_, im Pro-
dukt xn_; Xn auigehoben werden, was durch das Vorschreiben der Haupt-

teile von o, so dass

H(&n, il'n—1,k) == H(an--l’ilﬂ-l ,}\)

sei, immer erreicht werden kann.

Da die Hauptteile in den Polen @,, ¢y, hn_q,; vON a, vorgegeben
sind, sind im Allgemeinen die Pole h:,,v notwendig, aber auch hinreichend

um a, und damit x, zu ermoglichen. Da die Punkte a,, f:,,_l , l;,,_i,k und
ﬁ,,,l auf A, ausserhalb G, liegen, ist log x, reguldr in G, Damit

2z

log Yn= f&,, dz + K,

2o

in G, auch eindeutig sei, soll die Summe der Residuen von oy in jedem
auf An,, zu G, komplementiren Kontinuum Cp, ,, %= 1,2,...,kn, ver-

schwinden, wobei die Singularitaten @, (# &), ¢ n—» fin—1,  und i, 4 vON 0y,
die in C,, 4 fallen, in Betracht kommen. Dies ist aber immer moglich, da
zu diesem Zwecke in jeder zu bestimmenden Funktion o, bloss eine
geniigend grosse Anzahl von willkiirlichen Konstanten zur Verfiigung ste-

hen soll und gemiss dem Saize 1 die Ordnungszahlen der Pole f,,
immer hoch genug gewdhlt werden konnen, damit die notige Anzahl
vorliege.
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Nun bilden wir die Funktionen V. Erstens sei ¥, =0, dann ¥, eine
algebraische Funktion mit der Riemannschen Fliche A, und die die fol-
genden Eigenschaften hat:

1) Es sei fir z € G,
|log (92 Xs) — V2! <e&s - &5

Dies ist gemiss dem Satze 3 immer moglich, da log ¢, und log %, in G,
reguliar und eindeutig sind.

2) Die notigen Pole von V, seien dyn, p=1,2,...,m,, ausser-
halb G,, in jedem komplementiren Kontinuum von G, hochstens ein Pol.
Allgemein, fiir n = 3,4,..., sei \{, eine algebraische Funktion mit
der Riemannschen Fliche A,, und die die folgenden Eigenschaiten hat:

1) Es sei fiit 3 € G,_,

| 108 (9n Xn) — Vu | <&n — €ut1,
was gemidss dem Satze 3 immer moglich ist, da log ¢, und log X, in
Gp—, reguldr und eindeutig sind.

2) Jeder Punkt Zn_i,p sei Pol mit dem Hauptteile
H(\]’m an—i,}l) = H(‘l’n—i, 5n—1,n)-
3) Die iibrigen Pole von ¥, seien ausserhalb G, (sagen wir, in
Gni1 — G,) gewdhlt und mit d, », p~1,2,...,m,, bezeichnet. Nach
dem Satze 3 besteht {,, immer.

Die Funktion ¢, x,e V' ist eindeutig auf 4, hat die Nullstelle 4,

und die wesentlich singuldre Stelle ¢,.
Da An, Uberlagerungsfliche von Am, ist, so ist @5 x4 e W

auch auf Amz, also ist auch

eindeutig

(15) e Mgy e ¥

eindeutig auf A,,, . Da sich nach den Bedingungen 1 und 2, die x, betref-
fen, alle von @, verschiedenen Nullstellen @, und alle singuliren Stellen
¢y im Produkte ¢, y, aufheben, hat die Funktion (15) bloss die Nullstellen
d, und a,, vorgeschriebener Ordnung und die Singularititen ¢,, k, , und

d2 ., die sich ausserhalb G, befinden.
Unter der Voraussetzung, dass

n—1 —\]f
(16) Moeyxy e

=1
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auf der Riemannschen Fliche A, _ eindeutig ist und nur die Nullstellen

d,,v=1,2,...,n -1, und die smgularen Stellen ¢p—;, . 1as 3,,_1,p
a=12,..., I,._i, =1,2,...,m,—,) besitzt, beweisen wir das entspre-
chende auch fiir

n
a7 Mex e V.

v=1

Tatsichlich, (16) hat, als Funktion auf A, betrachtet, Nullstellen in den
Punkten av, vy=1,2,...,n -1, und ist singular in den Punkten €,—,,
h,,_1 2 dn__1 s also, da nach der Bedingung 1, die x, betrifft, alle Null-
stellen, ausser d&,, v=1,2,...,n— 1, selbst, aufgehoben werden und

nach den Bedingungen 2 und 3 fitr x,, und 2 fir ¥, auch alle die genann-
ten Singularititen verschwinden, hat die Funktion (17) nur die wesent-
lich singuliren Punkte ¢,, dn, und die Pole h,,,, alle ausserhalb G,.

Da nun dasselbe, wie gesehen, tatsichlich fir n = 1,2, gilt, so gilt
es fiir jedes n.

Sei nun A irgendein ganz in R enthaltenes Gebiet und e eine belie-
big kleine positive Zahl. Es besteht eine nattirliche Zahl n,, so dass fir
n>n, zugleich A € G,_, und e,<e ist. Also ist @n xn e—V¥n filr

n>n0 und z € A da ijhre Nullstellen und Singularititen dyy 8ny Cno < Cn»
d,, R h,, 1,0 h,, » ausserhald Gy, fallen und G,_; C An,,, eine
in A eindeutige und regulire Funktion, und es ist in A

IlOg (q’n Xn) - ‘l’n! <. €r — Eh41.
Also, fiir n>ny, r>0 und z € Aist

n4r
<X

v=n

log (9v Xy) — V| <€n — Enir+1<6n

Hflr [log (v Xv) — \lfv]

v=n

und um so eher
1S o @y ) — Wl [ <e,

wobei die Summe eine in A eindeutige und regulire Funktion darstellt.
Also ist das unendliche Produkt

MMeoxwe M

y=n
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in A gleichmissig konvergent und definiert daselbst eine eindeutige und
regulire Funktion. Da auch die Funktion (17) auf Am eindeutig und
reguldr in A ist, so gilt dasselbe auch von :

H PvXve W,

v=1 .
Da nun A ein beliebiges, ganz in R enthaltenes Gebiet ist, ist damit der
Satz VIII bewiesen.

Die Sitze VII und VIII kdnnen, ebenso wie IIl und IV, auch auf eine
endliche oder abzdhlbar unendliche Menge nichtgeschlossener Riemann-
scher Fliachen erweitert werden. Auch liesse sich eine jede Funktion,
welche die im Satze VII oder VIII genannten Eigenschaften besitzt, mit-
tels einer Funktion derselben Art (wie beziiglich der Satze V und VI
bemerkt wurde) darstellen.

Schliesslich sei bemerkt, dassin allen unseren Sitzen (etwa mit Aus-
nahme von VIII) die behandelten Probleme mit in gewisser Hinsicht ein-
fachsten Mitteln, mit Hilfe von verhiltnismissig einfachen Funktionen, wie
es die algebraischen sind, gelost wurden.

(Eingegangen am 26. Oktober 1955)
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