SUR LES SERIES DE FONCTIONS ALGEBRIQUES ET LES PRODUITS
INFINIS ANALOGUES, DEFINISSANT DES FONCTIONS ANALYTIQUES
MULTIFORMES DANS LEURS DOMAINES
D’EXISTENCE QUELCONQUES

par
M. RADOIJCIC

SOMMAIRE — L'auteur étend les théordmes de Mittag-Leffler et de
Weierstrass, concernant le développement des fonctions uniformes en séries
ou en prodults infinis, aux surlaces de Rlemann ouvertes et démonire en
méme temps l'existence des fonctions analytiques ayant un domaine d’existence
quelconque. Les développements de l'auteur ont comme termes des fonctions
algébriques (correspondant aux fonctions rationnelles de la série de Mittag-
Leffler) ou bien certaines fonctlons transcendantes (correspondant aux facteurs
de Weierstrass) dont les surfaces de Riemann sont fermées,

1. En 1909 Koebe [3] démontra I'existence des fonctions analy-
tiques dont le domaine d’exisience est une surface de Riemann ouverte
quelconque, ces fonctions étant méromorphes dans ce domaine,

Ce n'est quen 1948 que Mlle. H. Florack [2] démontra, grice &
certains travaux des MM. H. Behnke et K. Stein [l] l'existence des
fonctions réguliéres dont le domaine d’existence est une surface de Riemann
ouverte quelconque. Ainsi le théoréme de Runge, sur l'existence des
fonctions uniformes dont le domaine d’existence est un domaine ouvert
quelconque du plan, a obtenu sa généralisation naturelle et en quelque
sorte définitive.

En méme temps Mlle. Florack généralisa les théorémes bien connus
- de Mittag-Leffler et de Weierstrass en construisant pour une surface de
Riemann ouverte R quelconque:

1% une fonction analytique uniforme et méromorphe sur R, ayant ses
poles dans une suite de points, donnée a P'avance et possédant pour ces
poles des parties principales données, et
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2° une fonction analytique uniforme et réguliére sur R, ayant ses
zéros dans une suite de points, donnée i I'avance, I'ordre de chaque zéro
étant donné.

Les expressions pour ces fonctions sont semblables respectivement
a celles de Mittag-Leffler et de Weierstrass. C’est une somme, ou bien un
produit, finis ou infinis, de certaines fonctions dont chacune posséde un
seul pdle ou un seul zéro et dont la surface de Riemann contient 1a surface
donnée R,

2. Ici nous allons exposer une autre maniére d’aborder ces prob-
lémes. — Dans les théorémes cités de Runge et de Mittag-Leffler figurent
des séries de fonctions rationnelles et dans ceux de Weierstrass figurent
des produits de fonctions de la forme

2 \rn &n(?)
(1*;) €

donc chacune posséde un seul zéro et un seul point sirgulier essentiel
z=o0, Or, on peut se demander s'il est possible de généraliser ces théo-
rémes pour les surfaces de Riemann de telle sorte que les fonctions ration-
nelles soient remplacées par des fonctions algébriques, généralement
multiformes et les facteurs de Weierstrass par des fonctions analogues
dont les surfaces de Riemann sont algébriques.

En général nous n’aurons pas alors des suites de fonctions dont les
surfaces de Riemann contiennent la surface donnée R. Ce qui aura lieu peut
illustrer Pexemple suivant, qui .représente une formule élémentaire bien

conrnue;
log z=lim n (27 - 1).
n-pco

D’ailleurs, on peut généraliser facilement cette formule pour qu’elle repré-
sente une fonction quelconque, uniforme et réguliere dans une région
annulaire d'une surface logarithmique (M. Radoj&i¢ [5]). On aura tou-
jours une suite de fonctions algébriques dont les surfaces de Riemann sont
des surfaces fermées S, a n feuillets et qui tendent pour ainsi dire vers
la surface logarithmique. :

3. Nous avons donné ailleurs ([4] et [6]) un certain nombre de
propositions générales sur 'approximation des fouctions analytiques multi-
formes quelconques, dans des domaines quelconques de leurs surfaces de
Riemann, par les fonctions algébriques. Pour obtenir ces propositions il
fallait partir d’une généralisation de Pintégrale de Cauchy, permettant d’ex-
primer les valeurs d’une fonction régulidre dans un domaine completement
intérieur A une surface de Riemann, par les valeurs qu'elle possdde 2 la
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frontidre de ce domaine.!) En outre la définition suivante d’'une notion que
nous exprimons par ,contenir a la limite“ fut nécessaire:

Soit R une surface de Riemann quelconque. Nous dirons qu'une
suite {S,} de surfaces de Riemann fermées contient & la limite 1a surface R,
si n’importe quel domaine D de R, complétement intérieur & R (en symboles
D(CR) est contenu dans toutes les surfaces S, pour lesquelles n est assez
grand.?)

Lorsque R est une surface de Riemann fermée, on peut prendre
S, = R et cette notion se réduit alors au simple ,contenir.

Maintenant, continuant ces considérations générales, nous allons
construire d’abord des suites de foctions algébriques, convergeant unifor-
mément a lintérieur d’une surface de Riemann ouverte R quelconque et
définissant par conséquent une fonction analytique F (2) uniforme et réguliére
sur R, possédant R comme domaine d’existence. Nous pouvons méme
demander que la fonction F (2) ait des zéros donnés & I’avance ou bien
qu'elle soit méromorphe sur R et qu'elle ait des poles donnés, avec des
parties principales données.

4, Dans ces buts nous partons de la proposition suivante, que nous
avons démontrée ailleurs ([6] théoréme I'):

,So0it f(2) une fonction analytique, D un domaine ouvert de sa surface
de Riemann, oir fz) est holomorphe, sauf aux points de ramification algébriques,
situés dans D et oi elle est supposée continue; soit D' un domaine ouvert
(d’une surface de Riemann) qui contient D; désignons par S,, n = L2,...,
des surfaces de Riemann contenant & la limite le domaine D'; soient enfin A,,
n=12,..., des domaines fermés contenus dans D, épuisant D et tels que A,
puisse-t-étre considéré comme domaine de S,. — Il existe foujours une suite
de fonctions algébrigues @, (2), n=12,..., dont les surfaces sont S,, qui
convergent uniformément & Uintérieur de D vers f(z), chaque @,(2) n’ayant
comme pbles qu'un podle unique dans chaque domaine complémentaire au
domaine A,.”

1) Comme nous avons apptis plus tard, une telle généralisation, mais limitée au cas oit
le domaine considéré est simplement connexe (correspondant & un paramétre d’uniformisa-
tion locale) fut mentionnée d’abord par R. Konig et M. Krafft dans I'article .Uber Reihen-
entwicklung analytischer Funktionen®, Journ. f. reine u. angew. Math. 154 (1925). Ce n'est
que dans leur livre ,Elliptische Funktionen*, Berlin et Leipzig 1928, que les mémes auteurs
expriment clairement I'idée de I'extension de I'intégrale de Cauchy aux domaines des surfaces
de Riemann. Mais ils n’effectuent pas I'analyse correspondante, se bornant a I'objet de leur
livre. Or, indépendamment paru en novembre 1927 notre note [4], contenant cette généralisation.

2) On trouve dans [6], p. 21, aussi une définition plus large, valable lorsque, au
lieu de R, on a un ensemble fini ou infini dénombrable de surfaces de Riemann.
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Notons que les pbles sont placés n’importe oit dans ces domaines
complémetaires. Les domaines D et D' furent supposés connexes, mais
les démonstrations ne sont pas liées, & cette restric‘tion.

Cette proposition ne nous intéresse ici qu'au cas ott D’ fait partie
d’'une surface de Riemann fermée, soit S. Supposons en outre que D soit
completement intérieur 3 D’ et que les domaines A, soient siplement
connexes relativement & D, et de méme D relativement a D’. Alors, les
A, étant simplement connexes relativement a D', les pdles des ¢, (2) peuvent
étre déplacés n’'importe ot dans les continus complémentaires de D’, de
sorte que les ¢, (z) deviennent régulieres dans D’ et que la proposition
précédente prend la forme suivante:

LEMME 1. Soient D et D' deux domaines ouverts d’une surface de Rie-
mann fermée S, le domaine D étant complétement intérieur a D', celui-ci
non identique & S, et D étant simplement connexe relativement @ D'

Alors toute fonction f(2) uniforme et réguliére dans D peut étre repré-
sentée dans D par une suite de fonctions algébriques «, (2) dont la surface
de Riemann est S, qui convergent uniformément & lintérieur de D et sont
réguliéres dans le domaine plus large D'.

On peut méme demander que chaque fonction ¢, (2), ayant pour pbles
des points quelconques dans les continus complémentaires de D', n’git qu’un
seul péle dans chacun de ces continus.®

MM. Behnke et Stein ont démontré au fond la méme proposition par
le méme procédé (c’est celui de Runge). En effet, ils démontrent ([1] p. 439,
proposition 5):

Soient B, et B, des domaines polygonaux sur une surface de Riemann
R non fermée et soit B, ((B,(CR, chaque point de la frontiére de B, pouvant
étre relié avec la frontiére de B, par des lignes contenues dans B, et dont
les points sont des points de la frontiére de B, ou & lextérieur de ce domaine.

Alors chaque fonction f(z), réguliére et uniforme dans B, peut étre
représentée par des fonctions réguliéres et uniformes dans B, qui tendent
a lintérieur de B, uniformément vers f(2).

Puisque B, et B, (chez nous D et D') soant des domaines polygonaux
(définition a la p. 433) ils font partie d’'une surface de Riemann_fermée
(chez nous S). La possibilité de relier les points de la frontiere de B, a
celle de B, revient A dire que B, est simplement connexe relativement a B,.
Quant. aux fonctions qui tendent uniformément vers f(z), elles sont

®) Notons que la démonstration de notre théoréme 2 dans [6] (p. 15) représente déja
une démonstration de la proposition citée, puisque la condition, suivant laguelle 1a fonction
donnée doit étre algébrique, peut étre supprimée,



Sur les séries de fonctions algébriques. .. ‘99

d’aprés la démonstration de cette proposition (pp. 440—442) des fonctions
algéhriques.

5. Notons encore certains faits dont nous ferons usage.

Etant donnée une surface de Riemann ouverte R, la détermination d’une
suite de surfaces fermées, contenant a la limite R, consiste a concevoir:
1° une suite de domaines Dy, n = 1,2,..., faisant partie de R et épuisant
R, et 2° une suite de surfaces de Riemann fermées S,, telles que D, C S,,
n=12,....

Or, la possibilité d’obtenir une telle suite {S,}, bien qu'évidente, im-
plique une démonstration et résulte de la proposition suivante, démontrée
par MM. Behnke et Stein ([1], p. 435, Einbettungssatz):

Pour chaque domaine D, complétement intérieur & une surface de Riemann
ouverte existe une surface de Riemann fermée A, qui contient D de telle sorte
gu'un domaine qu moins de A soit extérieur o D

Notons que, dans le cas oit D n’est pas connexe, cec1 est vrai méme
lorsque D est completement intérieur a plusieurs surfaces de Riemann, &
condition que leur nombre soit fini (p. 436, proposition 2). .

Lorsqu’une suite {D,}, n~-1,2,..., de domaines qui épuisent un do-
maine ouvert d’une surface de Riemann a la propriété que pour tous les
n chaque point de la frontiére de D, peut étre relié i la frontiere de D, .,
par un chemin contenu dans D, ,,~D, (c.a. d. lorsque D, est simplement
connexe relativement & D, ,,) la suite {D,} est dite ndrmale.

Ayant introduit cette notion, MM. Behnke et Stein ([1], p. 443)
démontrent le fait suivant:

Tout domaine ouvert d’une surface de Riemann est normalement épuisable
par des domaines connexes.

6. Pour distinguer les points d’une surface de Riemann de leurs affixes
dans le plan, nous acceptons une désignation pratique de Koebe: 7 doit
désigner un point de la surface, dont l'affixe est z.

Puisque nous aurons 2 nous occuper des suites de fonctions
algébriques dont les surfaces de Riemann sont données, nos considérations
supposent la possibilité de construire certaines fonctions algébriques sur
des surfaces de Riemann fermées, données 3 I'avance. Weierstrass a fait
une analyse détaillée d’'une telle construction dans ses ,Cours sur les
Transcendantes d’Abel*. Ici nous pouvons nous contenter de certaines con-
ditions générales que ces fonctions algébriques doivent remplir et qui sont
contenues dans le théoréme dit fondamental de la théorie des fonctions algé-
briques et dans le théoréme connu de Riemann-Roch. Nous reproduisons
donc ces faits, en les exprimant en termes suivants:
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THEOREME FONDAMENTAL. Soit S une surface de Riemann fermée, de
genre p et soient 2,, v=1,2,...,n, n points sur Setr,, v=1,2,...,n,
des entiers positifs, tels que ri+r,+ ... +ra=m>p.

1l existe alors une fonction algébrique dont la surface de Riemann est
S et qui posséde en chaque point Z, un péle d’ordre r,, et aucun pole de plus.

La fonction algébrique la plus générale dont la surface est S et qui
posséde ses pbles en ces m pointes, d’ordres au plus égaux aux nombres r,
correspondants, contient m—p +-t+ 1 constantes arbitraires, ol t désigne le
nombre de certaines fonctions ,adjointes”.

Retenons qu’en tout cas le nombre des constantes arbitraires est
supérieur & m—p et remarquons qu'on peut les déterminer en exigeant
que la fonction ait, de plus, autant de zéros simples, choisis a I’avance, et
de coefficients dans les parties principales des poles donnés.

7. Aprés ces remarques préliminaires nous démontrons d’abord Ia
proposition suivante, qui généralise l'un des théorémes bien connus de
Mittag-Leffler en I'appliquant aux surfaces de Riemann fermées:

PROPOSITION 1. Soit D un domaine ouvert quelconque (connexe ou non)
d’une surface de Riemann fermée S, non identique & S, et soit {d,) une
suite quelconque de points de D, s’accumulant en chaque point de la frontiére
de D et la seulement.

Il existe alors une fonction analytique F(2) uniforme sur S, possédant
D comme domaine d’existence et méromorphe dans D, oi elle a les points
d, et ces points seulement, comme poles avec des parties principales données
a l'avance,

Cette fonction peut s’écrire sous la forme
) F(z) = El [#n (2) — ¥a (2)]
=

oir ¢, désigne pour tout n une fonction algébrique de la surface S, réguliére
dans D, excepté au point d,, qu'elle posséde comme pole avec la partie prin-
cipale donnée correspondante, et V1, désigne une fonction algébrique de S,
réguliére dans D.

Les fonctions ¢, et \, peuvent étre choisies telles que chaque fonction
Pn ait un seul et méme pole & [lextérieur de D et que chaque fonction Y,
ait & lextérieur de D, dans chacun des continus complémentaires & D un
seul et méme pole.
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Démonstration. Soit

)
1\ ¢ c Ciny (m)
"(7)_ ttE et e Cmn 70,
la partie principale donnée a I'avance, relative au pole &, # oo, en dési-
gnant par ¢ I'expression 2 —a, ou (z—a,)V/¢ suivani que @, est un point ordi-
naire de S ou bien un point de ramification d’ordre s—1. Pour g, = oo
la partie principale est

()= CPt+ C 4 .. +CR {0,
olt t désigne z ou z!/s suivant les deux dites possibilités.

D’aprés le théoreme fondamental du n® 6 on peut former pour tout
n une fonction algébrique de la surface S, soit ¢,(2), qui a deux pdles
seulement: le pdle @, o la partie principale est g, et un pole quelconque
a l'extérieur de D, soit b,, ordre de celui-ci étant un certain nombre r,.
En effet, si nous envisageons la fonction la plus générale qui remplit ces
conditions, le nombre des constantes arbilraires est en tout cas supérieur
A m—p (m>p) ot m=m,+ r,. Donc, m, étant en méme temps le nombre
des constantes C dans g,, qu’il faut déterminer, il suffit qu’on ait m, <m, +
+ ra—p, ¢. & d. r,>p. Celte condition, qu’on peut préciser, si I'on veut,
ar,=p+ 1, suffit 2 ce que la fonction ¢, existe sfirement.

Ceci étant, soit {D,}, n=0,1,2,..., une suite de domaines ouverts
de S, qui épuisent normalement le domaine D et cela de telle sorte que
a, € Dyy,—D,,n=1,2,...(Ladémonstration de ce fait évident ne présente
aucune difficulté).

D’aprés le lemme 1 on peut former pour chaque n une fonction

algébrique ¥, (2) de la surface S, régulitre dans D et telle qu'on a pour
une suite de nombres positifs e, décroissant vers zéro:

|(Pn_\1’n| <en_en+1
pour tous les z € D,_,, puisque D, _, ((D,.

La fonction ¢,—1, est uniforme et réguli¢re dans D, a ’exception des
poles d,. A Pextérieur de D cetle fonction posséde comme pdles le point
b, et les poles de ¥,. Remarquons qu’on peut placer les poles des ¥, dans
un ensemble de points, tel que chaque continu complémentaire de D’ con-
tienne 'un de ces points seulement. Les points b, peuvent étre placés
dans le méme ensemble, par ex. en un seul et méme point.

‘) Comparer 4 la proposition 3 dans [2].
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Alors la série (1) remplit les conditions cherchées. En effet, soit A
n’'importe quel domaine complétement intérieur 2 D. En désignant par e
un nombre positif arbitrairement petit, il exisle toujours un n, tel quon a
pour n>n, 2 la fois A € D,_, et e, <e, par conséquent

ntr n+r
S (epv—\m]< S 1 00— |< En—nar s < n
v=n v=n

et d’autant plus

<€

n4r
2 ((Pv "qfv)

pour z € A. Donc la série (1) est uniformément convergente A lintérieur
de D, a l'exception des pdles ad,, pour chacun desquels I'une des fonctions
¥, devient infinie. Par conséquent F(z) est une fonction analytique telle
que la proposition I I'exige.

Pour assurer a la surface de F(z) d’éire vraiment S et non pas une
surface plus simple dont S serait une surface recouvrante, il suffit de
supposer que l'un des points 4, est le seul dont l'affixe a une certaine
valeur a,. v

Comme l'on voit immédiatement, lorsque la surface de Riemann S
se réduit au plan, la proposition I se réduit par un choix convenable des
fonctions @, et ¥, au théoréme général de Mittag-Leffler.

Remarquons enfin que si D n’est pas connexe, la fonction F(z) peut
représenter. plusieurs fonctions monogenes sur une méme surface de Rie-
mann fermée. '

8. Démontrons les quatre lemmes suivants, analogues au lemme 1.

.LEMME 2. Soient D et D' deux domaines ouverts d’une surface de Riemann
fermée S, le domaine D étant complétement intérieur @ D', celui-ci non iden-
tique a S, et D étant simplement connexe relativement & D'. Soient b,,v =1,
2,..., k, des points contenus dans D'—D.

Alors toute fonction f(2) uniforme et réguliére dans D peut étre repré-
sentée dans D par une suite de fonctions algébriques f,(2), n=1,2,..., dont
la surface de Riemann est S, qui convergent uniformément & Pintérienr de D
et sont réguliéres dans D' & lexception des points b,, qui sont tous, pour
chaque fonction f, des poles avec des parties principales données, ne dépen-
dant que de v.

Démonstration. Soit a(2) une fonction algébrique de S, ayant les
points l~7v, v=1,2,..., k, comme poles avec les parties principales données
a l'avance. En général, d’aprés le théoréme fondamental, a (z) doit avoir
encore quelques poles simples ou, par ex. un péle multiple, que nous
supposons placé a I'extérieur de D'
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Soit f(z) une fonction quelconque uniforme et réguli¢re dans D. La
fonction f—« étant réguliére dans D, il existe d’aprés le lemme 1 une suite
de fonctions algébriques, soit {9, (2)}, dont la surface de Riemann est §,
régulires dans D' et convergeant & IPintérieur de D uniformément vers
f—a, c ad

[f(2)—a(@)—pa(2)| <& n>n, Z€AUD.
Par conséquent les fonctions algébriques f,=¢,+a convergent uniforme-
ment a Pintérieur de D vers f(2), c. & d.

lf(2)-fn ()] <e

en possédant en méme temps les poles b,, v=1,2,..., k.

LEMME 3. Soient D et D' deux domaines ouverts d’une surface de
Riemann fermée S, le domaine D étant complétement intérieur & D', celui-ci
non identique & S, et D étant simplement connexe relativement & D'. Soient
dp, p=1,2,..., h, des points contenus dans D.

Alors toute fonction f(z) uniforme et méromorphe dans D, ol ses poles
sont @., p=1,2,...,h, peut étre représentée dans D par une suite de
fonctions algébriques f,(2), n=1,2,..., dont la surface de Riemann est S,
qui convergent uniformément & Uintérieur de D — {du} vers f(2) et qui sont
réguliéres dans D' & 'exception des points @y, ceux-ci étant pour chaque fonction

f. des péles dont les parties principales sont les mémes que pour la fonc-

tion f(2).
Démonstration. Soit g(z) une fonction algébrique de S, ayant
les points @, p.=1,2,..., h, comme poles avec les mémes parties princi-

pales que pour f(2), et réguliere dans D' — D. Nous supposons de nouveau
que les autres poles de B(2), s'il y en a, sont & I'extérieur de D’

La fonction f— B étant réguliere dans D, il existe d’aprés le lemme 1
une suite de fonctions algébriques {¢,(2)} dont la surface de Riemann est
S, régulieres dans D' et convergeant a I'intérieur de D uniformément vers f— 8.

Par conséquent les fonctions algébriques f, = ¢, + g convergent uni-
formément 2 Uintérieur de D — {dn} vers f(z), & savoir

() — fa (@) <&, n>ny, Z€AUD.

LEMME 4. Soient D et D' deux domaines ouverts d'une surface de
Riemann fermée S, le domaine D étant complétement intérieur a D', celui-ci non
identique & S, et D étant simplement connexe relativement & D'. Soient @y,
p=1,2,...,h et b,, v=1,2,..., k, des points contenus, les premiers dans
D et les seconds dans D' — D. :

Alors chaque fonction f(2) uniforme et méromorphe dans D, oir ses
poles sont an, w=1,2,..., i, peut éfre représentée dans D par une suite
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de fonctions algébriques f,(2), n=1,2,..., donf la surface de Riemann est
S, gqui convergent uniformément & I’mferzear de D — {3} vers f(z) et qui
sont réguliéres dans D' & I'exceplion des points @ et b,, qui sont pour chaque
fonction f, des poles. Les parties principoles des poles d. y sont les
mémes que pour la fonction f(2) ef les parties principales des péles b, sont
également données & ['avance ef ne dépendent que de v.

Démonstration. Soit encore B(z) une fonction algébrique aux
mémes propriétés que dans la démonstration précédente. La fonction f—8
étant réguliére dans D, il exisie d’aprés le lemme 2 une suite de fonctions
algébriques {g, (2)} dont la surface de Riemann est S, réguliéres dans D',

a I'exception des points b, qu'elles ont comme poles avec des parties
principales données, et convergeant 3 lintérieur de D uniformément vers
i-p.

Par conséquent, les fonctions algébriques f, = @, + § convergent
uniformément dans Pintérienr de D—{a&.} vers f(2), & savoir

R~ (] <e, n>n,, 2€AUD

en possédant en méme temps les poles b,

LEMME 5. Soient D ef D' deux domaines ouverts d'une surface de
Riemann fermée S, le domaine D étant complétement intérieur & D', celui-ci
non. identique & S, et D étant simplement connexe relativement & D'. Soient
@u, p=1,...,h, et by, v=1,2,...,k, des points de S, contenus, les
premiers dans D et les seconds dans D’ — D.

Alors toute fonction f(2) uniforme et réguliére dans D, ayant les points
ap, w=1,2,..., h, pour zéros d’ordres donnés, et non pas dautres zéros
dans D, peuat étre représentée dans D par une suite de fonctions algébriques
fa(2), n=1,2,..., dont la surface de Riemann est S, qui sont réguliéres
dans D', convergeﬁt uniformément & Pintérieur de D vers f(2) et qui ont,
chacune, les points &, et b, comme zéros, l'ordre de chaque zéro & étant
le méme que pour f(2) et lordre de chaque zéro b, étant, lui aussi, donné
et ne dépendant que de v.

Démonstration. Daprés le théoréme fondamental du n® 6 on peut-
former une fonction algébrique de la surface de Riemann S, soit « (2), qui
possade: I° les points @, comme zéros, de mémes ordres que pour f(z),
2° les points 5, comme zéros d’ordres donnés et 3° certains poles a
Pextérieur de D'. En effet, désignons par M le nombre de tous ces zéros,
comptés avec leurs degrés de multiplicité, et par m le nombre analogue,

relatif aux poles. Puisque le nombre des constantes arbifraires est supé-
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rieur & m—p et que M de ces constantes doivent étre déterminées, ceci est
toujours possible si M <m—p, c.2d. m>M+p. Par ex. avec m=M+p +1
la fonction o (z) existe sfirement.

Cette fonction a m zéros, donc il est possible que les zéros donnés
ne soient pas les seuls dans D'. Soient ¢;, A=1,2,...,1, les zéros de
o situés dans D, difiérents des @. et i, leurs ordres. Soient de méme c’,,
A=1,2,...,0", les zéros de «a situés dans D’'—D, différents des b, et
i’y leurs ordres. La fonction f/o est différente de zéro et régulidre dans D,
a P'exception des points ¢, oii elle a des pdles dont les ordres sont iy .

D’aprés le lemme 4 il existe une suite de fonctions algébriques @, (2),
n==1,2,..., de la surface S, convergeant vers f/a uniformémenta l'intérieur
de D—{ ¢, } et régulitres dans D’, & ’exception des points ¢, et ¢’,, qui
sont des poles pour toutes les fonctions, d’ordres donnés, i, et i’,.

Alors les fonctions f, =« ¢, sont réguliéres dans D’, différentes de
z€ro aux points ¢, et ¢’,, mais elles possédent dans D les mémes zéros
que f(z) et ceux-12 seulement, c. & d. les points du., l'ordre de chacun
d’eux étant le méme que pour f(z). En effet, pour n assez grand les
fonctions ¢,, convergeant vers f/a, n’ont pas des zéros dans D; donc il
suffit de supprimer dans la suite {f,} ceux des termes oit le contraire
aurait lieu.

Puisque les ¢, sont réguli¢res dans D'—D, on peut dire seulement
que les f, ont les points b, comme zéros d’ordres non inférieurs a ceux
de a et qu’il peuvent y avoir encore des zéros (pour tout n assez grand).
Or, on peut facilement préciser les ordres des zéros b, en demandant
par ex. que ces ordres soient pour o d’une unité plus grands et que les
¢, aient des pdles simples aussi en b,, v=1,...,k, car les f» auront

alors en b, des zéros d’ordres donnés.

Ainsi les fonctions algébriques f, ont les points @. et b, comme
zéros d’ordres donnés a P’avance, I'ordre de chaque zéro @, étant le méme
que pour f(z). Mais il n’est pas exclu que ces fonctions aient dans D’'—D
d’autre zé€ros encore.

9. Passons & l'extension du théoréme de Mittag-Leffler aux surfaces
de Riemann ouvertes quelconques, et oit les fonctions rationnelles dans
’expression de Mittag-Lefiler seront remplacées par des fonctions algé-
briques.

En appliquant le lemme 4 nous démontrons d’abord la proposition
suivante: '
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PROPOSITION Il. Soit R une surface de Riemann ouverte quelconque
et {a,}), v=1,2,..., une suite de points de R, ne s’accumulant nulle part a
Pintérieur de R, mais s’accumulant en chaque point de la frontiére de R, en
fant que R posséde une frontiére.

Il existe alors une suite de fonctions algébriques {f, (2)} dont les surfaces
de Riemann contiennent a la limite la surface R, qui convergent & lintérieur
de R — {a,} uniformément et qui définissent ainsi une fonction analytique
F (2) uniforme et méromorphe sur R, possédant R comme domaine d’existence
et les points @,, et ceux-ci seulement, comme péles avec des parties princi-
pales données & Pavance. La fonction f,(z) a les points 4,, v=1,2,..., n,
comme poles avec les parties principales données correspondantes.

Démonstration. Soit {D,}, n=0,1,..., une suite de domaines
ouverts de la surface R, qui I’épuisent normalement et cela de telle sorte
que d,€D,4+,—D,,n=1,2,... Soit {S,;} une suite de surfaces de Riemann
fermées, telles que D, ., CS, et que, par conséquent, ces surfaces con-
tiennent a la limite la surface donnée R. Désignons par g, la partie prin-
cipale donnée, relative au pole 4, et par {e,] une suite de nombres
positifs décroissant vers zéro.

D’aprés le théoréme fondamental (n®6) on peut former une fonction
algébrique f, (x) dont la surface de Riemann est S,, qui a comme pdle
dans D, le seul point 4;, avec la partie principale g, et, s'il le faut, un
pole A 'extérieur de D,, soit b, 'ordre de celui-ci étant un certain nombre r,.

D’aprés le lemme 4 on peut former une fonctions algébrique f, (2)
dont la surface de Riemann est S,, qui a pour poéles dans D, les seuls
points &, et d, avec les parties principales g, et g,, et un podle quelconque
a l'extérieur de D,, soit b,, I'ordre de celui-ci étant r,, cette fonction
étant en outre telle que

[fe@—-fi(2)| <& —&, ZED, D,

Généralement, d’aprés le méme lemme, il existe une fonction algébrique
fa(2), n=2,3,..., dont la surface est S,, qui a pour poOles dans D,
les points 4,,v=1,...,n et ces points seulement, avec les parties principales
g, correspodantes et un pole quelconque 2 [Iextérieur de D,, soit b,,
I'ordre de celui-ci étant r,, cette fonction f, étant en outre telle que

Ifn+2(z) —In (z), <& —E€y.q, 26Dn—1C(Dn-

La suite {f,} obtenue ainsi converge uniformément dans tout domaine
A completement intérieur a4 R, exception faite des pdles 4,. En effet, e
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étant un nombre positif arbitrairement petit, il existe un nombre naturel
n, tel quon a pour n>n, &la fois A C D, ete, <e. Mais alors, pour 2€ A

ntr—1

lfﬂ+r_fﬂl< vgn va+1_fvl<en_en+r<en:

donc
Ifn+r“fnl<e’ z€A.

Convergeant ainsi dans R, excepté aux points 4,, la suite {f,} définit une
fonction analytique méromorphe dans son domaine d’existence, qui est la
surface de Riemann ouverte R. Bien que P'inégalité précédente est vraie
aussi pour 4, € A, la convergence n’a lieu que dans A — ({4,} N4), les f,
devenant infinies dans {&,}. Comme b, est a 'extérieur de D,, les foncti-
ons f, sont réguliéres dans Dy, & 'exception des f,, v=1,2,..., n—1, au plus.

10. Démontrons aussi la proposition suivante, qui a une forme plus
rapprochée de celle du théoréme de Mittag-Leffler. On pourrait 'obtenir
en transformant dans la proposition Il la suite en série, mais nous Ia
démontrons directement, au seul moyen du lemme 1.

PROPOSITION HI. Soit R une surface de Riemann ouverte quelconque et
{a,}, v=1,2,..., une suite de points de R, ne s’accumulant nulle part & linté-
rieur de R, mais s’accumulant en chaque point de la frontiére de R, en tant
que R posséde une frontiére. Soit en outre {S.} une suite de surfaces de
Riemann fermées, contenant a la limite la surface R.

Il existe alors une fonction analytique F(2) uniforme et méromorphe
sur la surface de Riemann R, possédant R comme domaine d’existence et les
points @,, et ceux-ci seulement, comme poles avec des parties principales
données & lavance.

Cette fonction peut s’écrire sous la forme
(2) F (Z) = nz][q’n (z’ an) - q’n (Z)]

oit @n et V, désignent pour tout n deux fonctions algébriques dont la surface
est Sa. Chaque fonction ¢, posséde comme pdle l'un des points d,, a savoir
d,, avec la partie principale donnée correspondante. Outre ces poles, les
fonctions . et \» possédent d’autres poles, qui s'annulent mutuehllement deux
a deux, dans les termes consécutifs de la série.
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Démonstration. Désignons par {D,} la méme suite qu'au début
de la démonstration précédente, Soit {S.} une suite de surfaces de Riemann
fermées, telles que D,,s C S,, ces surfaces contenant 2 la limite la surface
R. D’apres le théoréme fondamental on peut former pour tout n une fonction
algébrique de la surface §,, soit ¢n(2), qui a les trois pdles suivants: le
point @, oil la partie principale est gn, et les deux points &, et b,,, dans
Dnyg— Dyy, lordre de ceux-ci étant certains nombres rn et r,,., quon
peut, d’aprés les remarques faites A la page 101, soumettre 2 la condition
I'n+7Tnys >Pn, O pn est le genre de S,

Nous supposons en outre que, u,., étant la partie principale de ¢n
au pole b,,,, la partie principale de ¢,y soit au méme pble — up .y,
n=1,2,... La fonction ¢, doit avoir exceptionnellement un seul pdle, b,.
Conformément au théoréme fondamental cela est toujours possible.

D’aprés le lemme 1 on peut former pour tout n une fonction algé-
brique ¥, (2) de la surface S,, réguliere dans D,,, et telle qu'on a pour
une suite de nombres posilifs e,, décroissant vers. zéro, -

I(Pn(z)"‘\]fn(z)|<8n—€n+1, 2€Dn,_1 CCD,,.

On peut exiger que les fonctions V, aient leurs pdles dans une suite double
de points, {¢;,n}, i=1,...,in, n=2,3,..., telle que les points &,,,
i=1,2,...,i,, soient dans D,,,—D,,, 2 savoir un seul dans chacun des
domaines connexes séparés dont est composé D,,,—D,+,. Plus précise-
ment, la fonction ¥, doit avoir les poles ¢, i=1,2,...,10; e ¢ pyy, i=
=1,2,...,in4y. La partie principale de ¥, au pdle ¢, ,,, étant v; 4,
celle de ¥, ., au méme podle doit étre —v; 5.y, i=1,2,..., i, . Seulela
fonction ¥, ne doit avoir que les pdles ¢, ,, i=1,2,...,i5.

La fonction ¢,—V, est uniforme el réguliere dans D, .,, a 'exception
du pole @, A Textérieur de D,.,, & savoir dans D, ,— D, ceite fonction
posséde comme poles b, et b,., et lespoles & ., i=1,2,...,0r €t & 141
i=1,2,...,0ip4, de ¥u

Cela étant, la série

F(2)= E. [ov (2) =¥ (2)]
Vo
remplit les conditions de la proposition II. En effet, si A est un domaine
completement intérieur 2 R, et e arbitrairement petit, positif, il existe un n,
tel qu'on a pour n>n, a la fois A ©D,_, et e; < &, par conséquent

n+r n4-r
_E(‘pv“l’v) < Y lov-V| <en—enprys <

y=n
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et d’autant plus

ntr
E (pv—V) | <e, ZEA.

Vo T

Donc la série
ndr

2 (ov =)

Vw1t

est uniformément convergente dans I'intérieur de A. Quant & la somme finie

n—1

2 (pv—P)

vesl
les pbles b, des fonctions ¢ et de méme les poles ¢;,, des ¥, s’anéantissent
mutuellement deux a deux, puisque par ex. les parties principales de ¢, et
Puiy €0 by sont u,,, et —u,, . Subsistent seulement les poles &, v=1,
2,...,n—1 dans Dn et les poles bn et &;n,i=1,2,...,indans Dy s—Dyyy,
donc a Pextérieur de Dy, DA. Par conséquent la série (2) est uniformé-
‘ment convergente & I'intérieur de A, 2 exception des pdles &,, pour ehacun
desquels I'une des fonctions ¢, devient infinie. Par conséquent F (2) est
une fonction analytique telle que la proposition III Pexige.

Ajoutons que les remarques faites 2 la fin de la démonstration de la
proposition 1 peuvent s’appliquer aussi & la proposition HI. D’ailleurs, si,
d’une part, le domaine ouvert D de la proposition I est connexe et si,
d’autre part, R est contenu dans une surface de Riemann fermée®), les
propositions I et Il ne différent que par le nombre des poOles de ¢ et
Y, extérieurs & D. Du reste, la proposition IIl est vraie méme si l'on
remplace la surface de Riemann R par un nombre quelconque, fini ou infini
dénombrable, de surfaces de Riemann ouvertes et sans points communs.®)

11. Une extension du théoréme de Weierstrass a une surface de
Riemann ouverte quelconque, dans le sens des considérations précédentes,
est bien possible. Les facteurs de la forme

»
@) (1 —i) o5
a
qui figurent dans les produifs de Weiersirass seront remplacés par des
fonctions transcendentes dont les surfaces de Riemann seront des surfaces

fermées. Or, une fonction dont le domaine d’existence est une surface de

8) Voir la remarque 4 la fin du n®6.
8 Voir A ce propos nos théorémes généraux dans (6}, pp. 21—23.
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Riemann ouverte R quelconque et qui, étant réguliere dans R, posséde des
zéros donnés, peut s’obtenir également comme limite d’une suite uniformé-
ment convergente de fonctions algébriques. Considérons d’abord I'existence
d’une telle suite.

PROPOSITION IV. Soit R une surface de Riemann ouvertfe quelconque
et {d,} une suite de points de R ne s’accumulant nulle part & lintérieur de R,
mais s'accumutant en chaque point de la frontiére de R, en tant que R
posséde une frontiére.

1l existe alors une suite de fonctions algébriques fy, (2) dont les surfaces
de Riemann contiennent & la limite la surface R et qui convergent uniformément
@ lintérieur de R et définissent ainsi une fonction analytique F (2) uniforme et
réguliére dans R, possédant R comme domaine d’fzxistence et les poinfs 4,
comme zéros d’ordres donnés & l'avance.

Démonstration. Soit {Dn}, n=0,1,..., une suite de domaines
ouverts de la surface donnée R, qui 'épuisent normalement et cela de telle
sorte que @, € D,.,—D,, n=1,2,... Soit {S»} une suite de surfaces de
Riemann fermées, telle que D,,., C S, et que ces surfaces contiennent
donc a la limite la surface donnée R, et soit {m.} une suite quelconque
d’entiers positifs.

’ D’aprés le théoréme fondamental on peut former une fonction algé-
brique f,(2) dont la surface de Riemann est S;, réguliere dans D;, ol elle
a le point @, comme zéro d’ordre m, et qui n’a & l'extérieur de D; qu'un
seul pole en un point quelconque, soit b,.

D’aprés le lemme 5 on peut former une fonction algébrique f,(z) dont
la surface de Riemann est S,, régulieére dans D, on elle a les points 4, et
d, comme zéros d’ordres m, et m,, qui n’a a 'extérieur de D, qu'un seul
pole, soit b,, et qui est en outre telle que

() —f(2)| <ey—ey 7€ DD,

Généralement, d’aprés le lemme 5, il existe une fonction algébrique
fa(2), n=2, 38, ..., dont la surface est S,, réguliere dans Dy, ot elle a les
points &,, v=1,2,...,n, comme zéros d’otdres respectifs m,,v=12...,1,
qui n'a & l’exténeur de D, qu'un seul pole soit b, (sur S») et qui est
en outre telle que

|f,,+,(z)—-fn(z)]<en——e,,+1, 2€ Dy, Dn

Nous obtenons ainsi une suite {f»} uniformément convergente dans
tout domaine A complétement intérieur a3 R. En effet, en désignant par e un
nombre positif arbitrairement pelit, il existe un entier positif. n, tel qu’on
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a pour n>n, & la fois ACS D, et e, <e et par conséquent (comme 2 la
page 107):
1fn+r“‘fn|<5» Z€A.

La suite des fonctions algébriques {f»} définit ainsi une fonction F (2)
réguliere dans tout son domaine d’existence, celui-ci étant identique a la
surface de Riemann ouverte R. La fonction F(z) a évidemment chaque
point @,, v=1,2,..., comme zéro d’ordre m,. Or, il n’est pas exclu que
F (z) ait d’autres zéros encore.

Lorsque R est un domaine ouvert d’une surface de Riemann fermée S,
c. 2 d. si RS, la proposition IV donne une suite uniformément conver-
gente de fouctions algébriques F(z) de la méme surface, réguliéres dans R
et possédant R comme domaine d’existence. La frontiére de R est ’ensemble
dérivé de {4,}. ;

Dans le cas ot R se réduit au plan, la proposition IV donne une suite
uniformément convergente de fonctions rafionnelles, qui définit dans un
domaine ouvert quelconque du plan une fonction réguliere dans ce domaine,
possédant ce domaine comme domaine d’existence. Cette fonction a des
zéros d’ordres donnés dans une suite de points donnés, qui s’accumulent en
tout point de la frontiére de ce domaine et 13 seulement.

12. Avant de passer 2 lextension proprement dite du théoréme
de Weierstrass aux surfaces de Riemann ouvertes, donnons d’abord une
démonstration indépendante du lemme suivant, lequel établit I’existence
de certaines fonctions qui généralisent les facteurs (3) de Weierstrass.

LEMME 6. Etant donnés des points quelconques &, , A=1,2,...,1, et
Cp,p=1,2 ..., m, dune surface de Riemann fermée S, il existe une fonction
analytique dont la surface de Riemann est S, qui a pour seuls zéros les
points @&, A=1,2,...,1, Pordre de chacun étant donné & l'avance, et qui
est réguliére sur toute la surface S, & lexception des point ¢p,p=1,2,...,m,
ceux-ci étant singuliers essentiels.

Démonstration. Soient m, les entiers positifs donnés a ’avance.
Nous construisons une fonction algébrique «(z) dont la surface est §
et qui posséde aux points 4, , A =1,2,...,1, et ép, n=1,2,...,m, et de
méme aux points z = oo une valeur infinie ou nulle, 2 savoir:

1° 8i a, # o et si c’est un point de ramification d’ordre s -1,
supposons que ce soit un pole’) dont Pordre est s, et que le premier

7} Au sens €largl du mot, adopté dans la théorie des foncions algébriques.
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coefficient dans sa partie principale soit m, /s, c. 2 d. qu’on ait autour de N

m, /s A, A 1
a(z)=z}‘£ + =1 1s—l+"'+ 1—1+P[(a—z;\)s],
—a

(z—a) * (z—ay)®

ot Ay,..., An_, sont des coefficients quelconques et P (1) désigne une fonc-
tion réguliere en f=0. Si 4, n'est pas un point de ramification, posons
dans ce qui précéde s =1, c. & d. supposons qu’on ait autour de dy

a(z) = —2

+ P(z—a;\ ).
Z—ay .
. Si @, = oo et si c’est un point de ramification d’ordre s—1, suppo-
sons que ce soit un zéro d’ordre s et qu'on ait autour de @,
1
_.__”1}_‘_/;9_;_'4"—'11 + '_.+_‘.41_l.+ip(z“‘s‘).
A4+ 2-5 22

a(2) =

Si ce n’est pas un point de ramification, posons dans le voisinage de &
g 0y

a(z) = —" 4 izp(z—i).
Z p4

2° En tout point 2z~ oco différent des @, et &, et qui est un point
de ramification d’ordre s — 1, la fonction « (2) doit avoir un zéro d’ordre 2s.
Si ce n'est pas un point da ramification, posons s=1, c.a.d. le zéro
doit étre du second ordre.

3° Si ¢ # oo supposons que ce soit un pole dont l'ordre 4, variant
avec p, est plus grand que s (s> 1), et en outre suffisamment grand pour

que la condition imposée par le genre de la surface S soit remplie. Donc
on doit avoir

An_ A
Y P — e+ 2L 4 P ()

(z-cw)*  (z2-cp) (z —co)*
Si cp = oo supposons que a(2) ait en & un pole d’ordre h quelcongue,
suffisamment grand pour qu’une telle fonction existe, et qu’on ait autour de ¢,

L h—-1 1 1
a(y=Apzs+Apy 25 +...+A,2% + P(z ®).

Considérons la fonction
4

J(z)=fa(z)dz,

2
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ot Z, est un point différent des &, et ¢, et la courbe d’ifitégration ne

passe pas par ces points. Grace aux zéros de a(2)en z= oo la fonction

J (2) est finie pour tout z # &, Cn, méme si z=o0. Donc elle est régu-

liere sur S, excepté aux points &, et ¢n, mais elle n’est pas uniforme sur S.
En effet, on a pour s > 1, dans le voisinage de @,, si a) # o

my, 1
J(2) = —log 2 - &) +Q[(z - a)*],

et si a; = 0o

1
J@=-"tlog 2+ Q= ),

ot Q(#) désigne une fonction réguliere en f=0.

Dans le voisinage de cp on a, si ¢cp # o

Ap 1 A 1
J(Z)z . £~1 h_ll. h—1_1+""
1-35 (2—cu)* - (2-0cy) °
etSiC}J.==OO

A, % A h—1
J(2) =" z*+l+—';zf—lzs i

1+~ 14+ —

s s

Considérons la fonction ¢ (2) = e/®. On a dans le voisinage de @, ,
si ay # o0
N
P@R)=(2-1;)° . e?,
et si a) = 00

p()=2 5 .eQ

olt Q est réguliere en @, et ot s=1 ou s>1 suivant que c’est un point
simple ou un point de ramification d’ordre s—1. Donc la fonction ¢ (2) a
le point a, comme zéro d’ordre m, .

Dans le voisinage de ¢y on a, si ¢p # oo

B
— -]
o (2) =elF—w)"
Publications de I'Institut Mathématique 8
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et 8i op =00
B’ zp!
p(R)=c¢e X wea

ott B3>0 et ' >0, donc ces deux fonctions exponentielles, qui figurent
comme facteurs, ont 1e point ¢, comme singularité essentielle et, par consé-
quent, 1a fenction ¢ (2) I’a aussi, ponr tout p. A tout point de S, différent des
cp,p=1,2,...,m, lafonction ¢ est réguliere et différente de zéro.

En élevant la fenction J(2) 2 I'exposant, elle cesse d’avoir des points
logarithmiques, mais elle reste multiforme, car en entourant les rétrosecti-
ons de S, paraissent certains modules de périodicité de J (z). Or, en sou-
strayant de J(z) une intégrale abélienne de la premitre espéce, soit K (2),
qui posstde les mémes modules de périodicité, cette multiformité disparait.
Donc la fonction

s f(2) = e/ &K@
est uniforme sur S, en restant régulidre purtout, sauf aux points essentiels
Cor,p=1,2,...,m, et différente de zéro, a I’exception des points ¢, , oir elle
a des z€ros d'ordres respectifs my, A=1,2,...,.8)

13. Démontrons maintenant une proposition analague 2 la proposition
I et qui généralise le théoréme envisagé de Weierstrass, en I'appliquant
aux surfaces de Riemann fermées:

PROPOSITION V. Soit D un domaine ouvert quelcongue d'une surface
de Riemann fermée S, non identique & S, et soit {d,}, v=1,2,..., une suite
de points quelconques de D, s’accumulant en chaque point de la frontiére de
D et la seulement.

1l existe alors une fonction analytique F(z), uniforme sur S, possédant
D comme domaine d’existence et réguliére dans D, ou elle a les points &, et
ceux-ci seulement, comme 2éros, leurs ordres étant donnés & lavance.

Cette fonction peut s’écrire sous la forme

) F()= ﬁ o (2) e ¥,

nel

ou @n désigne pour tout n une fonction analytique de la surface S, possédant
@, comme zéro unique d’ordre donué et qui est réguliére sur toute la surface
S, & Pexception d’un point essentiel, situé d Uextérieur de D; W désigne une
fonction algébrique de S, réguliére dans D ef posséaant dans chacun des
continus complémentaires de 13 un seul poie.

8 Dans [2] Mlle. Florack a démontré d'une maniére semblable I'existence des
fonctions ,élémentaires* d’une surface de Riemann owverie.
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Démonstration. D’aprés le lemme 6 on peut former pour tott n
une fonction de la surface S, soit ¢n (2), qui posseéde le point @, comme
zéro unique dont P'ordre est donné et qui est réguliere sur toute la surface,
a 'exception d’un point quelconque extérieur & D, soit ¢, qui est un point
essentiel.

Soit {D,}, n=1,2,..., une suite de domaines ouverts de' S, qui épui-
sent normalement le domaine D et cela de telle sorte que @, € D, , ;— D,
n=1,2,... Puisque ¢, n’a pas de zéro dans D,, la fonction log ¢. est,
elle aussi, réguliere et uniforme dans D,. Dome, d’aprés le lemme 1, om
peut former pour tout n une fonction algébrique V¥ (z) de S, réguliere
dans D, et telle qu'on ait pour une suite de nombres positifs e, décroissant
vers z€ro:

|]0g$n"\1’nl < &n—E&pyig,

pour tous les 2 € Dy_;(CDy.

La fonction . e~V est également réguliere el uniforme sur S, a
’excepticn du point essentiel Cn, et son seul zéro est dn, 'ordre de celui-ci
étant donné a I'avance.

Ceci étant, soit A n’importe quel domaine complébement intérieur a D.
En désignant par ¢ un nombre positif arbifrairement petit, il existe un n,
tel qu'on a pour n>n, a la fois A ©€ D,_, et g, <e, par conséquent

ntr n4r
! 2 (logcpv_qﬁ\’)‘ < 2 llog(PV‘_q’ul<8n_8n+r+f
y=n v=n

et d’autant plus
n4r

> (logo, -}

v=n

i< 8,

Donc, d’aprés le critere bien connu de convergenece des produits infinis,
le produit (4) est uniformément convergent a l'intérieur de' D. Par eomnsé-
quent F(z) est une fonction telle que la proposition V lexige.

Evidemment, si la surface S était une surface recouvrante, il suffirait
de supposer que P'un des points @, soit le seul dont I'affixe a une certaine.
valeur a,.

14. Voici enfin la généralisation correspondante du théoréme de
Weierstrass pour une surface de Riemann ouverte quelconque.

PROPOSITION VL. Spit R une surface de Riemann ouverte quelconque
el {a,},v=1,2,..., une suite de points de R, nme s'accumulant nulle part a



116 M, Radojéié¢

Pintérieur de R, mais s’accumulant en chaque point de la frontiére de R, en
tant que R posséde une frontiére. Soit en outre {S,} une suite de surfaces
de Riemann fermées, contenant & la limite la surface R.

1l existe alors une fonction analytique F (2), uniforme et réguliére sur la
surface de Riemann R, possédant R comme domaine d’existence et les points
d, et ceux seulement, comme zéros d’ordres donnéds & lavance.

Cette fonction peut s’écrire sous la forme

5) F(2)=TTen(x)e ",

n=1 .
ol pn et \rn désignent pour tout n deux fonctions analytiques de la surface
Sn, la fonction on possédant le point ., comme zéro unique et d’ordre donné
et \p, étant une fonction algébrique. Les singularités des ¢, qui sont des
points  essentiels, s’annulent mutuellement deux ¢ deux dans les termes
consécutifs du produit infini, et de méme les poles des VY.

Démonstration. Soit {D.} une suite de domaines ouverts, épuisant
normalement la surface R et cela de telle sorte que @n € D,,, — D,, et
soit {Sx»} une suite de surfaces de Riemann fermées, telles que D, ; C S,
ces surfaces contenant & la limite la surface R. D’aprés le lemme 6 on
peut former pour tout n une fonction de la surface S,, soit o, (2),
possédant 4, comme zéro unique, d’ordre donné, et qui est réguliere sur
toute cette surface, a I'exception de deux points ¢, et &4, situés dans
Dyi5—Dyyy et qui sont des points essentiels. La fonction ¢, doit avoir
exceptionnellement un seul point essentiel, & savoir ¢,

Puisque 9, n’a pas de zéros dans D, la fonction log ¢, est, elle
aussi, réguliere et uniforme dans D. Donc, d’aprés le lemme 1, on peut
former pour tout n une fonction algébrique ¥, (z) de la surface S,,
réguliere dans D, ,, et telle qu'on ait pour une suite de nombres positifs €,
décroissant vers zéro

[log n (2) — V¥, (2)| < en—en.y, 2€ D, , D,

Supposons en outre que les fonctions V. ont leur poles dans une suite
double de points {d;.},i=1,2,...,i, 71=2,3,..., telle que les points
din, i=1,2,...,i, soient dans D,.,~D,.,, un seul dans chacun des
domaines connexes séparés dont est composé D, ,~ D, ,,. Plus exactement,
la fonction ¥y doit avoir les poles d, n, i=1,2,...,0n €t dfuyy, i=1,2,...,
iny,. En désignant la partie principale de r, au pole d; ., par Vin1, celle
de ¥,,, au méme pdle doit étre ~Vinsr i=1,2,...,i,, Seule la
fonction ¥, ne doit avoir que les poles d; 4, i=1,2,...,0,.
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La fonction ¥, e ¥nest pour tout n réguliere et uniforme dans D, .4,
son seul zéro étant d@,. A Pextérieur de D, ., elle posséde les points essen-
tiels &, et é,,, de @, et les points essentiels d; ,, i=1,2,...,0,, et d; nir,
i=1,2,...,0,,, de e~ ¥n.

Or, en désignant par n, A et £ toujours les mémes entit€s, nous
avons

n+r
<Y [log gy —¥y| <en—€nyriss

ve=n

n+r
> (loge,—¥)

v=n

donc

v+r
2 (Iog ‘Pv_\yv) < 8) r4 6 A-

Donc le produit infini (5) est uniformément convergent a l'intérieur
de R, par conséquent il représente une fonction dans R, analytique et qui
satisfait aux conditions de la proposition VI.

Pour étre sfir que la surface de Riemann de F(z) n’est pas une
surface plus simple que R et dont R serait une surface recouvrante, il
suffit que l'un des points @, soit le seul dont I’affixe a une certaine valeur
d,. Notons que la surface R peut étre remplacée par un ensemble fini ou
infini dénombrable de surfaces de Riemann ouvertes, sans grandes alté-
rations dans la démonstration.

15. Jusqu’ici nous avons construit sur des surfaces de Riemann
ouvertes, des fonctions analytiques qui possédent une infinité de pdles ou
de zéros. Or, on pourrait construire aussi bien des fonctions qui posséde-
raient un nombre limité de zéros ou des podles. Si nous désirons qu’en
méme temps la surface de Riemann envisagée soit tout le domaine d’existence
de la fonction construite, il faut supposer que cette surface soit inexten-
sible, entendant par 1a qu’il n’existe pas de surface de Riemann plus large,
dont elle ferait partie. Ceci étant supposé, considérons par ex. la proposition
I, en envisageaunt une surface de Riemann ouverte R et une suite finie
de ses points, {@,},v=1, 2,..., N. Nous démontrons la proposition suivante:

PROPOSITION VIiI. Soit R une surface de Riemann ouverte, inextensible
et {d,}, v=12,...,N, une suite finie de points de R.

1l existe une suite de fonctions algébriques {fn(2)} dont les surfaces de
Riemann contiennent & la limite la surface R, qui convergent a [lintérieur
de {R - a,) uniformément el qui définissent ainsi une fonction analytique F(z)
uniforme et méromorphe sur R, possédant R comme domaine d’existence et
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les points a,, et ceux-ci seulement, comme poéles avec des parties principales
données & Ulavance. La fonction fo(2) a pour n<<N les points @, v =
=1,2,...,n, et pour n>N les points d,, v=1,2,...,N, comme pbles uni-
ques, avec les parties principales données correspondanfes.

Démonstratioun. Seit {D,}, n=0,1,2,..., une suite de domaines
ouverts de R, qui Pépuisent normalement et cela de telle sorte que
@,€Dn 1y ~Dpyn=1,2,..., N, et soit {S,} une suite de surfaces de Riemann
fermées, telles que D, ,C S,.

En continuant comme dans la démrenstration de la propositon II, for-
mons d’abord les premiers N termes de la suite {f,}, c. a d. certaines
fonctions algébriques telles que f, posséde la surface S,, qu'elle ait pour
poles dans D, les points &, v=12,...,m et ces points seulement, avec
les parties principales données, puis un pole umque a Pextérieur de D,
sait by, et qu’on ait:

(G) ‘fn-ﬂ““fni<8n_‘€n+1, z€Dn_1C<Dn, n= T, 2,-.-,N— I.

Pour n>N désignons par f, une fonction algébrique de S, qui n'a
que les points &,, v=1,2,..., N, pour poles dans D, et un pdle unique
a 'extérieur de D,, en b,, les relations (6) restant en vigueur. L’existence
de ces fonctions-ci est assurée par le lemme 3. }

Par des altérations analogues on obtiendrait les propositions qui
correspondraient aux propositions III, IV et VI. Les propositions Il et VI,
altérées ainsi, contiennent par ex. le cas d’une fonction analytique dont le
domaine d’existence est une surface ouverte inextensible quelconque et
qui posséde un pole unique, ou bien wu zéro uniqwe et swewst pole.

(Recu le 12 mai 1954)
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