SUR LA VALEUR ASYMPTOTIQUE D’UNE CLASSE
DES INTEGRALES DEFINIES
par
S. ALJANCIC, R. BOJANIC et M. TOMIC (Beograd)

SOMMAIRE — Comportement asymptotique de I'intégrale fg () L(nt)dt,
A9, L (f) étant une fonction a croissance lente.

1. INTRODUCTION. Dans la présente note nous allons étudier le
comportement asymptotique de la fonction ¢ () définie par lintégrale

b
d)(}\)=ff(t)L(M)dt, 0<a<bC oo, N oo,

oil f(f) représente une fonction intégrable au sens de Lebesgue, tandis
que L () esl une fonction a croissance lente, c-a-d. une fonction définie
pour f> 0, positive, continue et telle qu’on ait
1) L@y 1,
L)

(voir J. Karamata [1, 2]). Certaines propriétés des fonctions a croissance
lente, utilisées plus loin, seront mentionnées au Ne 3.

Le but de cette note est d’examiner sous quelles conditions a lieu
la relation asymptotique

b
@) P0) ~ L) [ flyd 1o,

A3 o0 pour chaque ¢>0 fixe,

en supposant la convergence de I'intégrale au second membre de (2) ou
de méme en supposant qu’elle n’est que (C, 1) — sommable.

La relation (2) est presque triviale dans [intervalle 0 <l a <b < ooy
en vertu de la propriété fondamentale (i) (Ne 3) des fonctions 2 croissance
lente. Nous considérons séparément deux cas: a=0, b<{oo et a>0,
b= oo. Les théorémes correspondants pour Vlintervalle (0, o) résultent
comme une combinaison de ces deux cas.
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2. RESULTATSY
A. L’intervalle (0,5), b << o.

THEOREME 1. Soit L (f) une fonction & croissance lente, et soit lintégrale
)
[ oo a
+0

convergente pour un n > 0.
Alors,

b b
ff(t)L(u)dtN L(}\)ff(t)dt, A > oo,
+0 +0
en supposant existence de lintégrale qui figure au premier membre.

B. L’intervalle (g ), a>0.

THEOREME 2. Soit L (f) une fonction & croissance lente, et soit lintégrale

[oiiw)a
convergente pour un 1> 0.
Alors, lintégrale
f F(O)L QM) dt
a

existe et on a

ff(t)L(M)dt ~ L(}»)ff(t)dt, A - oo,

THEOREME 3. Si L(t) représente une fonction & croissance lente qui
décroit d’une fagon monotone, de la convergence de lintégrale

ff(f) dt
0

rgsultent les deux assertions du théoréme 2.

1) Si la propriété (1) a lieu pour M-+ 0, tous les théorémes donnds au Ne 2
restent valables (relativement au passage 4 la limite X\ 4 0), en remplagant I'intervalle
(0,b) par (a,0) et réciproquement, en tenant compte aussi du fait que les conditions
de monotonie (etc.) de L (#) sont & remplacer d’'une fagon adequate.
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THEOREME 4. Si L(f) représente le produit de deux fonctions monotones,
a croissance lente, alors de la convergence de lintégrale

ft‘lf(t)dt

pour un 1 >0 résultent les assertions du théoréme 2.

THEOREME 5. Soit L (¢) une fonction & croissance lente, monotone, “con-
vexe et telle qu'on ail

L({)+0, t-oo.
Soit de plus

ff(t)dt=0(1), X + oo,

et
x

f(l - %)f(t)dt-»A, % oo,

a

alors de lexistence de lintégrale

f FOL QD dt,
résulte ‘

ff(t)L(}»t)dt ~ AL, X oo,

C. L’intervalle (0, ).

THEOREME 6. Soit L (f) une fonction a croissance lente ef soit lintégrale
-]
[eitwia
+0

convergente pour -a<x<B, a>0, g>0.
Alors on a

%ff(%)L(t)dtrwL()\)ff(t)dt, X oc.
+0 +0
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THEOREME 7. Soit L (t) le produit de deux fonctions monotones & crois-
sance lente. Alors on a pour 0 <o < 2

(3) fL(t) t—< sinxtdt ~ I'(l —a) cos =% —L_ (l) X9 +02
2 xl-eo X
0

THEOREME 8. Soit L (1) une fonction & croissance lente, monotone et con-
vexe a portir d’'un =1y, et telle qu’on ait :

L({)-»0, tooo.
Alors on a®

) fL(t) sinxtdtm—l—L<—1—>, x + + 0.
x \x
0

Théoréme 6 résulte d’'une combinaison des théorémes 1 et 2. Pour
les fonctions f(¢) d'un type spécial, ce théoréme contient les théorémes
de K. Knopp ([3], p. 235 et [4]) relatifs au comportement asymptotique
(M o) des Cy, H, et A-transformations de la fonction L (¥, c-a-d. des
transformations de L (f) définies par

A s
k—1 k—1
£ f (1 - i) Liyd, —— <log i) L () dt,
» » rn "
0 0

1 [+ <]

— | et L () dt.

[t
0

Les théorémes 7 et 8 sont des conséquences immédiates des théo-
rémes 1 et 4 respectivement 1 et 5.

%) Un théoréme de ce genre se trouve dans le liviede Titchmarsh (5], p. 172),
oil L (#) représente une fonctlon a variation bornée dans (0, o), telle qu’il existe lim L(f).
t=o00

%) Dans ce cas 'existence de l'intégrale qui figure dans (4) résulte de L () O et
du fait que f(f) = sint.

4 J. Karamata [1, 2] a appelé p (f) une fonction & croissance réguliére, lorsque
p (\M)/p (2) tend pour M- eo vers une limite bien définie 4 (f) (On constate alors, que cette
fonction £ (f) est nécessairement égale a 1%, avec o réel, pour chaque >0 fixe). Les
théorémes dé Knopp paraissent plus généraux que les notres, étant valables pour Ci, Hp
et A-transformations d’une fonction a croissance réguliére. Cependant, étant donné que,
pour ¢ suffisamment grand, on a p(f) ={*L (), de notre théoréme 6 résulteront ces
théorémes de Knopp, en remplacant f(f) par * f(f), et en prenant alors f(f) comme le
noyau des transformations considérées.
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En effet, posons dans l'intégrale qui figure dans (3) x=1/A et faisons

le changement de variable #/\|f. L’assertion du théoréme 7 se réduit
alors 2

fL (M) == sintdt ~ (1 - a) cos“—;L (), X oo.
0

Etant donné que, dans lintervalle (0, 1), pour a <2, sont remplies les
conditions du théoréme 1, ainsi que dans (1, o), pour o« >0, les condi-
tions du théoréme 4, on a

1 1 @®
J'L(M)t—asintdt= f+f ~
0 0 1
1 @
~L(x)f t—< sin t dt +L(x)ft—« sin dt =
0 1

~L %) f t— sin t dt,
0

C. Q. F. D.
De la méme maniére, I’assertion du théoréme 8 se réduit a

fL(M) sintdt ~ L(A), \-oo.
0

Dans 'intervalle (0, 1) sont remplies les conditions du théoréme 1. Or, de
x

a X
Usintdt’<2 et f(1~i) sintdt > 1, x- oo,
a

résultent les conditions du théoréme 5, d’on1 finalement

@x l @©

)
fL(M) sinz‘dt~L(k)fsintdt+L(k) fsintdt=
0 0 1

© 7
~L}) fsmtdtx
0

~LQ2),
olt ©fF signifie la somme de Cesaro d’ordre 1 de l'intégrale [g.
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Au Ne 4 nous donnerons les démonstrations des théorémes 1—5,

Nous remarquons en outre que nous avons obtenu d’abord les
théorémes 7 et 8. C’est M. Karamata qui nous a suggéré les formes géné-
rales de ces théorémes. Nous lui devons aussi quelques autres perfection-
nements dans leurs démonstrations,

3. PROPRIETES DES FONCTIONS A CROISSANCE LENTE. Nous aurons
besoin dans les démonstrations des théorémes 1—5 de plusieurs propriétés
des fonctions a croissance lente. Les propriétés (i—iv) sont connues
(v. J. Karamata [1, 2]). Mais il semble que les propriétés(v) et (vi) ne
soient connues, aussi donnerons nous leurs démonstrations 2 la fin de ce
paragraphe,

(i) Le passage a la limite (1) qui, en réalité, définit la classe de fonctions
a croissance lente, a lieu uniformément par rapport & t dans chaque intervalle
(a’b)’ a>0, b< oo,

(i) Si L*(f)~L (f), t+ oo, alors L*(f) est de méme une fonction &
croissance lente.

(iii) Si y>0, on a
NL(f)do00, tYL()»0, ¢ co.
(iv) Soit «a >0, et posons

Li(x)=x"* Max {t*L(#)}, L,()=x* Max {t~<L )}

0t x xL <o

Alors Ly() ~L(t), t»>oc0 (k=1,2), et daprés (ii) Le(t), k=12
sont aussi des fonctions & croissance lente. Evidemment x® L, (x) croit tandis
que x—% L, (t) décroit, les deux d’une fagon monotone.

(v) Soit L (f) le produit de deux fonctions monotones, & croissance
lente, L () et L (t). Alors on a pour 1>0,

[1auaLan) < mamaL o,
A

ot M ne dépend pas de A\ et A.
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Démonstration. Soit, par exemple, L (f) une fonction croissante
et L () une fonction décroissante. On a

Ay Ay Ay

f|d{t—n1.(m}|<qf t—'l"‘lL(M)dH«f f~n|dL ()| =
A A A

By Ay
< f =0~V L (Af) dt + f =1 L \)dL (M) +
A A
Ay
+ f VLM d (- L () =
A

\<QJ1+J2 + JB‘
Nous allons évaluer ces trois intégrales. On trouve pour J,, en vertu
de la propriété (iv),

i< f =1L () dt <
A

UL f —1=02 (=2 L (f)dt <
A

<AV2 Max {(M)~"V2LQWD) - f =2~ gr
At <o
A

2
<SATL00)

olt Ly(f)~L(f), t-o0, et par suite
®) <M A ),
n

Pour P'intégrale J, on trouve
4y

J,g&(}\A)f 4L () <
A .
< L (24) [Af"Z(xA1)+ n f t~9-1T (1) dt }
A
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et d’apres (5)
Je <AL (M) L (24) +M;ATT L (AAY L (04).

Enfin

N

A
Jo <A Max (10 Z(t)}fd{—L (D)
MM,

A

<A' Max (L (D) L (M) =
Mo -
<AL, (M) L (28) <

< M; ATVL (04).

Dés lors on a
Al
f d{t LD} <K MATLA) + AT L (A4 L (24),
A

et, en faisant A, » oo, en vertu de la propriété (iii), résulte I’assertion,

(vi) Si la fonction & croissance lente L (f) admet une dérivée monotone
L' (1Y), alors
tL ()

>0, f>o00.
L5

Démonstration. De L (xf)/L(t)-1, t> oo, résulte que a chaque
€ > 0 correspond un nombre entier f, = £, (e) tel que

(6) IL(xt)—L(t)|<eL(t), t>t, (x>1).
D’autre part on a
() L) L@ =t(x-1) |L'®)|, t<EL L

[L'(t)| est de méme une fonction monotone et par suite elle atteint
dans une des extrémités de Pintervalle (¢, xt) sa valeur minimale. Donc,
d’aprés (7), on a '

[L(xt) =L@ >t(x-1)|L" (¥,
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lorsque | L' (f)| croit, ou bien
[L(xt) =Lt} Z>t(x - 1)[L" (x)],

lorsque | L’ (f)| décroit. En vertu de VPinégalité (6), nous obtenons alors

tL’ 3
’ t t ’
ol <& >
respectivement
x L' (xt) x L
e T 2L >,
L (xt) x—1 L (xf) =
C.Q.F.D.

4. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1-—5.

4.1. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. De la propriété (iv) des
fonctions 2 croissance lente (Ne 3) résulte d’abord

b b
U F()L Q) dt‘ < rnf =0 £ (1) )0 L (M) df =
0 0

b

<A1 Max  {ML(5) ft—nlf(t)[dt<
0 t< b ;

MLy (Ab), >0,

ot M ne dépend pas de A, et L, (f) est de méme une fonction & croissance
lente, telle que L, (f) ~ L (), > oo. '

Pour démontrer la relation asymptotique du théoréme 1, nous partons
de (0<<8<h)

|L(t)ff(t)L(M)dt— fbf(f)df]<

U f(t){LL((f)) l}d' L(}\)'ff(t)L(}\t)dti
)

La deuxiéme intégrale au second membre peut étre, d’aprés (8), majorée par
sn Lt (SK)

Lo n>0 ott L, ()~L(t), t>o00,
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et en vertu de la propriété (i) des fonctions A croissance lente, on a

<M8%, n>0.

b b
1
m st —}\)ff(f)l«()\f)df—ff(t)dt

lim su
p,L

Le second membre de cette inégalité peut étre choisi aussi petit que I'on veut,
avec 8 suffisamment petit, ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.

42. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. La convergence (absolue) de
Pintégrale fg°f () L (M) dt résulte, en tenant compte de la propriété (iv), de

f If (O LMy dt < MJ 17 () | )= L (M) dt <

a
@®

<A Max {t—qL(t)}ftn[f(t)|dt<
A<t oo

9 SMa™L,(a)), n>0,
ot Ly(f)~L(#), t»o00, est une fonction a croissance lente, car d’apres
(iii) a7 9L, (a)\)+0, a» oo.

Pour démontrer la relation asymptotique du théoréme 2, nous
partons de (A > q)

® A
’ I ff(t)L(M)dt— ff(t)dtl<

'ff()[lll(();\t)) 1) d t L() ff(f)L(M)dt'

La deuxiénie intégrale au second membre de cette inégalité est, d’ apres (9)
au plus égale 2

L(})
L'inégalité précédente se réduit, en tenant compte de (i), par un passage
a la limite A3 o0, 2

b

y >0, oit Ly(t)~L(t), t- oo.

) A
. 1 N
i sup | = ff(t)L(M)dt_ ff(t)dt‘<MA 8 n>0,

qui est la relation asymptotique du théoréme 2, étant donné que le second
membre peut étre aussi petit que 'on veut.
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43. DEMONSTRATION DU THEOREME 3. L'existence de lintégrale
J2 f(f) L (M) dt résulte de .

’ f 1f(t)L()\t) dtlgL(xA) Max (t) dtl
A

En utilisant I'inégalité

f f(t)L()\t)dt'gL(xA) Max ’ ff(t) dt’
A
qui s’obtient de la précédente par un passage 21 la limite A, » oo, on frouve

L(l) ff(t)L(M)dt— ff(f)dt,

ff(){"““) 1)ar } 4 L{fﬁ’ JMax iff(t)dt

Faisant tendre A - oo on obtient, gréce a (i),

lim sup —-—f F() L (M) dt - f]‘(t)dt

A=c

Max ‘ff(t) dt‘

qui représente la relation asymptohque donnée dans le théoréme 3, en
tenant compte du fait que le second membre peut étre aussi petit que 'on
veut, grace a 'hypothése que ladite intégrale est convergente,

44. DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Posons
4

F(t)mfu“f(u)du, n>0.

a

On trouve par une intégration par parties

Ay A,
ff(t)L(M)df: J’ £ f (1) 4L (M) dt =
A

8y
= ATTL (A F(A) — AL MA) F(A) — f F(f)yd {t L)
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En vertu de la propriété (v) des fonctions a croissance lente, I’existence
de I’intégrale Ja tf ()L (At) dt résulte de

(10) f f(z’)L(M)dz‘} M ATL (M) + M AT L (AA)

et tenant compte de (iii) et de I’hyothése sur la convergence de inté-
grale [ f(f)dt.

Pour en déduire la relation asymptotique du théoréme 4, nous utili-
serons l'inégalité

ff(z‘)f,(}d)df} M’ A=AL (AA)

qui découle de (10) en faisant A, + oo. Cette dernitre inégalité entraine

J'f(t)L(M)dh ff(t)dtl

a

G RERET

L (x)

d’ot, en faisant tendre A -» oo, on obtient

lim sup
A=

ff(t)L(M)dt ff(t)a’t! <M A=, §>0,

ce qui se réduit a l'assertion du théoréme 4, en prenant A suffisamment
grand.

45 DEMONSTRATION DU THEOREME 5. Selon 1a définition des fonctions
3 croissance lente on a

L) -LQ)=0{L @)}, rAsoo, t>0,

et 'assertion du théoréme 5 se réduit alors a

R(x)gff(t)z, (M)dt— ALQa)=0{L()], A~ oco.
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En tenant compte de
- ——)l—fL’()\t)dt=1,
L{(a)
a

I'hypothese {7 f(f) dt= O (1), x » oo, nous permet d’obtenir, par une intégration
par parties,

RQ) =21 f ® (t) L' (M) dt,
ol nous avons posé ‘
t
D) =A— ff(u)du.

La condition

X

f(l ——;)f(t)dt—»A, X > 00

du théoréme (5) se réduit alors &

v L [ oitdm
W (x) def xfdb(t)dt

=<1 - %\)A —%fdt ftf(u)du=
(11) =A—-i—f(1——i—>f(t)dt——i—A->0, X oo,

En introduisant la fonction W dans R () on trouve, par une nouvelle
intégration par parties,

RQ) = }\f{t\lf(t)}’L’(At)dt=

- a2 ft‘If(t)L" (M) dt =

a

Y {f+ Aﬂ -

(12) =Ji+Js.
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Evaluons maintenant J, et J,. On trouve

A
Ml<k’l‘1’(§1)IftL"(M)dt= (a<<E < A)

A
<MY @G| f HL (MY dt =

SIY (ED) ML (28) - 2a L' (M) - L (M) + L (Aa)},

et de la méme maniére

MKPIW(Ea)lffL"(M)dt= A<E < )
A
<IV E) [ { -2 L (A4) + L (M)},

Donc, en tenant compte de la définition et de la propriété (vi) des
fonctions 2 croissance lente, le passage 4 la limite A > oo dans [I’inégalité
(12) nous donne

. RQ)|
lim su '———< 4 )
)\—mp ) <P ()|
ce qui se réduit A I'assertion du théoréme 5, étant donné que le second

membre peut étre rendu, d’aprés (11), arbitrairement petit, en choisissant A,
et par suite §,, arbitrairement grand.

(Regu le 18 fevrier 1953)
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