UBER EINEN ABSOLUTEN FATOU-RIESZSCHEN SATZ
FUR LAPLACEINTEGRALE

von
W. JURKAT (Cincinnati) und A. PEYERIMHOFF (Giessen).

Nach M. Riesz [6] gilt der folgende Satz: Erfillt eine fir t=0
erklirte und L-integrierbare komplexwertige? Funktion b (f) die Bedingung
b(f)=o0(1) und ist das (fir R s> 0 konvergente) Laplaceintegral

f(s)' = fe’“ b (f) dt

regulir fir s =0, so existiert

of b(t) dt.

Wir wollen im folgenden einen Satz von entsprechender Struktur bewei-
sen der die Beziehung [§ |6 (f)] dt < ee erschliesst. Es wird sich zeigen, dass
diese Beziehung aus den Voraussetzungen des Rieszschen Satzes folgt,
wenn nur die Bedingung b () = o (1) ersetzt wird durch 6 (f) = a(1)® (t- o0).
Dieser Sachverhalt ist ein Spezialfall des folgenden Satzes 2.

Als Anwendung werden wir aus Satz 2 den absoluten Fatou-Rieszschen
Satz fiir Potenzreihen ableiten®; als weitere Anwendungen erhalten wir Sitze,
die Fatou-Rieszschen Sitzen bei Dirichletreihen entsprechen (Satz 4 und Satz 5).

1) Die in dieser Arbeit auftretenden Funktionen einer reellen Verdnderlichen sind
stets als komplexwertig aufzufassen (und eine derartige Funktion heisst L-integrierbar bzw.
totalstetig bzw. von beschrankter Schwankung, wenn dies von ibrem Real-und Imaginarteil gilt).

2) Es sei x (f) =a(y(f) fiir > oo, wenn a () durch x (f) =« (f) y(f) von einer Stelle
(t=T) an erkldrt und im Intervall (7, o) vou beschrinkter Schwankung ist. Die Bedingung
b(f) = a(l) besagt also, dass (7 |db(f)|< oo ist fiir ein passendes a=0 (vgl, hierzu
i3] S. 285).

%) Vgl. (3] Satz 1,
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I. Wir beweisen zunichst den folgenden

SATZ 1. Erfiillt eine fiir t=0 erklirte und (in jedem Intervall 0, )
totalstetige Funktion b(t) die Bedingung [§ |V’ (t)|dt << oo und ist das (fii
Rs >0 konvergente) Laplaceintegral

@©

f(s)= fe‘“b(t) dt
regulir fir s =0, so ist ’

o

fw@m<m
0
Wir schicken dem Beweis einen Hilfssatz voraus.

Eine Funktion ¢ (a)(- o0 <a< + o) gehdrt zur Klasse U, wenn
sie die Fouriertransformation einer Funktion aus L (— oo, + oo) ist, wenn
also gilt

+ ® + ®

¢ (a) = —i—_ el“t o () dt mit flcp(t)|dt'< oo.
V2= :
HILFSSATZ. Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢b (a) € L2( - oo,
+ o0) mit ¢ () =0 (1), @' () =0(1) (Ja]» ), @"(x) EL(—o0, +o0)
gehort zur Klasse U.
Beweis. Nach dem Satz von Plancherel® existiert
T
¢(a)=lLim. — [ e ¢ (¢) dt.
19 Y2n
—n
und es ist ¢ (a) € L2( - oc, + o0) und
+n
b (@) = Lim. 2 [ e=tat (1) gt
V2x

n-» w
—n

Durch zweimalige partielle Integration erkennt man, dass unter den gege-
benen Voraussetzungen sogar der

n—y

] +n
lim :felat ) dt
Vor J )
-

9 Vgl [1] S. 112, [7] S. 315. Gehoren die Funktionen fa(x) (n=0,1...) und f(x)
zu L% (— oo, + o), 5o sej wie diblich Lim fp (x) = f (x) erkldrt durch fi: [ fr(x)—f(x)|3dx
=0 (1) n-® .
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fiir alle a==0 existiert und gleich

oo

elot " (f) dt

11
() Jon f

ist. Somit ist ¢ (a) = O (1/a?) (| ] » o0); insbesondere ist also ¢ (@) € L (— oo,
+ o0) und damit

+ o

¢ (@) =V—2L;fefaf<p(t) dt

w.z.b.w.

Die Voraussetzungen des Hilfssatzes sind erfiillt fiir alle zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen ¢ () (— oo < a < 0o) mit ¢ (a) = O fiir [a| = ¢ <0
bzw. ¢ (a) = 1/ia fiir || =c>0. Von dieser Bemerkung werden wir beim
Beweis von Satz 1 Gebrauch machen.

Beweis von Satz 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
diirfen wir annehmen, dass b (0)=0 ist. Wegen b (f)=0 (1) ist fir s> 0
(partielle Integration)

=}

f(s)=% f e=st b (t) dt.

0

Das Integral ist absolut konvergent fir Rs=0 wegen [§|b'(t)| dt < oo.
Die Funktion f(s) ist also fir Rs=0 stetig (fiir eine Umgebung von
s = 0 nach Voraussetzung) und es ist

) itf(i) = fe—"“b’(t)dt fifr - oo <t< 4 oo.

0

Da f(s) regulir ist fiir s=0, gibt es ein €>0, so dass f(iv)
zweimal stetig differenzierbar ist fiir |[tr| <e. Es sei g(f) (- oo <t < o0)
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit g (f) = 1/it fir |[t|=¢/2
und es sei fy(x)=g®)ivf(iv) und f,(r)+fo(r) =f(ix). Nach dem
Hilfssatz ist g(r) € U und nach (1) ist itf(it) € U so dass auch f;(r)
€ Uist%). Ferner ist fob() =f(iv)(1-ivg(x)), d. h. f,(r) =0 fiir |v]=¢/2

® Vgl, etwa [1] S. 6. th. 2.
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und somit ist f,(r) zweimal stetig differenzierbar. Nach dem Hilfssatz
ist also auch f, (r) € U, insgesamt ist somit f (i 1) &€ U9, Ist etwa

“+ ) +
f(iv) = fe-’~f”a(t)dr mit f:a(t)]a*z<oo,
so ist
+ + o .
—fzfeffta(z)df= fe”?b’(t)dt B (t)=0 fiir ¢<0)

und daraus folgt, dass & (f) = a (¢) f. i, ist”? w.z.b.w.

Bemerkung. Aus dem Beweis ist zu ersehen, dass die Voraus-
setzung iiber die Regularitdt von f(s) gar nicht vollstindig benotigt wurde.
Wie eine leichte Abinderung des Beweises zeigt, bleibt der Satz richtig,
wenn die Voraussetzung iiber die Regularitit ersetzt wird durch die nach
dem Hilfssatz schwichere Bedingung: Es gibt eine Zahl £> 0 und eine
Funktion h(f) €U, so dass gilt: f(it)=h(x) fir 0<iti<Ze (fliv)
ist wegen [ |b'(f)] dt < oo erkldrt fiir alle ¢ ==0). Diese Bedingung ist
zugleich notwendig fitr [3 [b6(f)| dt << 0. Bei den folgenden Sitzen ist
ebenfalls eine derartige Abschwichung der Voraussetzungen moglich. Um
jedoch die Sitze moglichst einfach formulieren zu kénnen, werden wir
dort nur die Voraussetzung iiber die Regularitiit einfiihren.

2. Es ist unbefriedigend, dass in Satz 1 die Bedingung {¥ | ¢’ (B} dt < oo
nicht notwendig ist fiir die Richtigkeit der Behauptung. Wir werden im
folgenden eine Erweiterung von Satz 1 beweisen, bei der JO b (t) | dt < oo
ersetzt ist durch eine notwendige Bedingung. Gleichzeitig wird dabei die
Klasse der zugelassenen Funktionen b (f) vergrossert.

SATZ 2. Voraussetzung. Es sei b(f) eine fiir t=>0 erklirte und in
jedem lIntervall (0, T) L-integrierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass das

Laplaceintegral
@

f(s) = f e=st b (1) dt
0
fir Rs> 0 konvergiert und f(s) regulir ist fir s =0.

) Zu diesen Uberlegungen vgl. die Anwendung des Lokalisationssatzes von
N. Wiener fiir absolut konvergente Fourierreihen ([7] S. 140) in [3] S. 288,
7 Vgl etwa [1} S. 26. th 15,
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Behauptung. Genau dann ist {5 |b(t)|dt < co, wenn gilt

X
’

(2) (w :

— et fectb(t)dt'dx<oo fir ein o> 0%.
Y X .
0 0

Aus (2) folgt die Konvergenz des Laplaceintegrales fir Rs > 0.

Beweis. Setzen wir zur Abkiirzung

X

h(x)=e-°x f est b (1) dt,

. 0
so ist

3) W{x)=—ah(x)+b(x) f i.
Aus (3) folgt unmittelbar die Behauptung iiber die Konvergenz des Lapla-
ceintegrales, da wegen (2) h(x)= 0O (1) und somit [5 & (f)dt= O (x) ist.
Ist §o°[b(t)|dt << oo, so0 ist
f |h(x)|dx < j e—ox f|b(t);e«t dtdx==~1—f [b ()] dt < oo
. [+]
0 0 0

und daraus folgt wegen'(S) die Notwendigkeit von (2). Dass (2) hinreichend
ist, folgt unmittelbar aus der Beziehung

x

[

fe»ffh(f)dt o f et b(ydt - 1 (@s>0)
$+o $+0C :

0 0

durch Anwendung von Satz 1 und Beachtung von (3).

Zusatz. Die Bedingung (2) ist erfiillt, wenn & (f) fiir +=0 erklirt,
in jedem Intervall (0,T) L-integrierbar und 6 () = a (1) (¢ » o) ist. In diesem
Fall folgt (2) durch eine einfache Rechnung aus

B (x) = e—ox {c+ fecf db (t)} (x = a).

8) Ist (2) fiir ein oy >0 erfiillt, so fiir alle a>>0, Dies ergibt sich durch eine
einfache Rechnung, wenn man hq (x) = e~ % [X e b (t) df setzt und beachtet, dass fiir je
zwel 0, >0, 0, >0

F oy (X) = oy (x) — (03— 01) e~ ¥ [§ e®F oy (1) dt

ist,
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Durch eine lineare Transformation der Variablen s kann man von
Satz 2 zu Sitzen gelangen, in die die Voraussetzung der Regularitit von
f(s) an einer Stelle s =o> 0 eingeht. Auf diese Weise ergibt sich z. B. der

SATZ 3. Voraussetzung. Es sei b(f) eine fir t=0 erklirte und in
jedem Intervall (0, T) L-integrierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass das
Laplaceintegral

f(s)= | estb(t)dt
/

fir Rs>oy>0 konvergiert und f(s) regulir ist fir s = a,.
Behauptung. Genau dann ist (§ e~ % | b(#)|dt < oo, wenn gilt

4) f ‘ d—‘j; et f b(t)dt
0 0

Aus (4) folgt die Konvergenz des Laplaceintegrales fiir Rs > a,.
Beweis. Anwendung von Satz 2 auf die Funktion
f(s) =[5 e (e= =t b(f)) at
wobei in (2) ¢ =g, gesetzt wird.

dx < oo,

3. Wir wollen als Anwendung der bisherigen Ergebnisse einige Anwen-
dungen auf Dirichletreihen besprechen Nach M. Riesz (vgl. [2], [5])
gelten fir Dirichletreihen f(s) = Xa,e™1° (0, =0, Ay < An,, > o) die fol-
genden Sitze

a) Ist My—Xq_y =0 (1), @y =0 (Mg~ N._,) (die Reihe ist dann sicher
konvergent fiir Rs>0) und ist f(s) regulir fir s =0, so konvergiert X, a,

b) Ist s, =0 (erf), ¢ >0 (sp,= Xv~oa,) (die Reihe ist dann sicher
konvergent fir Rs>c) und ist f(s) reguldr fir s=c, so ist¥ g ¢ Anc
konvergent.

Fiir Dirichletreihen mit [, - [,—, = O (1) (In = €™ kénnen wir aus Satz 2

entsprechend gebaute Sitze ableiten die sich auf absolute Konvergenz
beziehen.

SATZ 4. Essei f(s)=2 a, e~ eine Dirichletreihe mit l,~ 1, _, =0 (1),
=a (N, — Ny_,)® (unter diesen Voraussetzungen ist die Reihe konvergent

fur Rs>0). Ist f(s) reguldr fir s=0 so ist X |a,| < co.

9) Es ist x = a (yn), wenn an durch x, = ap yn von einer Stelle an (n = N) erklirt

undz lan—cn 4 | < oo ist. Vgl. auch®,



Uber einen absoluten Fatou-Rieszschen Satz fiir Laplaceintegrale 67

Beweis. Wegen s, = O (M) = O (e*®) (e >0) ist 3, a,e S kon-
vergent fiir ®s > 0. Setzen wir

b(t) = —— fir A, <t<Ay (1=1,2..)
p N W =

und
b()=0 fiur 0t <),
so ist b (f) = a (1) und
. 1
g(s) = fe st b (f) dt = —
) s
Wegen A, - A, = O(1) ist (mit o =Rs) fiir jede Folge p, mit
Mo S S M

(B) erm-1® g™t et (0 - Nyly) + O (1) 82 Ay = Ap_y)? e P S OWO

i . )\ (e")‘"—ls—e_}‘"s) fir | s> 0.
1 - ne.

und somit fir Rs>0 (n=2n) &(s) = (F(5) = ap) + 3 an (5), Wo 10
1

|6 (@)1= 0 (1) s eowe &2=2n=l o 1) 5 coma Lot lizs)

pd lc+2
ist. Aus dem Satz von Abel-Dini!V folgt, dass X, a,(s) regular ist fiir

Rs> - 1. Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus Satz 2 (mit
Zusatz).

Bemerkung. Satz 4 bleibt auch richtig fir A,=n, da in diesem
Falle g(s) = gS~—l(f (s) —a,) ist. In diesem Fall steilt Satz 4 den absoluten
s

Fatou-Rieszschen Satz fiir Potenzreihen dar®.

Als Folgerung aus Satz 4 erhalten wir ein Analogon zum Satz b)
von Riesz.

SATZ 5. Voraussetzung. Es sei f(s) = 3, an e ™° eine Dirichlefreihe
mit I, - I,_y = O (1), Die Reihe sei konvergent fiir ®s > c (¢ > 0) und f(s)
sei reguldr fir s=c.

10) Bei der folgenden Abschitzung ist zu beachten, dass gilt:
1 In—lIny

=1+4+o0(l). (n>w)
In }\n—}\.n_.l

In—y

(Anwendung des Mittelwertatzes der Differentialrechnung und 1)

n
1) Vgl. etwa [4] S. 299.
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Behauptung. Genau dann ist 3] |a, e~*n¢| < oo, wenn gilt

(6) Sn=24a (If, )
Aus (5) folgt die Konvergenz der Dirichletreihe fiir R s > c.
Beweis. Wegen s,=0(l;7°%) (> 0) ist X, a, e~ konvergent fiir
Rs>c. Wegen (6) ist die Dirichletreihe
26 =3 (s~ M) et
0 ln

konvergent fir Rs>0 und aus (5) folgt (mit w,=2r,_,) fir Rs>0

f(9+c)
+

g(s) = —— 2 8, (e 2l +0) — o Xnt 6HD) + X a, (s) = + h(s)
S+ c

wo f(s) (auf Grund derselben Abschitzungen wie beim Beweis von Satz 4)
reguldr ist fiir Rs > — 1. Nach Satz 4 ist

T | O b | <o
und daraus folgt
) 91— < oo
wegen (6) und
(7) [sn 12° = Sucy 5] = {0 n || |80y | (5 = 17°)

da
1= =0 1) (M - Moy) I35
ist. Ferner folgt aus (7) durch eine einfache Rechnung die Notwendigkeit

von (6).
(Eingegangen am 3. November 1954).
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