SUR L’ORDRE DE GRANDEUR DE LA TRANSFORMEE DE
SINUS DE FOURIER
par
R. BOJANIC et M. TOMIC (Beograd)

SOMMAIRE — On démontre I'inégalité At—1f(t~1) < F(t) < Bt—1f(t—1)
pour f suffisamment petit, ot F(f) = [ f(x) sintx dx et f() 4 0.

1. Dans [1] P. Hartman et A. Wintner ont démontré le théoréme:
Si f(x) est une fonction positive, qui tend d’une facon monotone vers
2éro, avec x - oo, et telle que lintégrale

(1) F(t) = f £(x) sin tx dx,?
existe, alors ’ '

' mP @D _ [

@) lim ™ of x f (x) dx,

ot Pintégrale au second membre de (2) peut aussi étre infinie.

Dans [2]E. C. Titchmarsh a montré que, sous des hypothéses restrein-
tes sur la fonction f(x), on peut obtenir méme le comportement asympto-
tique de F (f) sous la forme suivante ([2], p. 173):

Si f(x) et f(x) sont intégrables dans tout intervalle fini qui ne contient

pas le zéro, si x*+1f'(x) est borné pour chague x, et f{x) ~ x—% avec x + oo, alors
@) F@O~T(1 - ajcos - . 1 .

e

En collaboration avec S. Aljan¢i€¢, nous avons montré que dans le
théoréme mentionné de Titchmarsh, I’hypothése f(x)~ x-%, x- oo peut

) 1
1 11 suffit qu'on ait par exemple [ xf(x}dx < o
9
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étre remplacée par une autre. Nous avons démontré le théoréme suivant.
De f(x)=xL(x), 0<a<<2 o L(x) représente une fonction &
croissance lente® qui croit d’une facon monotone, résulte,

o4 1 1
(4) F()~T(1 - a)eos % . tl_mL(T), £0.

En méme temps nous avons montré que la relation asymptotique a lieu
pour a =0, mais, dans ce cas, la fonction L (f) est une fonction & croissance
lente, monotone et convexe qui tend vers zéro. Les résultats de ce travail
seront publiés ultérieurement.®

Dans la présente note nous allons donner un théoréme qui est en
quelque sorte une transition entre le théoréme de Hartman-Wintner et les
relations asymptotiques (3) et (4). En d’autres termes ce théoreme donne
l'ordre de grandeur de la transformée de Fourier en supposant sur la
fonction f(x) moins que ne le fait la relation asymptotique.

Nous démontrerons dans § 2 le théordme suivant: :
Soit 0<f(x) 40, avec x » oo, et telle que Pintégrale (1) existe. Si, pour
un k, 0 <k <2, x*f(x)+ 00, x+00, alors on aura, pour t suffisamment petit,

0<A %-f(—}«) <Fl) < B{—f(—"f—).

Si outre ces hypothéses il existe un a, 0 < a <k < 2, tel que x*f (x)4 0,
alors les inégalités précédentes ont lieu pour chaque t.

Dans § 2 nous allons donner d’abord une démonstration du théoréme
Hartman-Wintner, différente sous certain égard de celle donnée par ces
auteurs, et d’oit la premidre partie de notre théoréme découle comme une
conséquence immédiate. De cette démonstration on voit aussi que I’hypo-
thése x*f(x) + oo résulte d’'une maniére tout a fait naturelle, si 'on veut
obtenir le résultat plus précis que celui donné par Hartman-Wintner
relatif au comportement asymptotique de F(f). La seconde partie du
théoréme (avec 'hypothése x*f(x) 4 0), peut étre aussi obtenue indépendam.
ment de la premiére partie par une simple évaluation de l'intégrale
trigonométrique (1). ' '

» Pour la définition et les propriétds de fohcticns & croissance lente voir
{3] et 4]
%) Ces Publications p. 8I.
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2. Dans la démonstration du théoréme Hartman-Wintner il est évi-
demment suifisant de considérer le cas
X ;
fxf(x)dx-ooo, X - 00,
0
De f(x) 40 il s’ensuit
In @) nft 2nt
(5) F(t)>{f +f +f ]f(x)sintxdx=11+12+l,,
0 1 1) (5] it
olt A (f) représente une fonction continue et positive mais arbitraire, qui
tend vers zéro avec 0.
Soit maintenant, pour f <1,

(6) M (f) = Max [‘t, "\/f (%)] :

alors on a

t 7 1

De Pinégalité cosu > 1 — u?/2, et de (7) résulte

ft

I, i,!(,,f(x) sin tx dx>%f(%>{~— cos  + cosi—:6]>
ST [T B v RS

et
2nft

0>1,,—_—f f(x)sintxdx>-.~%f(i:-).

nt

De 12 on déduit

12 + 13 > "Igvr
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te qui donne selon (5)

1A

: F(®) smtx |
®) >f X ()= dx -

Daprés (7) on a t/\ () < 1, et, étant donné que sin tx/tx décroit
d’une facon monotone pour 0 < tx #A () < 1, on a de (89

@
1

F() smif xf(x)a'x—-;

d’oit résulie le théoréme de Hartman-Wintner, ¢. % d.

bim inf O _ o,
tyw t

en tenant compte que A {(f)-» 0, pour Q.

Pour en déduire la borne inférieure dans la premiere partie de notre
théoréme remarquons que, de xkf(x)+ o0, 0 <<k <2, x»00, il s'ensuit
x*f(x)> C, ce qui donne, en vertu de (7), A () = t.

L’inégalité (8) pour f suifisamment petit donne maintenant (c. 4. d.
dana le cas x¥ f(x)>C)
"i'lt

I*\t))ff(x) sin txdx ;“—-‘59
4]

"o 1yt
}ff(x) sin z‘xdx}f(—:—»)f sin fx dx =
12t T e V

>A-§—~f(-—%—).
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Si on a de plus x*f(x) 10, x-» 00, 0 <<a <k <2, alors de f(x)+0
résulte pour chaque f

2n)t nft  2nft sin fx
Ft sinfxdx = X )———-d -
(> ff(x)l x dx [of ,f} f(x
1 sm tx ¢ (= Zﬂgm tx d
(:) ( )J(; ( )f(t,)mf w0
c.a d
2ﬂsmx 1 R
P> (5 )Of - a21(3)>0
ol

27

A'w-u“fsmxdx>0 pour 0 <a-<2
b
0

De la méme maniere, dans les deux cas, on obtient la borne supé-
rieure, 2 savoir de f(x) 40 et x*f(x)+ oo résulte pour chaque ¢t

nft it

F(f)<f Xk f (x )Sm tx <(%)kf(t1)f5izktxdx N
0

ki 4

<)o e (7).

0

ol

(4
B — fs"”‘d x>0 pour 0<k<2,
x
0

ce qui démontre complétement le théoréme.

(Regu le 29 septembre 1954)
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