EVALUATION ELEMENTAIRE DES SOMMES TYPIQUES DE RIESZ
: DE CERTAINES FONCTIONS ARITHMETIQUES

par
J. KARAMATA (Genéve)
SOMMAIRE. — Rapport entre les évaluations des sommes de Riesz et

celles de leurs fonctions génératrices et quelques applications aux procédés
relatlves a I'évaluation de ces premiéres.

1. Par sommes typiques de Riesz ou par somme de Riesz d’ordre k
d’une suite ou de la fonction arithmétique (f. a.)
f(n), n=12,...,
relative 2 la suite croissante

o<h<h<l<...<lp...,
nous entendons des expressions de la forme

Fi(x)= T f(n)lgi— = f’gkidf(f), k=1,2...,
h<x In t

L—0
ou

F(x)=Fo(x)=1§xf(n)

est la fonction somme (f.s.) des f(n), et par fonction génératrice (f.g.)
des f(n) la fonction f(s) définie par la série de Dirichlet

fo =3 rayn- [ L9,

n=1 L—0

toutes les fois que cette dernidre série converge pour au moins une
valeur de s.

Dans cet article nous étudierons les évaluations des sommes de Riesz
Fx(x) qui procédent suivantles puissances de Igx et pour mieux mettre
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en évidence le rapport existant entre ces €valuations et les f.g. des f.a.
envisagées, nous ‘rappellerons au § 2 certains théorémes les concernant.
Dans les paragraphes suivants nous établirons un certain nombre de théo-
rémes permettant d’obtenir ces évaluations pour diverses fonctions arithmé-
tiques, en particulier pour les f.a. A (n), n(n) et A(n).

Dans tout cet exposé nous ne considérerons que le cas oit

[!3:“!

pour avoir des énoncés plus simples et des applications directes aux
f.a. qui touchent 2 la fonction { (s), mais on se rend facilement compte
que I'extension au cas général est immédiate pour la plupart des théo-
rémes énoncés; d’ailleurs le théoréme de Landau mentionné au début du § 2
a été formulé pour le cas général.

2. Soit '
a(n), n=1,23...,

une fonction arithmétique et
A@x)=3 a(n)
n<x
sa fonction somme. E. Landau [3], en généralisant un théoréme de Phrag-
meén, a montré que si
. A(x)=cx*+ O (xP) avec B<a,

alors la série de Dirichlet

o

a(s) =y a(@/r

) , n=1
converge pour R(s)>a, et la fonction génératrice a(s) des a(n) peut s'écrire:
a(s) = —— +8(s)
s—-a

ot @p(s) est holomorphe pour R(s) > B.

Ce résultat est immédiat et il est facile d’en donner des extensions
dont je ne mentionnerai que la suivante:

Lorsque

A(x) = cxtlgnx +r(x), n>0, 0

avec
r(x)=0(xP), B<a,
alors ( N
I'ia+
a(s) = cs ———— + s (s),
(s Goap+i T s (5)

avec @p(s) holomorphe pour R(s) > B.
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On a en effet pour R(s) > «,

a(s) = J‘ d/:s(t) _ cf d(t‘;lg"t) + drtft) _

1—0 1 1—0

cs I'(n+1)
(s_a)n-l-l

[

wrt
-Mgﬂ—r0—0)+sf7é%dh=

1

I[

b

I(n+1) +s r(t) dt
(s a)n+1 Fs+1
car
r(1—0)=[0 pour n >0,
—c pour n=0.

Puisque r(f) = O (t*), cette derniére intégrale converge pour R(s)>
et la fonction

ap(s)=sf-'—(idt

fs+1
1

y est holomorphe.

Ainsi, lorsque la fonction somme

A(x) = 3 a(n)

n<x

peut étre évaluée par une expression de la forme

N
A(x)=x*3c_,lg'x +r(x), (2
v=0
avec

r(x) =0(xP), B<a,
alors la série de Dirichlet

a(s) = i a (n)/n*

n=1

converge pour R (s)>a, et la fonction génératrice a(s) est holomorphe
pour R(s) > B, excepté au point s =«, au voisinage duquel elle est
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développable en une série de Laurent de la forme |
a) = ¥ by(s-ay ®)

Yo o N ]

qui converge pour |s ~ a|<a -8, dont la partie principale du pdle est
donnée par

N vle_y
Ve O (S _..-a)v-i-i

et la partie entiere de la série (3) par

o o
c_owsf-..{_(_{).dtnfm’
isi'l FAd

1 10

= Cug s

c-a-d. en développant sous I'intégrale 1~ en série suivant les puissances
de (s — a) et en tenant compte de

c_o +r(1-0)=0,
par

me,w“w @

1~0
Les relations entre I’évaluation (2) de la fonction somme A (x) et les
coefficients de la partie entidre de la série de Laurent (3) peuvent de
méme étre obtenues A partir des évaluations relatives aux sommes de
Riesz. A cet effet, considérons en premier lieu le cas ol A (x) est éva-

luable par une expression de la forme (1). On peut alors facilement
évaluer les sommes partielles

Aola,x) =3 a(n)/n®
R X '
de la série de Dirichlet de a (s) pour s =a, car

X : X x
Ao(u,x)=fg%fi)-==cj d{i‘:‘g”} + d;ft) =
1-0 1 -0

%. \
ca lg"+1x+01g”X+Co~fdr(t), ﬂ>0,
n+1 . . =

o x

cd r(t)

caig.x-ecq pm

K3 . n,*_Q.'
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En posant donc

-2

po(x)=f“c—ir_(t')_,

t(!
X
on aura
Co=po(1-0)
et
A, (a, x) = C:I Ignttx +e,clghx + ¢y —py (%), (5)
n
ol
po (x) = - +°‘f 0 gt = 0 (1/x=0)
x© tu+l
et :

c z{l pour n>0,
" 0 pour n-0.

En second lieu, formons les sommes typiques de Riesz d’ordre & de
la suite a (n)/n*, c-a-d. les expressions:

Ax(@x) = i‘-(;’glgkx/n,‘kzo,l,z...
n<x

De P’hypothése (1) il résulte que toutes ces expressions, quel que:
soit k=0,1,2,..., possédent une évaluation au terme O (1/x*—P) pres.
En effet, de '

X
Ay (a,x)==kak_1(a,t)d7t, k=1,23,...
1

on obtient, A partir de (5), par induction sur k, que

. klc
A (e, x) = lgnt+h+t x 4
(% %) Mt (i +2)...(n+k+D) ©
e, klc

T D (424

lgn+k x I

+ 3 (1 (()etg - (- D00,

ol

p,,(x)=kf9"—-t;—(t—)at=0(1/xd—ﬁ), k=1,2,...,
; |
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avec

() = [ "t"” 0 (1/xo-#),

X
et

c,=p,(1-0), v=0,1,2,....

Enfin, en supposant que la fonction somme A (x) posstéde une éva-
luation de la forme (2) et en tenant compte des résultats précédents, on
obtient, en posant

r(x)=x%p(x) et a-pf=8>0,
le théoréme suivant:

THEOREME 1. Lorsque la fonction somme

Ax)= X a(n)
nsx
est évaluable par une expression de la forme
N .
A(x)=x* e, lg'x + x*p(x), (6)
' y=0

avec
p(x)=0(1/x8), 8>0,
alors les sommes de Riesz
A(e)=3 D gy, k=01,2,
n<x n%

peuvent étre évaluées au terme O (1/x8) preés, par

A (o, x) = ﬁ kivt c —————lgx+l}lgv+’<x+
HG NTEY [v+k 1
g0 - )
+ —— lgk+ttx + —l"( )cvlg" vx —
k+1 g vgo( )
= (= D¥pe (), )

ol

pk(x)=kfp—*:;—(i) dt=0 (1/x3), k=1,2,...,

P = [HELD_ 01y,

x
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et
6 =p,(1-0), v=01,2,....
Lorsqu’on remplace Phypothése (6) par I'hypothése que I’évaluation
(7) est valable pour un k= ko> 1, avec

Py (X) = O (1/x3), 8>0,

alors elle reste valable pour tout k > k,, mais pas nécessairement pour
k< k,.

En comparant les expressions des coefficients ¢, de P'évaluation (7)
ainsi obtenue 2 celle des coefficients de la partie enti¢re de la série de
Laurent (3), donnée par (4), on voit que ces derniers coefficients sont
donnés par (- 1)’ ¢,/v!, car on peut vérifier directement que:

g 1< 4
CV:J‘iﬂ,}_fLﬂ_}lgvf, v=0,12....

1-0

Ce méme résultat peut d’ailleurs étre obtenu en remarquant d'une
part que pour R (s) > «,

fdAa (as t) df = fdAlc 1 (0’., t)
S
1 1
K[ dAg(ah) _
sk ts
1—0
~-Bais+a,
c-a-d,
k
a(s) = l“) i dAt"sf‘:’ N k=0,1,2,.
10

d’autre part que, d’aprés (7),

fﬂ@nﬁ kvl c*vk{a (ktv)! (fc+v)!}'+

. fs—o p—1 (k+v)! (S _a)%:+v+1 (S—-U.)’H"’
-

+ C_okla +E( I)Jk; (S___a}v K (__1)kfgﬁ’ﬁ_@=
1

( )Fc+1 =0 fs—o
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N klvie_, klc_, k c
=§ - + =1k 2 (s—a)v—k 4
,Eo (s—a)prk+l (s ) v—O( ) v!( )

fs—at1

+ (—1)k+1<s-a)jﬂ‘~(idt,
1

puisque pg (1) = c.
Ainsi

N
a(s) = s vice_,

k ¢
—C_o+ -1y = (s-a)
V=0 (s —a)+1 ° v§o( ) v!( )

SED e [ O

kt fs—a+i
1

’

ce qui équivaut au résultat obtenu précédemment et qu'on peut énoncer
sous la forme du théoréme suivant, en posant toutefois pour simplifier

f(n) = a(n)/n"

ou, ce qui revient au méme, ao = 0.

THEOREME 2. Soit

Fre(x) = X f(n)lghx/n,

n<gx

la k-éme somme de Riesz de la f.a. f(n); supposons que pour un k fixe on
puisse [Pévaluer par un polynéme en Ig x au terme O (1/x3) prés, c-a-d. que
Fe(x) = v'_vl (—,ff;% coylghHr x + éo("”v(f)“ Igt=7x +
@®)
+ (__ 1)¥+1p, (x),
avec

pr () = O (1/x3), 8>0,
Dans ce cas la série de Dirichlet

Fs) = 3 £ (nyme

N}
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converge pour R(s)>0 et la f. g. f(s) est holomorphe pour R (s)> -8,
a Plexception d’un pble d’ordre N a [’origine. Son développement en série
de Laurent au voisinage de ce pble est de la forme

- N oylc, (= 1+t ~ on (f)
s) = + y— s"+ -osnEl b Il 9
f(s vg VE( - o 9)
1
ol
p,,(x)=f£’-’—:;1—(t—)dt, n=k+1,k+2,...,
et

&=p0-0), v>k.

3. Lorsque la f.a. f(n) a une allure suffisamment réguliere, on peut
facilement évaluer ses sommes de Riesz au terme O (1/x8) prés, méme
avec un ordre 8 arbitrairement grand. Les cas dont nous aurons besoin sont

fy=1jn et f(n)= ‘@’

mais on peut obtenir ces évaluations pour des cas bien plus généraux, en
particulier lorsque f(n) est une fonction du type /g-exp de Hardy, c-a-d.
une fonction que l'on obtient par 'application un nombre fini de fois des
opérations rationnelles, de g et d’exp. D'une manitre plus précise, dési-
gnons par § le corps des f. que l'on obtient par adjonction algébrique des
Ig et exp au corps des f. rationnelles 2 coefficients réels.

Les I. appartenant 2 § sont de signe constant et monotones a partir
d'un x et leur propriété essentielle est qu'elles sont comparables entre
elles par rapport aux relations >, <, = (voir [1]).

En se basant sur ces propriétés, on peut établir, en premier lieu, le
lemme suivant:

LEMME 1. Supposons que f(x) € § et que

fx) = (lxix) ol >0, (10)

alors

xk+3

fmm=0(wx)k=mLz”. o



10 J. Karamata

Démonstration Puisque
€Y,
cette fonction est comparable A Igsx/x3+!; on aura donc ou bien
f'(x) = O (Igex/x3+1),
ou bien ‘
Lf(x)] >-1gox/xd+,
Or, ce dernier cas est exclu car il en résulterait que

@x

jwmm>f@%n

t5+1

c-a-d. que
[f(x)] > 1gex/x®,
‘puisque

juwnm=wun

pour x suffisamment grand et

@

f .l.g._q__t. df ~ -——-«——ngx
1 Sx3

y

qui est en contradiction avec (10).

En répétant le méme raisonnement, par induction sur k, on obtient (11).

Nous pouvons maintenant passer au théoréme concernant I'évaluation
des sommes de Riesz lorsque f(x) € §.

THEOREME 3. Lorsque f(x)€ § et satisfait & la relation
f(x)uo(!g%"), §>0, (10)
X

alors on a pour la k-éme somme de Riesz

Fe(x) =3 f(n)igkx/n
nsx
I'évaluation suivante

vaai)

X E k .
Fk(x)=ff(t)lg"x/tdr+ 3 (-1y (v) 6 lg = x (- 1) A (), (12)
1
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avec

Ae(x) = 0(1g—"—’5—), (13)

xk+8
et en posant

s()=1/2+[t] - ¢,
on aura

Di(x) = f F()1gkt/x d s(t), (1)

et

¢, = A, (1 -0) = flg"tf(t)ds(t), v =0,1,92.... (15)
1-0

DEMONSTRATION Quelque soit k¥ >0, gn peut écrire:

Fi (x) = f F(O1gkxjtalf] =
1—0

=ff(t)lg" x/tdt+ff(t) lg« x/tds f).
1 1—-0

Puisque la dérivée de
f(1) 1g* xit

par rapport A ¢ est monotone a partir d’un t et, d’aprés (10), tend vers 0
lorsque t-» oo, l'intégrale

f £ (1) 1g* x/t d s(t)

converge et I'on peut écrire
f f(t) 1gk x/t d s(t) = f f () 1gk x/t d s(t) — f £ () 1g* x/t d s(b).
1-0 1—0 x

Dans la premiere intégrale du second membre développons

lghkx/t = (lgx ~ 1gt)*
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a Paide de la formule du binéme; on aura alors, d’aprés (15):

[rowsnasn=[ro 3 -1y (4) g xte rasey -

j i) -0

-~ 3 (-1 (ﬁ)c;zgwx,

PO

ce qui donne, aprés (14), la relation (12).

Pour établir I'évaluation (13), remarquons que I'on peut écrire
4
Ag(x) = lim f Fitrlgk t/x ds(t).

En intégrant par partie, on a
n n o ’
- f {1 (1) 1gk t/x} s(t) dt =

x x

f f(1)1g* tx d s(t) = £ (£) Ig* t/x (1)

~ f () 1g*njx s(n) - f (F()1gt txy ds, (t),
ol T
st (0 == 1o {(x = [X])2 = (x = [x]) + By)y By =1y,

B, étant le premier nombre de Bernoulli et s; (x) la primitive harmonique
de s(x), c-3-d. la primitive satisfaisant 2 la relation
1

fsi(t)dt:—().

0
Puisque d’aprés (10)
f(Mlgkn/x»0, nooo,.

on obtient, en faisant n - co,

B (x) = - f 9’ () dsy(t),

¢ (f) =1 () 1g- t/x.
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Aprés k intégrations par parties on obtient pour A, (x) I'expression
suivante

@ .

B () = (= 1 [ 9% () dsu )
oil s; (f) est la k-idme primitive harmonique de s(x), c-a-d. la primitive
dont la primitive reste périodique; on a pour s (x) I'expression suivante

1
‘ k()——(’é—l)“! Brii(x) pour 0 xl,
ou
: k k—v
Bk(X)zvgo(v)bvx

est le k-ieme polyndéme de Bernoulli et
bo =1, bl = —,1/2, b2v= (" 1)v+lev, bav+1 = 0’ V= 1,2’ 3.,
B,, étant les nombres de Bernoulli; ainsi
—_ = E s (), 0<x<], s5(x)=s(x).
t et-1 ;20
D’autre part
5 (x) = 2(-1y 5": sm2nnx p=0,1,2,...,
(271:)2"“ Fond] p2v+!

2(-1)y & cos2nmx

@n)> DIy

Szv_..i(x) = y V= 1,2,3,.. ’

d’ott 'on tire que
[se ()] << 2/(2m)*+! = My.
Intégrons une (k +1)-¢me fois par parties

B4 (x) = (=1 Jim fo D0 | -

x

f(p("“) (t) s (t) dt}.
x

Or si 'on considére
e (1) = {f () 1g* (t/x)},

on constate que- chaque terme contient une puissance de lg#/x et par
conséquent s’annule pour f= x sauf un qui vaul

k!
w f().
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Ainsi, aprés la (k+1)-¢me intégration par parties, on obtient

() - =Ll gy [ qunni s ar,
x
et puisque

@®

e @5 dr'l <M [ Lo ()]de <

y=0

<M 3 (B4Y) [ 100 @11 g e in o

on aura, d’aprés le lemme 1,

o

f(P(k+1)(t)Sk(f)df = O{kf:l (’”‘1) f lg?t |(1g* t/x)(u+1_v>|d;}

Va0 14 fr+d

x X

d’out I'on tire I'évaluation (13).

4. Considérons dans ce paragraphe quelques f. a. particulidres et les
évaluations de leurs sommes de Riesz selon les théorémes précédents.

Soit en premier lieu

f(n)=1/n.
L’application directe du th. 3 donne pour les sommes de Riesz
He() % 3 -’11-1gk-j‘l—, k=0,1,2,...,

n<x
I’évaluation suivante

H (x) = ’g e ¥ (_1)v( )cvlg" vx - (= )fBe(x),  (16)

1 v=0

avec

Be (x) = f T 4= 0 W+,

.=f ¥tisw, v=01,2.., an

oll ¢, = C est la constante d’Euler.
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Puisque la f. g. de la suite 1/n est {(s+ 1), son développement en
série de Laurent sera

Ls+1)= ~—+ 2 (- 1)"~s" (18)

v=20
les coefficients ¢, étant donnés par 17).
Soit en second lieu
fmy - B2
Le th. 3 donne dans ce cas

Igh+? x

l_g_’i £ e — 2 v k=vy - { .. 1}k
ngx n lgkn (k+1)(k+2) vgo( D ( )Cwilg % 1)‘ B (), (19)
avec

a0 - [ gL asto - o B2,

X

les coefficients ¢, étant donnés par (17).

Puisque - (s + 1) est la f. g. correspondante, on aura bien

-§'(s+1)===-—~+ T (-1p Sty

y=0 v!
En troisidme lieu considérons la f. a.

1 pour n=4%,
i} ==
() {0 pour n # k2.

Puisque

2 g (n) =[xl = 0(Vx),
n<x

d’aprés le théoréme 1 les sommes de Riesz de ¢ (n)/n peuvent étre évaluées
auterme O (1/Vx) prés, et il est facile 2 voir que

3 4 )lg"x/n )_j( 1)v( )8 Igk=vx + O(1VX), (19
n<sx
avece
o lgvpﬁ
5,— S B, _01,2...
pgl p?
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En eifet,
q (m) X 1 x
2 o= Y gt~
nex n n VX p? p?
1
= ¥ —lgx-lgphk=
p<Vx
k 2 .
S (e 3 B
v=0 p<Vx ¥
X k
- 3 ()]s - A,
y=0 )

oti, d’apres le théoréme I,

k V332 —
4@= 3 (e 3 BE o,
v=0 pVe P
puisque
A (x)»0, x-o00.

Comme quatriéme exemple dont nous aurons besoin dans la suite,
considérons encore la {. a.

t)=21, «(1)=1,
dont la f. g. est o
) =3 v(n)re.

=1
Puisque sa i.s. est facilement évaluable au terme O (Vx) prés par
2 t(n)=xlgx+@C-1)x + O (V3),
X

ns

oit C est la constante d’Euler (v. p. exp. [2, p. 262]), on peut, d’aprés le th. I,
¢valuer toutes les sommes de Riesz de v(n)/n au terme O (1/Vx) pres:

ﬁ?)_ixia Ight2x + 2C
n<x n o (k+1)(k+2) (k+ 1D

+ 3 -1y (’:) Blgvx+ ONT), (197

Vo0

ng-i'ix +

ou les coefficients v, sont donnés, suivant (17), (18) et le th. 2, du fait que

2 D= % () ~8=_1_'g£+m )y g
Bloth= B rn=gt T+ 21
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par

~ [V Cys1
tv:z CpCv-p""g‘"‘““—.
p=0 \ B v+1

Enfin lorsqu’on envisage les fonctions arithmétiques qui sont liées &
la répartition des nombres premiers telles que les symboles de Mobius

1 pour n=1

(= D* pour n=pyp,...p,
0 pour n # pips- .. P,

ou les symboles de von Mangoldt

A(n)z{ lgp pour n=p=,
0 pour n#p*,

p(n) =

ou enfin les symboles de Liouville
}\(n)___{ 1 pour n=1, .
(-- 1)al+qi+o'-€€k pour n o= pl !p;“. ..p:k .
les évaluations de leurs  sommes de Riesz, ou plutét des sommes de
Riesz de :
~ b)) A@ A0
n n n

a un terme O (1/x3) prés, quelque petit que fat 8 > 0, touchent & I'hypo-
these de Riemann. En, effet les fonctions génératrices de ces fonctions
arithmétiques étant

15 () = 3 v (wyne,

n=el

ﬂwmmzifwm,

29/ (s) = El A(n)/ns,
n=
toute évaluation des sommes de Riesz

a(x) €Y E.._(ﬂ;gk X
n<x n

i
me(x) 3 20X, (20)

&mﬁziﬂmg

n<x N

Pubitcations de I'Institut Mathématique
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au terme O (1/x8) prés, évaluation qui serait, d’aprés le théoréme 1, de la forme

)= 3 (~0(k)atgrra+ 00w,

vew(}
+ &
m() =Bty 3 -1y (gt s oum, @

@ = 3 (1) vigerx s o),

entrainerait, d’aprés le th. 2, la régularité de 1/5(s) pour R(s)>1-38,
c-a-d. le fait que ¢ (s) n'aurait pas de zéro dans ce domaine. Ces deux
affirmations sont d’ailleurs équivalentes car, du fail que {(s) n’a pas.de
z€ro pour R(s)>1-8,, 0<8,<1/2, il résulte, d’aprés les théorémes
connus [7, p. 314], que

M(x) % § p(n) = O(1/x3),
YOE T A@=x+ 0(1/x),
nx

L(x)% )<3 A (n) = O(1/xd),

pour tout 0<8 <8, ce qui entraine, d’aprés le théoreme 1, les évalu-
~ ations (21). :

D’autre part, comme nous le verrons par la suite, les évaluations
des sommes de Riesz (20) & o(1) prés, c-a-d. les évaluations

8r(x) = é (“U"(ﬁ)avlg"“”x +o(D),

r=0
) = Bk -
() =L+ 3 (-1 ($)igrx+ o), (22)

I (x) = zko(*l)"(ff) v lgx +0(1),

ont comme ‘conséquence le théoréme des nombres premiers; seules les
évaluations de ces mémes sommes A O (1) prés, c-3-d. les relations

k—1 . k —
a(® = % (-17(¥)algrs+ o),

lgh+tyx k=1 k _
(-1y yighvx + 0(1), 23
et 2 (f)eiex o (23)

k09 = 3 (-1r(¥)vulgmx + o),

sont de nature strictement élémentaire.

My (x) =
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A ce sujet, remarquons que les évaluations
M(x) = O (x),
¥ (x) = O (x), (24)
L (x) = 0(x),
et méme les évaluations

M(x) =o(x),
V(x) =x+o0(x), (25)
L(x)=o0(x),

(ces dernieres étant équivalentes au théoréme des nombres premiers) ne
sont plus une implication directe des évaluations correspondantes (23) des
sommes de Riesz (20) et a plus forte raison des évaluations (22).

L’inverse n’a pas lieu non plus dans le cas général. Toutefois les
fonctions arithmétiques envisagées étant bornées d’'un co6té

(22) — (25)
(23) — (24),
fait que nous allons établir, en le généralisant, dans le paragraphe suivant.

et

5. D’'une maniére générale, lorsque, dans le théoréme 1, on pose
dans (6) § =0, c-a-d. lorsqu’on on ne suppose que

p(x)=0(1),

ce théoréme n’est plus valable, c-a-d. que A, (a,x) n’est plus nécessaire-
ment évaluable par une expression de la forme (7) avec pg(x)= O (1) et
ce fait subsiste méme si 'on suppose dars (6) que

p(x)=o(ly.
On peut le voir facilement; il suffit, par exemple, de remarquer que
Y a@=x+o0@ > 3 D _1gx s o),
n<x n<x 1
on bien que

> ‘—1—(-n)—=lgx+c+o(l)—/—> > a—(nllg—£==—1-lg2x+clgx + O(1).
n<x I n<x I n 2

D’autre part, pour a >0, (7) avec k=0 et

0o (x) = O (1), respectivement = o (1),
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impliqgue (6) avec
p(x) = O(1), respectivement = o(1).
On a, en effet, '

A@p:ffwm@m=

1—0
N y :
= Coy | 1" Halg®t + vigr1 1) dt + cogx —
; g
vl

1
x

-uw-fﬂmwﬂ=
1—0

N .
= X% 3 ey igvx — ey + py (1-0) — x%p, (x) +

r=0

x .
+« f 1ot oo () dt =
1

N
=x% ¥ c_,lg"x + x%p (x),
y=0
oil

PO) == [ g () dt = oy (3) + {py (1-0) = c_y] x=.
1

Mais ce fait n’a plus lieu lorsque %£>>1 et, en général, il n’existe
pas de relations entre les évaluations (7) pour les différentes valeurs de

k >0 lorsque:
p(x) = O (1), respectivement o (1).

Toutefois lorsque la suite “a(n) satisfait a certaines conditions de
nature faubérienne, on peut déduire des évaluations de A (o, x), k> 1,
Iévaluation correspondante pour Ag (@, x). Pour le montrer considérons
ces mémes expressions mises sous la forme (8); il s’agit alors de démontrer
les théorémes suivants:

THEOREME 4. Soit f(n) une fonction arithmétique,

F(x) =3 f(n)

< x
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sa fonction somme et
Fe()=k S f(m)lgc=, k=1,23,..
n<sx n

ses sommes de Riesz qui satisfont a la relation de récurrence

F,,(x):kfF"%(t)dt, k=1,23,...,
1

avec Fy(x)=F (x).

Posons encore
A {F (x)} = F(Ax) - F(x);
de
Fr(x) =Pnir(lgx)+0(), x->00, (26)

oit Py,x(lgx), N >0, est un polynome de degré N + k en 1g x, il résulte

F(x)=zl—l-P$(‘rLk(lgx) ro(l), xoom @7)
toutes les fois que F (x) satisfait aux conditions
A Bypy g Ay {FX)) = - M, (28)
pour x >1, 1 <t Ay avee M, > 1, (i=1,2,..,,N) et fixes,
liminf liminf Ay Ay .. 85 {F(x)} 2>0. (29)
An=1 X =00

THEOREME 4'. De (26) avec O (1) & la place de o (1) et (28) il résulte
(27) avec O (1) a la place de o (1).

Pour établir ces théorémes nous démontrerons d’abord les lemmes
suivants.

LEMME 2. Soit p(x) & variation bornée dans tout intervalle fini pour
x>1; de

<1>(x)=f5p—§9dt=a+o(l), X 00, (30)
1
et
AAy, By {e (X)) =M, pour x =1, (31)
1<ty > (=1,2,...,n) et fixes,
avec '

liminf liminf Ay Ay ....8, {9 (x)} >0, (32)

}\ﬂ-l x=0o
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il résulte que
p(x)=0(1), x-c0. (33)

Démonstration. De (30) on tire

A
ﬁ(m? =8 (D (0)} = 0(1), x> oo,
1

ainsi que
.
dt
f By Bap g By () S = By B Ay (D (0} =0 (1), X co.
i

Par suite
Ap

at
Ay, Bppgee- oy @ (0} 1gXe = - f A;A;\ﬂ_i...All{cp(x)}—f—+0(1),
) 1

d’ott T'on tire, d’apres (31), paf I'application du lemme de Fatou, selon lequel

& b
fa(X) > ~ M- lim ini f fa (x) dx > [ lim inf f, (x) dx,
fe= 00 B =0

a

que:
r dt
lirllasgp Bypey - By {0 (1)} g2y << = [ lim iar:f Bdy, .-y, {<p(x)}——;~.

1

En divisant cette inégalité par Iga, et en faisant X, - 1, on en déduit,
d’aprés (32), que

lim sup Ay, By {p(x)) 0.

D’autre part, puisque (31) et (32) entrainent: ‘
Aln/t A}‘-ﬂ-l ves A)\l {q’ (fX)} - A)\n__i A}.\n-;il ces A}"l {(P ()"n X)} -
- Aln..iAI.n;.z"'Ahl '{CP(tX)}> - M’
pour 1<tx et 1<Ct{X,, ainsi que

lim inf lim inf By By, oo .‘AM“{cp (tx)} >0,

}\nnl xc= @
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des considérations analogues aux précédentes donneni
" dt

B By oo B (9 Qa2 g e = [ Ay BB {0 (0] -+ 0 (1),
; ‘

d’oul l'on tire que
iminf &, _ &, . ...0 {e(nx)} = lijr‘n_igf Ay, B,y By (@ (x)} >0,

Par suite
Ay, Ay By {e(x)} 0, xo0o, (34)
quel que soit A, >1 (i=1,2,...,n-1) fixes.

Or cette relation entraine les inégalités (31) et (32) avec n-1 ala
place de n, car (32) est évidemment contenu dans (34) et si (34) avec
Aa—y =1 a lieu pour tout 1<t hq—y, elle a lieu uniformeément par
rapport & £. Ainsi laffirmation (33) résulte par induction sur n.

Remarquons quwun raisonnement analogue nous permet d’établir le
emme corcespondant suivant.

LEMME 2. De (30) avec O(1) a la place de o(l) et (31), il résulte
(33) avec O(l) a la place de o(1).

Etant donné que dans les conditions (31) et (32) figurent les n-iemes
différences de ¢ (x), en ajoutant a ¢ (x) un polynéme de degré n en lgx
ces conditions restent satisfaites car si

P(lgx)=clgrx+...
on aura
A}&n Alﬂ—l ...AKI{QD(X) + P\ng)} = A}\ﬂ A}\_n_l oo A}\I{CQ(X)} -+ fl!Clg}\.}..‘lg)\n R

En remplacant donc hypothese (30) par
f 59_}(9 dt = Py, (g x) + 0 (1),
1

oit P,,,(lgx) est un polyndome de degré (n + 1) en Igx, puisque

[ 29t Pari(0) + Prra @) = [ HO=eeslED g,
i 1

t

on peut déduire des lemmes 2 et 2’ 'extension suivante.
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LEMME 3. De

f ‘?’;(D-dtxpmugx>+o(1), x 0o, (33)
1

it résulte
(X} =Py (x)+0(l), x>o00, (36)
lorsque ¢ (x) satisfait aux conditions (31) et (32).
Cette affirmation reste valable lorsqu'on remplace dans (35) et (36)
o (1) par O (1) en négligeant toutefois la condition (32).
Lorsqui’on pose dans ce lemme
n=N et ¢(x)=F(x)

il se réduit aux théorémes 4 et 4/ avec k =1, Par suite, pour établir ces
th. par induction sur k, il suffit de montrer que, lorsque F (x) satisfait aux
conditions (28) et (29), alors Fp, (x), quel que soit p=1,2,3... , satisfait
aux conditions
A1A1N+p«1""\2~1{pp (N=-Mpy, x>1, 1<t vy, (87
et o
lim inf lim inf Bnip M {F ()} >0, (38)

)..N+p=1 X =00
c-a-d. & ces mémes conditions avec N+p au lieu de N.

A cet effet, remarquons que

M gy
Bapre B R = [ 28,08 (F (1),
1
1
d’olt
?\Nﬂdt
Bayyyeee By [P (x)} = 2 f S B (s () =

| dt dt
::2_[ _2f -}lAAN...AAI{F(titzx)}

et, par induction sur p, on obtient que pour tout p = L,23...,

N+p  AN4p~y AN+

dt, dl,— dt, -
f b f J—if Ly ey [Flly by 1y 2),
tp » tl‘

i
ARN-{-}JA?\; {Fp (x)} = p! e
1
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On en déduit de la seule condition (28) que
Dpnip O f{Fp (X))} > - pIMIghn s lgN 4. lg)\Nﬂ,,
qui implique évidemment les deux conditions (37) et (38).
Ainsi, par application successive du lemme (3) 2
¢ (x) = Fp (x),
n=N+p+1, p=12,... k-1,
les th. 4 et 4’ se trouvent établis.

avec

Remarquons que le cas particulier des théorémes 4 et 4' dont nous
aurons besoin, surtout pour les cas particuliers mentionnés au §,3 est celui
ot N=1. Dans ce cas les conditions (28) et (29) portent sur la premiére
différence

F(hx) = F(x)
de I7(x) et lorsque

F(x)= Y f(),

n<x

ces deux conditions seront satisfaites si

f(m) = — Min,
car
T (M x) - - > - - L
FOox) - F) x<n2<)\xf(n)> Mx<r?:<lx1/n> M[]g}\+lgx~1}

On obtient ainsi le cas particulier suivant:

THEOREME 5. En conservant les notations du théoréme 4 de
Fie(x) = Piyr(Ig %) + 0(1), resp. +0(1), (39)
il résulte

F(x)= ki!ch")H(lg x)+o(l), resp. + O(l), (40)

toutes les fois que
' f(ny>-M/n, n=12,... (41)

En posant dans ce dernier théoréme successivement

f(n) =vp(n)/n, =A(n)/n, =2n(n)n,
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la condition (41) se trouve remplie; par suite, les relations (22) resp. (23)
entraineraient les suivantes

g(x)=2% p()/n=0+o0(l) resp. +0(),

nsx

m(x) =3 A(n)jn=Igx+By+o(l) resp. + O(1),
nsg X

[(x) =3 Nn)/n=vyo+0(1) r1esp. + O(1),
nL<x

et ces derniéres relations, d’aprés les remarques faites au début de ce
paragraphe, impliquent les relations (25) resp. (24).

Ainsi les évaluations (22) contiennent le théoréme des nombres pre-
miers, mais inversement de ce th. on ne peut méme pas déduire directement
les évaluations (23) que nons établirons par voie élémentaire au § 7.

6. Avant de passer aux théorémes qui permettent d’obtenir les
évaluations (23), nous allons donner, en restant dans le cas général,
certaines conséquences qui découlent des évaluations des sommes de
Riesz données par

Fr(x) = Pnyr (1gx) + 0 (1), resp. O (1).

En premier lieu, on peut établir un théoréme analogue au théoréme 2,
mais cette fois-ci, au lieu d’obtenir pour la f g. f (s) une série de
Laurent convergente au voisinage de l'origine, on ne peut en déduire
quune série asymptotique relative a2 ,s-» + 0% au terme o (s*), resp.
O (s¥) prés.

On obtient en effet par un calcul analogue a celui du § 2 le thé-
oréme suivant: *

THEOREME 6. Lorsque la k-iéme somme de Riesz

Fo() = 3 fo) lge >

P x n

est évaluable par une expression de la forme

‘ N kvl
Fe() =%  + v)!

k
ey lghtrx + 3 (- 1)”( k) ¢ lghx+p(x), (42)
v=0 v

avec
p(x)=o0(1), resp. =0(1), x- o0,
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alors la série de Dirichlet

f(s) = E f (m)/n
n=1
converge pour R (s) >0 et la f. g. est développable au voisinage de s = + 0
en une série asymptotique de la forme
vie_y

f(s)= év —=Y 4 }S (- 1)" sv+o(s ), resp. + O(s%). (43)

v=1 v=Q

Ce théoréme est une conséquence immédiate de l'identité
_ sk [ dRe(d)
S T — RS S
=5 ]
1-0

dans laquelle il sufiit de remplacer Fy (f) par I'évaluation (42). On obtient
en effet, pour s >0,

= N oyle_, k! cv sk wd t
fO=% —=+ F (-1r- RS LU
v=al s ye== 0 kl 0 s

1

N - K1 o
:E _I_JE—'V_’_Z( l)vc"v__e_(! O)S1{+S p(t)dt

syl S v =0 ! k! k! : pts

d’olt ’'on déduit (43) puisque, d’aprés (42),
=p(1-0)= (-1 c

p(H=o0(1), resp. =0(1), t~ oo,

et

implique

f 1+sanr_o(l), resp. =O0(l), s +0.

1
Une seconde conséquence d’une évaluation de la forme

Fr(x) = Py, (Ig x) + O (1),
a le caractere d’'une affirmation de Tchebycheff [4, p. 1118,
140—150] relative a
n(x)= X 1,
pP<x
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d’aprés laquelle, si
x

lim !—gi;{[n(x) - fﬁt-]

x=w X lgt
2

existe, cette limite est nécessairement égale a zéro, quel que soit ¢>1.
En restant dans le cas général, on peut la formuler par le théoréme
suivant:

THEOREME 7. Lorsque la k-iéme somme de Riesz

x
Fe)= X f)lgk=, k>l,

negx i

est évaluable par une expression de la forme
Fie(x) = Pn1e(1gx) + O (1), | (44)
oit Py, (1 x) est un polynome de degré N + k en 1g x, et si la fonction somme

F) =¥ f)
n<x

est développable en une série asymptotique saivant les puissances négatives
de 1g x jusqu’au terme o (1/lgex), q < k, prés, cette série est nécessairement
de la forme

Feo= 3 Afigx +o(1/igm), (45)
vas— N
avec
A=Ay =...=A,=0.

En d’'autres termes, si
: N
lim lg7 x {F(x}~ 3 A_,,lgvx} . <k,
X v=0
existe, cefte limite est nulle.
En effet, si la relation (45), c-a-d.
A,

F(x) xPN(ng)*%-J!L + =L
lgx 1g%x

Fornns +-—43—~+0(1/Ig6x)
lgax

a lieu pour ¢>1, on peut la diviser par x et intégrer terme a terme
et I'on obtient ) '
' \ A, A A
F,(x)=P lgx)+Alglgx - 2 -7 ¢
1 (%) N1 (1€ x) 11818 igx  2lgtx @-1)lgi'x

+o(l/lge=1x);
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car, de
o(x) =o(l/lgix) et ¢g>1,
il résulte

fﬂ’;:’)_dtmc + 0 (1/1getx).
1

En répétant cette opération r fois, on obtiendrait

r—1

F, (x) = Pnyr(Igx) + rlglgx{z (- l)V(r“ I)Av+11gr-—1~vx} i
Y

v=0

‘(e 1),{/1,“ Lo A, 12 A
g x (r+ 1) 1g2x (r+2)! l1g8x
ri(g-r—-1)! A, } _
+ o (1/lga—r x),
(@ - D! g x (1/1ga="x)

si r<gq; si r=gq, la dernidre accolade ne figurerait pas et o(l/lg?e—7)
serait 3 remplacer par o(lglg x), car de

¢ (x) = o (1/1g x),
il résulte

figt(t—) dt = o(lglgx).
1

En comparant I'expression ainsi obtenue a I'évaluation (44), supposée
satisfaite, on constate que tous les termes qui contiennent lglg x ne peuvent
y figurer; il faut donc que

A, =0 pour tout v=1, 2,...,q.

Le théoréme 7 est ainsi démontré.

A titre d’application, remarquons que ce théoreme comprend comme
cas particulier I'affirmation de Tchebycheff mentiononée plus haut.

En efiet, de la seconde des relations (23),

my (x) = 'gk“:;‘+ :g;(—l)”</;)ﬁvlg"“VX+ 0 (1),

qui est valable pour tout ¥ >0 (ce que nous établirons au paragraphe
suivant), il résulte, d’apres le théoréme 7, que, si

mg (x) = 20 A (m)/n

n= X
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est développable en une série asymptolique suivant les puissances decrois-
santes de lg x, cette série-a nécessairement la forme

my(x) =lgx - O + o (1/lg? x)
quel que soit ¢ > 1. Il s’en suit, en tenant compte de

W (x) = f td my(t) = xmq(x) - f my (f) dt
1

10

que, si W (x)/x admet un développement asymptotique, il doit étre
de la forme

W (x)fx =1gx - C+ o (1/1g7x) ——l—flgtdt + —q—fdt+0 (—l— ﬂ—t—) =
x x x J lget
1 1 2

=lgx-C-lgx+14+C-Clx+o(l/igix)=1+o0(l/lgsx).
D’autre part, du fait que

3(x)= X Igp/p =¥ (x) + O (Vxlgx).
pPx
on aurait de méme
J(x)/x =1+ o(lflgex),
c-a-d.
3 (x) =x +r(x),
avec
r (x) = o (x/lge x).
Par suite, de
% (x) = f d3(f)
gt
2—-0
on obtient

- at dr ()
X)) == PO + —_—
() ; gt f Igt

2—0

x x
dt . r(x) r(2-0) r(t) df =
gt lgx g2 tig*t

2 . 2

x

- f 4 o (xfigr+1 ),
: gt

ce qui équivaut a I'affirmation de Tchebycheii.
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7. Lorsqi'on ne peut pas évaluer les sommes de Riesz de fonctions
arithmétiques par voie directe, comme cela a été fait au § 3 pour les
fonctions élémentaires. du corps §, on peut obtenir certaines de ces
évaluations, par exemple les évaluations (23), en passant par les produits
de composition relatifs aux fonctions arithmétiques envisagées.

Soient

Ax)=Sa(n) et B(x)= Y b(n)
< x ne&x
les f.s. des f.a. a(n) el b(n); par produit de composition des f.s. A (x)
et B (x) j'entends 'expression

A(x) » B(x)= Y a(n) B(x/n),

n< X

C(x)=A(x) + B(x)

est la f.s. de la f.a. c(n) donnée par le produit de Dirichlet des f.a. a(n)
et b(n), c-a-d. on

ot

C= 3 c),
n<< X
avec
c(n) = % a(d) b(n/d).

din

Enfin, a(s) et b(s) étant les f.g. de a(n) resp. b(n), c-a-d.

a(s) = i a(n)fns et b(s)= i}lb(n)/ns,

nas}

la £ g.

oo

c(s) = ¥ c(m)fn

n=1

des c¢(n) est donnée par

c(s)=a(s)b(s).

Ceci posé, il s’agit de montrer que, dans certains cas, on peut évaluer
les sommes de 'un des facteurs a(n) ou b(n) connaissant une évaluation
suffisante des sommes de Riesz de P'autre facteur et du produit c(n).

Nous nous bornerons ici strictement au cas qui nous permetira
d’obtenir les relations (23). Dans ce but, il suffit de considérer les produits
de composition de la forme

ia (@) [x/a] = € (),
& x
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avec
B(x)=[x]= 31,
ns x
c-a-d.
b(s)=15(s)

et d’envisager le cas oit N =1, ¢c-a-d. de supposer que C(x) est de I'ordre
de grandeur de xlgx. Dans ces conditions on peut obtenir une évaluation
des sommes de Riesz de la f.a. a(n)/n ayant la forme des évaluations
{23); on peut énoncer ce résultat sous la forme du théoréme suivant:

THEOREME 8. Soit a(n) une f. a. satisfaisant & la condition

a(m>=-M; (46)
supposons que son produit de composition
2 amx/nj=Cx) (47)
< x
est évaluable par
Cx)=gxlgx+ 0(x) : (48)

et que les sommes de Riesz '

Ge)= ¥ £ 1 X 019,

n<x n n
de la f. a.
c(n) 1
== — ¥ a(d),
n n a;,,

possédent une évaluation correspondante de la forme
g g
Gr(x) = ——_ Jgk 3 x ~Jgk+ix +
A YT k+1 ¢
(49)
k—1 k
+ 3 (- 1)v( ,)g,,lg““"x+0(l).
v=10 v
Ces hypothéses faites, les sommes de Riesz de a(n)/n peuvent étre
évaluées par

2 w}gkiz__ i }gk—i—ix.*_kil(.. I)'v(l:)av]gk""x-f-oa). (50)

n<x N n k+1 Y0
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Remarquons d’abord que, d’aprés le théoréme 6, il suffit de démontrer
qu’'une évaluation de la forme (50) existe, car, dans ce cas, la f.g. a(s + 1)
des a (n)/n, qui est égale A

c(s+1)5(s+1),

posséde un développement asymptotique pour s- +0, et la structure des
coefficients de I’évaluation (50) ainsi que les coefficients a, sont alors
donnés par

k—1

- B 0w

Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que
a(n) > 0; (51)
il suffit, en effet, d’aprés (46), de remplacer
a(n) par a(m)+ M
et

C(x) par C(x) +MS(x)
ol : '

S (x) =n§x[x/ﬂ]
= 2 )

n<x
car, lorsque C (x) satisfait aux conditions (48) et (49), C(x) + M S(x) les
satisfait aussi d’aprés I'évaluation (19") établie au § 4.
. En supposant donc (51) satisfait, nous montrerons en premier lieu
que (47) et (48) impliquent

A@x)= 2 a(n)=0(x) (52)
¢ n&x
e

y N _clgx+ 0(1). (53)

n<x N1

En effet de
C(x)~2C(x12) = X a(n){[x/n] - 2[x/2n]} >
n<x

> ¥ am>
x2<ln<<x

> A()-4(x/2),

Publications de Institut Mathématique 3
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il résulte, d’aprés (48), que

A (x) - A(x/2) = O (x),
qui implique (52).

Par suite

x X a@n=Cx) + X a(n){xjn~ [x/n]} <
1< X n<<

<x
Sexlgx+ A (x) + 0 ()<<
<gxlgx+ O(x),
qui équivaut 3 (53).

Pour établir la relation (50), remarquons d’abord que de

[erE0- g B g,

n<.x n

en posant

nx N n

X
Hk(x)*flg"%—d*y}*= p>) ...I_,.]gk_x..’
o

on obtient, d’aprés (47),

G (x) = f—:—lg"%d { gtga(n) (m) -
<x

1-0

= a(n)f} e X ’/”]

nx

a(n)fI L Xin d
n<x n
c-a-d.

" gx if[‘-) Hy (x/n) = Gy (x). (54)

Or, d’aprés les évaluations (16) établies au §4, on a pour tout
g=12,...k,

—1 _
é—lgqx + 3 (1 (17 etgetn = Ho () + 0 (13

Ve 0
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des ces k relations on peut éliminer lg¥x, v = 1,2,‘..,4‘k -1, et exprimer
Ig* x linéairement en fonction de H, (x), v=0,1,...,k -1, ce qui donne

k-1
Igkx'= 3 Ay Heyo (x) + A + O (1)x),

Ve

avec
Af =t
I s’en suit, d’aprés (54), que
a(n)y,  x k=t k a(n)
2 gt = P Al Gy (0 + A T P oAy,
n<x A n Y O nsLx n

d’ot il résulte, en tenant compte de I'hypothése (49) et des relations (52)
et (53), laffirmation (50).

Il est facile de voir que les évaluations (23) résultent de ce {héoréme.
En effet, les trois f.a. n(n), A(n) et \(n) satisfont 2 la condition (46).

D’autre part la relation (47), c-a-d. leurs produils de composition corres-
pondants sonts

ngxn(n)[ﬁﬂh L, x>1,

2 A@[x/n) = X lgn=T(x),
ne& x ne x

2 Amx/nl= X q(n) = [Vx],
nsx nex

ol
1 si n=k2
ORI
0 si n#k
d’ott T'on tire en particulier que les relations correspondantes a (54) sont

2“”H@M~Wa

nsx

DTN L LIRS

n<<x n ngx N n
2 0hm- 3 O x L w Ligx
n<x N n<x n nooygVx VP v

Ainsi (48) est rempli avec g =0, 1 et 0 respectivement.
Quant a la relation (49), elle est évidente pour

Gk (X) = ng X.
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Pour
(}k(x):-, 2 ]_g_ri]g"i’
n<x n n

elle a été établie au § 4 et est donnée par (19). Enfin pour

1
Gi(x)= X = lgkx/w,
ve< VBV
elle se trouve de méme donnée au § 4 par (19).

Ainsi les évaluations (23) ont bien lieu et pour les premiéres valeurs
de k elles se réduisent 2

g(x)= X p)/n=0(),
n<x

a- T EDLX _oq,
nex N n

L= B0 X o 0q),
nx N n

dont les deux premitres, sous la forme plus précise
g ()<
& ()]<2+C x>1,
ont ét¢ données par Gram et v. Mangoldt resp. [4, p. 575] et
la troisiéme intervient dans la démonstration du théoreme des nombres

premiers de Erdds-Selberg [6,p.282]; quant 4 la k-itme somme de
Riesz, elle a été donnée par une voie différente par H. N. Shapiro [7].

Quant aux évaluations relatives aux A (n), les premiéres sont

m(x)y= 3 A(n)/n= lgx + O(1), (55)
n< x
qui est le contenu du lemme de Mertens
my(x)= X A(n)/rlg L. ilg"’x -Clgx+0(1), (56)
n<x u 2
my()= X A@ymigE - Ligx _clgx 2@+ 2¢)gx+ 0q),
n<x n 3
my (x) = > A(n)/nlg‘—x— = -1—1g4x -Clg®x+3(C*+2¢,)lg2x -
n x n 4

~3(2C*+6Cc,+3c)lgx+0(1),
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ot C =c, est la constante d’Euler et

¢, = f ki:id{l/z + -1, v=0,1,...;
1—-0
d’ailleurs les coeificients
Bo=—-C, B =C*+2c, By=-(2C*+6Ccqy +3cy),...
peuvent étre obtenus a l'aide de
(s+1) ' By
_ ﬁmﬂ/wgo(- ey 0@), so-0
Au sujet de la relation de Mertens (55), remarquons que, si elle
peut s’écrire sous la forme plus précise
m(x)=I1gx+ A +o0(1),
on aura nécessairement, d’apres (56),
A= -C;
elle se réduit alors 2 la relation de Landau [5] et équivaut au théoréme
des nombres premiers.

Remarquons en dernier lieu que laffirmation (50) du théoréme 8 peut
étre obtenue en se passant des hypothéses (46) et (49), en remplagant
toutefois I'hypothése (48) par une meilleure évaluation de C(x), & savoir

C(x) =gxlgx +g'x + O (w(x)),
avec w(x) >0 et

x®

fngt)—lgqtdt<oo pour tout ¢ >0.

Un tel énoncé du théoréme 8 contiendrait encore les relations (23), mais
sa démonstration repose sur la premitre de ces relations, c-a-d. suppose
que les évaluations des sommes de Riesz de p(n)/n soient connues. Dans
ce cas, ce théoreme perd le caractére taubérien et peut s’énoncer comme suit

THEOREME 9. Soit

S a@ ()= C; | (47)

n< x

C(x) =gxlgx + gx + O(w(x)), (57)

de

avec

-}

fw—t(:)- lgtdt<oo pour tout ¢q>0, (58)
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il résulte
Z ﬂq)_] k2 X .._ 8 Jgk+1 -1 v( ) lok~v 0
2 g - k 78 x+v§0( ) a,lg*="x + O(1)

pour tout k> 0.
Démonstration. De (47) il résulte
A(x)= X p(n)C(x/n),
n<x

par suite

> “Ig  (x/n) ~ f g (o) A0

X

= flg" (x/t) — d{ h) F(")C(t/”)]
<x

_ . dC(t/n) _
'”Ex*"("’l [ Ig* (x/1) =

x/n
- T rmn [ igem Sl -
10
= ngxu (n)/n G (x/n). (59)
Or, d’aprés (57), en posant

C(x)=gxlgx+ g'x+ h(x),
on aura

Ge(x) = f gk (x/t) =)

10

X . x x
' lgt
=gf 1gk (x/t) %dt%—(g-*_g’)f}gk%%{.* flgk_?dfzt(t) _
' 1 1-0

dC(t)

g g+g
=S gk t2 e . S8 okt x 4 of]gk x 4
€+ D@+ k1 0 YTEE

; x xYh(f)
+ (e X v i "“‘—}——dt
If{g A
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c-a-d.
Gi (%) = Pryz (1g%) — (= 1)* Ag (x) + (= 1)* kdi 4 (x),

olt Py, (lgx) est un polynéome de degré k+2 en lgx et

- i ()"0

En remplagant I'expression ainsi obtenue pour Gi (x) dans (59), on
obtient, d’aprés les relations (23) relatives a n(n),

> “Wig X — piien + 0 +(-1F I ‘*(”’A (x/n) ~

n<x n n n<x
> **("’ Ar_y (x/n),
n\x

olt P} (lg x) est un polynome de degré k+1 en Igx.

Il. reste encore 2 montrer que
> 2O iy = 0, (60)
n<x n.
sachant que
lh(x) | K Mw(x), x>1,
avec w (x) satisfaisant 2 (58). On en tire en effet que

> 0 s | <

ln<\x

S LA <M T 28 (),
n<x

n<x

avec

8 (x) ==f1g’—"”"’dt,
x 12
et

T b= T X (m)

n<x n<x

restera borné si I'intégrale

fsu/o jS()‘“‘
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converge. Or, en intégrant par parties r fois, on aura

fﬁr(n)gﬂ=fd~nflg'—t—wdf=
1 1 n ot
1 1 1

r lgrrix o uug 1 f o ()
— ]rv d l"“ d,
E(J f X Trri) T dn
1

=0 v+ 1
et (58) étant satisfait, tous les termes de la somme tendent vers 0, car

]gv+l X flgr T t (D(f) dt< ]gv+1xf]gr~——vtw(t)df<

<f|g’+‘t«—a~wt(:)».0,

et le dernier terme est borné. Par suite (60) est bien satisfait et le théo-
réme se trouve démontré.

Remarquons au sujet de ce théordme qu’il reste valable lorsqu’on
remplace dans I'hypothese (57) et Paffirmation (50) O par o; dans ce cas
il représente un complément a un théoréme de Landau [5] qui se rapporte
a Pévaluation de A (x) et qui contient le théoréme des nombres premiers.

(Recu le 29 septembre 1954)
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