SUR LES ZEROS DE SERIES TRIGONOMETRIQUES
A COEFFICIENTS MONOTONES

par
M. TOMIC (Beograd)

SOMMAIRE: Quelques généralisations et améliorations des résultats
connus relatifs aux distributions des zéros de séries trigonométriques 3 coe-
fficients monotones.

1. Dans la présente note nous allons considérer la distribution des
zéros de séries trigonométriques de la forme

) Ho(®) = 3 Cayvay €OS (2 + v+ 1)6,
v=0

@) Gn(®) = 3 Crryey Sl (2 + v +1)0,
ve=0

respectivement de la forme

3) 0n(®) = 3 Cayvsy COS(a+2v +1)8,
v=0

4) P,(8) = f} Crnyvyq SID(n+ 2v +1)6,
y=0

oit 'on a supposé que les coefficents {c,,,,,} dépendant de n, forment
une suite plusieurs fois monotone, c’est-a-dire telle qu'une ou plusieurs
relations

Avep = ¢ ~ (;’)C"+1 +(;)C/¢+2 o+ (- 1)”(:)0k+v>0

) k=n+Ln+2,..., v=0,1,2,...
soient satisfaites, et qu’on ait de plus

(6) ‘ -0, ko .
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Le premier résultat, 3 savoir, que les séries de la forme (1) — (4),
c’est-a-dire les séries irigonométriques dépourvues de leurs n premiers
coefficients, poss¢dent au moins n zéros dans (0,x) estdd & A. Hurwitz [4],

Il a supposé que ces séries étaient des séries de Fourier d’une
fonction continue dans (e,n - ¢) et bornée dans (0,x). Mais c’est surtout
dans les travaux de L. Fejér [l]et G. Szego [2], [3], que furent
déterminées les bornes trés précises pour les zéros des séries (1) — (4),
sous la condition que ces coefficients forment une suite plusieurs fois
monotone.

Nous allons, dans cette note, donner quelques généralisations et
améliorations de certains résultats de ces auteurs.

Pour la démonstration de ces théorémes nous avancgons un théoréme
au sens de A. Hurwitz. On voit en méme temps de ce théoréme, que la
régularité des coefficients — telle que la monotonie — entraine les bornes
de Fejér-Szego.

THEOREME 1. A) Soit la fonction

() @) =240 Y a2

v=0
continue dans le secteur |z|<1, e<arcz<_n - ¢, ef sa partie imaginaire,

@) Gn(8) = 3 Cnyyes sin(n+v+ 1)0,

v=0
uniformément convergente pour € <0< x—¢ (¢’ <e).

Alors, la série (2) a au moins n zéros dans (0,x), qui se trouvent
dans des intervalles empiétant partiellement les uns sur les autres, c'est-a-
dire, dans

(8) k-2 coe<—  n k=23 ,0+1
n+1 n+1
B) Soit de plus, la série (2), telle qu’on ait
(9 Y Cnpver SN2V +1)622>0, (0<On),

v=0

ce qui se produit effectivement si les {c,.v,,} Sont positifs et tendent d’une
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facon monotene vers zéro [1]. Alors, dans chacun des intervalles disjoints

k-1 k
10 ——— Ll ——=®, k=12,..,n,
(10 n+ 1/, \k\n+1/2
se trouve au moins un zéro de G, (8)V.

‘C) Au lieu des hypotheéses faites dans A) sur la fonction f(z), on peut
supposer que G, (8), donné par (2), représente une série de Fourier dune
fonction ®,(0) continue dans (e, w — €) et appartenant a la classe L? (0,2 w), p> 1.
Alors ©,(9) aura au moins n zéros dans lintervalle (8), c’est-a-dire (10), si
en outre G,(8) satisfait a la condition (9).

1.2 Cest L. Fejér [l] qui a montré que I’hypothése sur la mono-
tonie d’ordre plus élevé des coefficients {c,,,+;} des séries (1) — (4)
entrainent les bornes plus précises que (10), pour les zéros des séries
correspondantes. Nous allons donner ici un théoréme de ce genre. En
se servant du procédé de Fejér, G. Szego [2] (§ 6.9) a démontré le
théoréme suivant.

Si la suite des coefficients {Cyryi,), v="0,1,2,... de la série (3) est
absolument monotone et tend vers zéro, alors Q,(9) posséde au moins un
zéro dans chaque infervalle

1
(11) k acock ey k01,90
n+? 1y

Au No. 3 nous démontrerons la généralisation suivante de ce théoréme:

THEOREME 11. Si la suite {c, ., .} n'est que trois fois monotone et tend
vers zéro avec v oo, alors les bornes (11) peuvent étre remplacées par de
plus précises

1
(12) Foagog X o) ke0,1,9,..., 0= [12].
n n+1
Les auires zéros se trouvent dans les intervales symétriques de
celui-ci par rapport & =/2.

Nous montrerons de plus, que, dans les intervalles complémentaires des
(12) et (0, =), il n’y aura pas de zéros si 'on a par exemple
Chi1— 2Chye + Cryg >0,

1) Sil'onacntvii=Cntr+e»0 avec v oo, toutes les hypothéses faites sur f(z)
et (G.(6) mentionnées sous A) en résulteront alors.
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1.3. Par le procédé exposé dans 3, j'ai déja démontré [7] que pour
la série (4) on obtient les bornes de Markoff-Stieltjes:

k
n+

1

(13) "_”n/—n<ek< Sm k=120 = [y (14 1),
sous la condition que la suite {c,,,,,} est trois fois monotone. L’idée de
développer une fonction en sa série de Fourier puis, de I3, de déterminer
les bornes pour ces zéros, est due 3 Fejér [l]. Pour une suite des
coefficients {c,;,,,} qui est trois fois monotone, mais arbitraire, les
bornes (13) ne peuvent pas étre améliorées puisqu’elles sont atteintes
dans le cas ‘spécial:

T,(cos®) =cosnb et U,(cos8)=sin(n+1)8/sinh.

Cependant, dans le cas du polyndme de Legendre, G. Szegd [3] a obtenu
une borne inférieure plus précise que (13). Autrement dit il a réussi a
remplacer (k — /,) n/n par (k - Y/,) =n/(n + */,). Dans ce but, il a utilisé un
théoréme de Sturm, sur les équations différentielles, dont la signification
pour la détermination des zéros de polynomes orthogonaux a déja été
prouvée par E. Hille [2]. A I'aide du procédé exposé dans 3 on démon-
trera dans 4 un théoréme, d’of, dans le cas spécial du polynome de
Legendre, donné par la série de Heine [1]

Yymay @0+ 1) Py(6) = 3 a,Bysin(n+2v+1)0,

v=0

3.2y 1)
* o :1; o, = )
© 0 2-4...2p

2n+2)Cn+4)...2n+2v)
(2n+3)@2n+5)...2n+2v+1)

résulte la borne inférieure pour ses zéros donnée plus haut. Nous remar-
querons encore que cette borne, dans le cas du polynéome de Legendre
est trés précise. De la démonstration méme de ce théoréme on voit que
le premier terme du développement asympthotique de zéros du polynome
de Legendre coincide avec cette borne.

v=1,2,..,

Bo= 6" =1, B =P =

Le théoréme en question est

THEOREME 1. Si la suite des coefficients {c,y,+,} de la série (4)
prend la forme
{enyvet) ={o  Bryvrih
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ol
{chtvs1} est au moins trois fois monotone,
{a,} est au moins trois fois monotone,
** a, >0 avec v-> oo,
{Bn4v+1} est au moins simplement monotone,
Bryvs1 1 avec n- oo, pour chaque v fixe.
Soint enfin
-]
R(e2%) = 3 o, e?vo!,
v=0
et
-
F(e%) = 3 cnyyyr €8,
=0
alors, on a

0 < arc {F (e26%)) < arc {R (209}, (0.0 < n/2).

Il est facile de voir que toutes les conditions imposées aux {a,} et
{Ba+v+1) sont remplies dans le cas spécial de la série de Heine (*).

1.4. Enfin, nous allons donner une condition qui assure le fait, que,
par exemple, la série (4) posséde exactement n zéros dans (0, ). Au No. 5
nous démontrerons le

THEOREME V. Soit une série de la forme (4), felle que ses coefficients,
outre la condition {cnyy41}\0, remplissent encore la condition que {vc,} est
convexe au sens strict, c’est-a-dire que A%{vc,} > 0; alors (4) posséde pré-
cisément n zéros dans (0, =).

Remarquons que, dans ce cas, de la convexité de {vc,}, résulte celle
de {c,} et, par conséquent, les zéros de la série (4) se trouvent dans les
intervalles disjoints [1]. Le théoréme IV présente un certain intérét si il
s’agit d’une série de Fourier d’une fonction continfiment difiérentiable.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. D’aprés un théoréme de M.
Riesz [5], de la convergence uniforme de (2) et de la continuité de (7)
résulte la convergence uniforme, dans (¢/, = — €), (¢’ < &), de l'autre com-
posante de f(e®), c’est-a-dire de H,(8). Il s’ensuit que

(14) ]c(eel) e—(n+1)61 _ F(e‘”) _ Eocn+v+1 PIA]
v=
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converge uniformément dans (¢/, = — ¢'). Mais G, (8) donné par (2) peut
s’écrire sous la forme

(15) 2iG, () elnt+1) 81 _ el nt1)ei F(eei) _ F(e—ei), g <h<x-— ¢

De la convergence uniforme de F(ef), B€ (¢, = — &) il 1ésulte I'existence
de arc F (¢%!) pour chaque 9€ (¢/,n ~ ¢). En supposant que F(ef) # 0,
G, (0) donné par (15) s’annule si, pour un 66€ (¢/,n ~ €') on a

arc {e2(1+1) 00 F(e30)} - arc {F(e %)} + 2km,
c’est-a-dire si .
(16) (n+1)0+arcFE)=km, k=1,2,...,n.

La relation (16) donne les intervalles (8) en tenant compte que pour
F(ef) + 0 on a toujours

0<arc F () < 2m.

Pour démontrer P’assertion B) remarquons que de
fe o]
F(ed) = e %2 3 ¢,y e 1201
v=0

et de (9) il s’ensuit
0 0
- EgarcF(eei)gn— R
En portant ses inégalités dans (16) on obtient les intervalles dis-
joints (10).

C) D’aprés un théoreme de M. Riesz, la fonction conjuguée @, () [6]
de @, (0) appartient de méme a la classe L? (0,=), p > 1. D’aprés le méme
théoreme, H, (0) représente la série conjuguée de G, (0), donc la série de
Fourier de &, (0). Soient maintenant g,, (8) et f,,(8) les polynémes de
Fejér des séries G, (0) et H,(8) d’ordre m. D’aprés les théorémes bien
connus ils convergent uniformément dans (e,x —¢€) vers &, (0) et &, (6)
avec m - oo. Au lien de (14) il faut considérer

i \n':‘ m—v 1
Fro(e®) = 2 —— Cayvsr €%,
v=20 m

Le méme raisonnement qua la fonction (15) peut s’appliquer a la suite
des fonctions

Qig'"n (6) en+ ol = e2(n+1)eiFm (eei) - Fm (e_el).
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De 1a il résulte que dans les intervalles (8), c’est-a-dire (10), se trouve
au moins un zéro de ‘ '

gun® = X Y i sin (R v+ 1)8.

v=0 M
Pour en déduire quil en est de méme pour la fonction @, ), il
faut appliquer & gn, (8) le théoréme classique suivant de Hurwitz:

Si dans un domaine (D) la fonction b, (8) est la limite uniforme d’une
suite des fonctions

gin(e)) gzn(e);--n glnn (6)’---:

alors & Ulintérieur de (D) les zéros de la fonction @, 0} sont les points
d’accumulation des zéros de la suite des fonctions gn, (0), m=1,2,...

3 DEMONSTRATION DU THEOREME 1. En vertu de {cn,,44) WO
avec v oo cest-a-dire de la convergence uniforme de Q, (6), il résulte que

(17) 2Q, (0) etnt ol — ez(n+1>eip(e2ez) + F (e—291),
olt 'on a posé
F (e*%)) = E Cnyvig €2701,
v=0

Or du fait que {c,,,,,} est une suite trois fois monotone, on a
(18) 0<C 9 (20) =arc F(e20)) /2 - 0.

La premi¢re de ces inégalités est un théoréme bien connu de Fejér
[1]. En effet si la suite n’est que deux fois mnnotone, on a

J{F (209} >0 (1] p. 37).

La deuxi¢me inégalité est de méme un corollaire d’un théoréme de
Fejér. On a
J{F (e?99)

tgp (20) = ST €Dy <1-9)= tg 0.
g (20) R (F ) S5 cotg

A cause de

x®

Chyvy1 €08 (M +2v41)6>0,2
=0

v

2) Cette inégalité résulte de Az"{Cn+v+1} >0 [1]
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la derniére inégalité se réduit a

> Cntv .1 €05 (2v+1)0>0,
v=0

ce qui a certainement lieu pour 0 <0 =/2, dés que {c,.,4,} est trois
fois monotone (Fejér, [1] p. 37). De (17) il s’ensuit que Q,(8) s’annule si

(19) (n+1)6 + 9(26) =k + /) =.

En portant I'inégalité (18) dans (19) on obtient

A 1
(12) L P A T S
n n+ 1

‘Pour n pair cette dernitre inégalité doit étre remplacée par

i"ﬂ:e';—. n'+1/2
n n+1

n
n=—.
2

A cause de la symetrie on a
Qu(m—=0) = 3 Cryvir €0S (142 +1)mcos (n+2v+1)0 = (= 1) Qu (9),
y=0

d’ott 'on conclut que dans lintervalle symétrique de (12) par rapport
a /2 se trouve au moins un zéro de Q, (0).

Soit encore
Civ1 = 2Cnin + Cui3 >0

on a alors R {F(e201)} # 0 ([1], p. 34), c’est-2-dire F (e2¢!) # 0. L’expression
(17) ne peut donc s’annuler que si 'on a

arc {e2(n+00! F (¢201)} = arc { ~ F(e—29/)}.

Etant donné (18) et (19), ceci ne sera pas possible si 6 se trouve
dans un intervalle différent de (12).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME I1I. Selon les hypothéses faitas
sur {c,+v+1), Pn(0) peut s’écrire sous la forme

21) 2iP,(0) etntNol = g2(n+ Dol F (g201) — F(e—261),
avec
(22) F(e20!) = oy Bnyq + 04 Buya @207 +....
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On voit aussitdt que P, (8) devient zéro si I'on a
22) (n+1)0+(20) =kn
avec
9 (26) = arc {F(e?%%)}.

Désignons par s, les sommes partielles de la série F(e26/). On peut
tirer de s, une suite partielle Smys Smys. telle que

(23) arc {s,,, (e209)} > arc {F(e209)}, k=1,2,....

Cette suite dépend de 28, c’est-a-
dire a chaque 26 correspond une suite

d'indices my, m,,..., my, ... telle que les Fle?%)
relations (23) sont satisfaites. Pour le i
montrer prenons, pour un 9§ donné o

X

(0€(e, n/2)), m, tel que Pexpression
exp {(mg +1)26} se trouve dans le
domaine (D) (voir fig. 1). Il existe une
infinité de my satisfaisant aux conditi-
ons que, pour chaque 6€(0,n/2) fixe
exp {(mg+1)26} se trouve dans D. Ceci
résuite du fait que Pangle (L’,L,) est
égal a4 20, De (22) on tire

(29 F(e2%) = s, +exp{m + 1)26i} {Cmge1 Brpiner + o)

Les vecteurs définis par la série entre parenthéses ainsi que celle de
F (e207), définie par (22), se trouvent dans I'angle (x, L) puisque leurs coef-
ficients sont trois fois monotones (voir No. 3). Ceci implique que 'expression

exp {(me+1) 201} {my vy * Bmganss + Omy+a Bmy+nig €8l « ]
se trouve dans l'angle (x,L’). De ce fait ainsi que de (24} il résulte que

les sy, se trouvent au-dessus de F(e29!), ce qui démontre la relation 23).

D’autre part, on a

my—1

k ' ‘
(25) Sm/‘ (ezef) = 20 (ﬁ'1+v+1 - Bn+v+2) Tv + Bmk+1 ka’

avec
Ty (e2%%) = ay + o, €200 4 .| + q, 270"

P o= 1,2, vy Mg
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Mais (Bnivi+1 — Bniv+s) 6tant positif, de (25) on voit que au moins un
des termes de la suite T, se trouve au-dessus de s, , donc aussi au-
dessus de F(e28¢). Or, il faut observer que les 7,, ne dépendant pas de
n, en vertu d’'un théoréme de Fejér-Szego ([1], p. 52) seront aussi
bornés si leurs coefficients forment une suite deux fois monotone. De I3,
en faisant n-oo, de (25), ainsi que du fait que B,ivy1 - Basvsn~0,
n - oo, il s’ensuit

(26) arc {Tp,, (e2%9)} > arc {F (e291)}.
Cette inégalité a lieu pour tout my i-‘ndwe’pendant de n, d’olt on conclut

quw'on a uniformément dans (e, = - &)
im T, (e207) = R (e2%7) = i a, €291 > arc {F e201)},
mMyg -» o v=0
ou, finalement,
are {R (e2%9)} > arc { F (e299)).

Dans le cas spécial du polyndome de Legendre, donné par la série de
Heine (*), on a

lim Ty, (e29) =(1 - e20i)~ e

Mk - o
= 2 (sin 6,)"’/2 {cos (E - i) + isin (1 - -9—)} ,
4 2 4 2
d’oit 'on tire, pour ce cas,

arc{F(eZef)}g%—g.

En portant cette valeur dans (22), oa trouve pour la borme inférieure
celle donnée par G. Szegd [3), & savoir
k=,

b6 >
= n+*,

.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME Iv. En partant de (21) et de
(22’) on voil que sous I’hypothése F(e?97) #£ 0 (ce qui a effectivement lieu
lorsqu’on tient comte de ¢,y - 2¢,4 5+ Cuig >0), Pn(0) aura exactement n
zéros dans (0, =) si la fonction

J{F (%D}

¢ (20) = arc {F (e2%%)} = arctg R{F(E0D)
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croit d’une fagon monotone avec 9. Désignons respectivement par P(8) et
Q(®) les parties réelle et imaginaire de F(e2%!), et, pour simplifier les
notations, écrivons {c,} au lieu de {¢,.,;,}. On a formellement

PO = f c,cos2vl, Q(8) = i ¢, sin 2v 9,

y=0 v=0
(27)
oP * . a0Q *
= 2ve, sin 2v6, — = 2v ¢, cos2v 0.

Pour assurer la convergence de ces séries, ainsi que de leurs combinai-
sons, nous prendrons au lieu de {c,} la suite {c,r’} avec 0 <r <C 1. Cette
derniére sera toujours k-fois monotone si la suite {c,} I’est. Pour le démon-
trer, nous nous servirons encore du fait que la fonction limite d’une suite
de fonctions monotones est aussi monotone. De (27) on a

|F (e297) |2 = P2 (6) + Q (8) = aq + 2 _ﬁi: ax cos 2 k0

avec
(28) o= 3 ccrn k0,12,
et de méme )
2[P (0) Q'(e)—Q(e)P'(e)]=bo+2k§_°}1bkcos2ke,
avec )
(29) be= 3 @v+28) crevins k=0,1,2,..

v=0

De la convexité de {vc,}, comme nous I'avons déja remarqué dans
1.4, résulte celle de {c,}. Comme, de plus, on a ¢,»0, on peut conclure
existence de P (0) et Q(6), donnés par (27), pour chaque 8 € (e, n — &),
c’est-a-dire ’existence de

¢ (26) = arc F (e?89) = arc giRF(ezel)} .

La condition A?{vc,} >0 entraine A2{c,} >0 et A2{b,} >0, ce qui
donne la positivité des séries (28) et (29). De 1a on tire, que la fonction de
9 au premier membre de (22') croit d’'une fagon monotone au sens strict
avec 9, ce qui prouve que, pour chaque k=1,2,...,n, (22') a exactement
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un zéro dans (0, =). Ceci aura lieu, comme nous I’avons remarqué, si I'on
considere {c,r’} avec r > 1. Mais cette conclusion reste aussi valable dans
le cas limite r = 1, en vertu du fait que le second membre de (22') exisle
pour r=1, et que ¢ (20) reste monotone, comme la limite d’'une suite de
fonctions monotones.

(Recu le 21 avril 1954)
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