DAS TORSIONSPROBLEM DER T, |- und 7_ TRAGER

von
W. BASILEWITSCH (Beograd)

Wie aus der Elastizititstheorie bekannt ist, soll bei Torsion die Span-
nungsfunktion @(x,y) im Gebiet des Querschnitts die Differentialgleichung

2 2 ‘
¢ TP _96e W
ox* oy g -
befriedigen und die Rardbedingung Sy
P (E) 7))20 (2) A il L a——p
erfiillen, wo mit A i _'l;',_ ez
G = das Gleitungsmass, ‘ {“ ' l
© = der Torsionswinkel, 14 A
]

g, n = die Randkoordinaten
bezeichnet sind. | ’W #

Die Formen der Spannungsfunktion Abb. 1
werden fiir jeden Rechteckteil des Quer-
schnittes unter Beriicksichtigung der Kontinuitdtsbedingungen an der
Beriihrungslinie gesondert gewdhlt.

A) Fiir das T Profil (Abb. 1) wird die Spannungsfunktion im Gebiet
der Flansche A, B, C, D in folgender Form angenommen:

&, =GO - D)+ (A,, ch ”23 + B, sh ";“3’) cos 12X
a a

n=1,3 2a

=E [66’32 a-(" 1)‘/g(n—1) T .4,, ch l;ﬂ- +B” sh ‘@—]COS nwx R (3)
' , ¢ 2a 2a

Diese Funktion beiriedigt die Differentiaigleichung (1) und die Randbe-
dingungen auf den Strecken A -C und B-D.
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Die Randbedingung auf der Strecke A - B wird erfiillt, wenn

- _.ge2e (- 1yht—= 1 _ oA, ctn
nn o O 2a 4
2a

angenommen wird.

Im Gebiet des Steges E, G, F,H wird die Spannungsfunktion in fol-
gender Form angenommen :

@_rr:G@ tz'-xz + (Cmck' ‘+Dn38h‘——"’) OS@:—:
: ( ) m-zm 2t 2t 24

= 32 Yoin—1) mmy my mwx
= GO ——(-1)" + Cop ch + D, sh cos —. (B
,Em[ e TR YY YR

Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (1) und die Randbedin-
gungen auf den Strecken E~F und G-H.

Di» Randbedingung auf der Strecke F- H wird erfiillt, wenn
32!

1 — 1 mrh .
Cm ~—~G® ( Dem=Y __~ 4D, th —
, Chmxfz » 24 (6)

ingenommen wird.

Auf der Strecke C—E und G- D muss die Funktion (&,),_, den Wert
Null annehmen. Diese Bedingung wird erfiilllt, wenn der Multiplikator der
Funktion (5)

0 fir -—-a<< x<-f
mrx
= { COS — flir ~f<x t 7
f (x) 57 <x<+ @)
0 flir +t< x<+4a
in Fouriersche Reihe entwickelt
cos E-R—{
) = EE 1y B s X ®)
n=1,3 mz (Ill‘) 2 a
a

und in (9) eingesetzt wird.

Auf der Berithrungslinie der beiden Gebijete E - G miissen die Funk-
tionen (®,)y~o und (®,),-, denselben Wert haben. Demnach folgt aus (3),
(5) und (8)
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E [ 320 l)llz(ﬂ—l)+An:|cosg2E ==

h=1,3 [1
)
- Ccos _fl__f
E G@—S2t l)llz(m_i) + Cm 4 mt( 1)1/2(,-,,__1) Z 2a —_cos HTCX
m=1,3 ménd Ta n-—lSm (”t) 2a°
a

Nach (9) sollen die Koeffizienten A, und C, folgende Bedingungen
erfiillen :

A _Go@{fnsc R N
7 {mad 2a a3y [m.z_(l_l_l‘)“J n
[/]
4t ot 2 m(- 1)‘/2""‘”(, . (10)
Td Qamls“imz_.ﬂz’.m
(o)

Ausserdem miissen an der Berithrungslinie £~ G der beiden Gebiete

die Werte der partiellen Ableitungen der Funktionen (Q(B‘) und (6432)
Y vz y=0

oy Jy-
gleich sein.

Der Multiplikator der Funktion (3)
fz(x)-scos%E fiir -ft<<x<<+t (11
a
kann in folgende Fouriersche Reihe entwickelt werden |

3 nnt _1ylm—h, m mnx
f (X)——COS"‘Fmgs o _fl_t 3 S--Qt \12)
)

Mit Riicksicht auf (12) folgt

4 ot & (-1 mrx
2 ;n B,— co —t 2 (-1 2m =
n=13 4 m=13 s _ (n_t) 2t

mm mmx (13)
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Nach (13) sollen die Koeifizienten B, und D, folgende Bedingunger
erfallen:

n tos —;—T-c-{
At pmen 3y 28 p (14)
Dr = na (=1) n§,3 e — (ff)z §
a

Werden in (14) die Indices i statt n eingesetzt, so folgt aus (4), (10), (6)
und (14) ‘
m i mzh

2 ) i ]
B,+ ig;—icos ﬁrgcz‘h@:—éZicosﬂ B Y - 21

n2 g2 2a 2(1{=1’3 2a m:1’3[m2_ <_{l_f)‘=:, [m2— (.{{)2}
a a

32 a‘-’[ 4}1‘3 nr

= - GO - - COS »wécz‘/zim—b i‘ o 1~ ! -
- n® lnas a 28 mem1a nf\? mnh
=13 [mz—(--m) } p Ik
a 2t
nrbh _1 :
(- 1)’/z(n—~l) ch %24 L (15)
HS sz Rﬁ?
2a

Die Losung des linearen Gleichungssystems (15) ergibt die Werte der
Koeffizienten B,. Mittels der Ausdriicke (4), (14) und (6) werden die
Koeffizienten A,, D, und C, berechnet.

Auf diese Weise werden die gesuchten Funktionen ¢, und ¢, bestimmt.
Der Spannungszustand kann jetzt nach dem bekaunten Verfahren der Elasti-
zititstheorie bestimmt werden.

Beispiel: a=4, b.=2, h—4, t=1
Lineares Gleichungssysiem (15)
+1,16 B, +041B; +0,50B; +0,41B, +0,19B, = +5,66 G ©
+0,09B, +1,24B; +0,30B; +0,26B, +0,15B, =-0,80G©®
+0,07B, +0,18B; +1,24B, +0,24B, +0,18B, = -0,10G©

+0,04B, +0,11B, +0,17B, +1,20B, +021B, = -0,19G©
+0,01B, +0,05B, +0,108; +0,16B, +1,21B, = -0,04G©
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Die Werte der Koeffizienten

Bp
B,=+540 GO
By=-094 GO
B,=-0,17 G®
B,=-021 GO
By=-001 GO

Ap
A= -1602 GO

A=+ 1,04GO

Ag=+ 017G ®
A,=+ 021 GO
Ay=+ 001 GO

Die Werte der Koeffizienten

D,
D;=+0,52 GO
D;=-024 GO
D;=+0,08 GO
D,=-004 GO
Dy=+0,02G0 -

Cm
C,=+052GO
Co=-021GO

C,=+008 GO
Cp=~0,04 GO
C,=+0,02G @
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Das Torsionsmoment

to
M= 2” ¢1dxdy+2ffd> dx dy—
0-4

2 «
=~=G®%a3b+%— > E[An S{;{EE:—?—+ B, (ciz n—;—b—})}

’ 72 a=1,311

2a a
2
1cosm+il 3 Llc,s h-"ﬂ—z)m(ch ’”“”ul) -
3 2 m=]3l712 21t
~21,74 GO . (16)

Die Spannungsfunktionen sind auf der Abbildung (2) dargestelit.

b) Fiir das [ Profil (Abb. 3) wird die Spannungsfunktion im Gebiet
des Steges A,A’,B,B' in folgender Form angenommen:

[11:99
B, - GO (@ - x.%) + (A ch X 2 B, sh T cos Tt =
( %) n§3 20 20) 2a
% G@320‘ )y, en T 4B, sh "V cos PR (17)
n=13 ”371:3 2 2a 2

Diese Funktion befriedigt die Differen-

tialgleichung (1) und die Randbedingung

auf den Strecken A—B und A'—5".
Die Randbedingung auf der Strecke

) 5 A—A' wird erfiillt, wenn
43‘ %w— r
e
P Bo= -GS (_pymn— L
e nixd nwh
. S/Z — e
2a
~ A, ctn M0 (18)
2a

angenommen wird.

Im Gebiet der Flanschen C,B,D,E wird der Wert der Spannungs-
funktion in folgender Form angenommen

mmy mrx,

b,=0G0 (fx,— x,°) + E (C’mch +Dmsfz@:—!>sin t"-—=

me=i2 N

41{‘3[ (=1 +Cpch T 4D, ‘;h——}sin@-:ﬁ.(li))
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Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (1) und die Rand-
bedingungen auf den Strecken B—C und E—D.

Die Randbedingung auf der Strecke C - D wird erfiillt, wenn

L 4D, ™A (20)
h t

ch@._
t

2
Cr——GO - (1 (-1
m®n’

angenommen wird.

Auf der Strecke E - E’' muss die Funktion (®,),., den Wert Null
annehmen. Diese Bedingung wird erfillt, wenn der Multiplikator der
Funktion (19)

+sin ™2 fir _a<x < -a+t
)= ¢ O fir -—-a+t<<x,<<+a-t (21)
—sin ™™ figr qa-t<x, < ta
|

in Fouriersche Reihe entwickell

2mt 2 (- 1)‘/2(n"‘) sin "Z_ﬂat nitx
A== S e cos T (22)
AT m=13 mt — (f,,) 2a
2a

und in (23) eingesetzt wird.

Auf den Beriithrungslinien der Gebiete B - E und E’'- B’ miissen die
Fuktionen (®,),., und (®,),-, denselben Wert haben. Demnach aus (17),
(19) und (22) folgt:

d 32 q? 1, (1 nrx
GO (—1)P"=V 1 A, Jcos— =
,,;1,3[ rz"ns( ) 2a
(23)
1 t
-1 l2(n—1)sinlli_
d 4t m+12mt & (=D 2a nnx;
-3 {G@;ﬂ[] S (=1 + Cm}(—l) cmt cos
m=1,2 mn

an s mz_(ﬂ)z 2a
2a
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Nach (23) sollen die Koeffizienten A, und C,, folgende Bedingung erfiillen:

32[1 ])\!/2("“1) I sin oL nnt 2 __.,__1 —'(:I,),Té,__ N j _
s 4 1ta® 2(1 m=12 2 mg_(fi) nd
. \2ga
| (24)
. 1y
L2 ppron gt & (S
an 20 w212 gy (.”,..)
2a.

Ausserdemt miissen an den Berithrungslinien der: Gebiete B—~E und
E' - B' die Werte der partiellen Ableitungen der Funktionen (é?i> und
V /y=¢

(@‘Dz

) gleich sein.
0y Jy-o

- Der Multiplikator der Funktion -(17)

f, (x2) = cos =52
2a

fir  0<xy,< -+t (25)

kann in folgende Fouriersche Reihe entwickelt werden

o 1y -
f(xp) = - (-1 Zgp 1 g (CDTm G, mrky o)
k4 2a m=12 2 _ (ﬁl:) t
2a
Mit Ricksicht auf (26) folgt
o Yyin—tyy 2 .oomt & (=1U"m . mmx,
-— B ~ 1)k “gin S5 sin % e
:,_2320 { ( ‘ } T 2a vm§l,2 m2_(_’}£>2 . 4 :
2a A
(27)
e 2 fnf Dm sin %_
m=12

Nach (27) sollen die Koeffizienten B, und D, folgende Bedingungen
erfiillen :
(= 1) i I

S i  J——: S ;)
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Werden in (28) statt n die Indices { eingesetzt, so folgt aus (18), (24),

(20) und (28)
nnb

2f If2(n—1) b
B,+ — 2 sm th———
; nzaz( b 2 a 2a {_213

(- 1) jsin "B, .
2a

int

32 02 - ]) Yol - 1) f?’ nwt nnb

e GO
P

sin — cth —-
2081 2a 2a

nrb

ch — -1

2a

T - (1_
33

2a

1 —
ch mnh
t

sh_’?f_l_’

2a

- (29

Die Losung des linearen Gleichungssystems (29) ergibt die Koeffizien-
tenwerte B, Mittels der Ausdriicke (18}, (28) und (20) werden die Koei-

fizienten A,, D, und C, berechnet.

Auf diese Weise sind die gesuchter Funktionen ¢, und ¢, bestimmt
Der Spannungszustand kann jetzt nach dem bekannten Verfahren der Ela-

stizititstheorie bestimmt werden.
Beispiel: a =4, b=2, h=3, -2
Lineares Gleichungssystem (29)
+1,06 B, -0,31 By +0,31 B; +0,32 B

7 0,21 89

~007 B, +1,42 B, -048 B, +0,07 B, +0,23 B,

+£0,04 B, -0,28 B, +1,46 B, 0,33 B,

+0,00 B, +0,03 B, 0,23 B, +1,47 B
-002 B, +0,08 B; +0,23 B, -0,:0 B

+0,04 B,
7 "“0,39 Bg
; +1,48 B,

Die Werte der Koeffizienten

B,
B,=+571 GO
By= +017 GO
By=-032 GO
B,=+001 GO
B,~+0,16 GO

Ay
A= -16,22
Ag=— 0,05
A=+ 0,32
Ar=~ 0,01
Ay= - 0,16

=+580 GO
=+0,04 GO
=-0,29 GO
= +0,06 GO
=+0,07 GO

GO
Go
GO
Go
Go
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Die Werte der Koeffizienten D,
D,=+0,19 GO Dy =-0,03 CO
Dgw”‘o,og G@ D7 z+0,02 G@
D;=+0,13 GO Dg =~002 GO
Dy=-—0,06 GO D, =+001 G@
D;=4+0,04 GO D,=-001 Go©
Die Werte der Koeffizienten C,
C,=+0,17 GO C, =~-003 GO
Co=-0,09 GO C, =+0,02 G©
Cy=-+0,13 GO Cs =-002 GO
C4$‘“0506 G@ C9 =+0,01 G@
Csr‘: +0,04 G@ C10="'0,01 G@
Das Torsionsmoment
a b F o
M=2 [f P, dxdy +2 ff@zdxdyx (30)
00 0 —h
2w 3
ot ey 88 K11, shm—JrB(h@ml) +celh
3 w2 3rz2 2 2a : 3
2
S43 C,nsh—m—@»[} (hfﬁ-l) -927GO .
Tiz m~,3m2 t

Die Spannungslinien sind auf der Abb. 4 dargestellt.

Abb. 4
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C) Fiir das T|_ Profil (Abb. 5) wird die Spannungsfunktion im Gebiet
der Flansche A, B, C, D in folgender Form angenommen:

?, =G B(ax - x*) + % (An cn mY=H) +B, sh an(y —h, h)) sin X =

n=1.2 a a a
81
= ¥ R h”“(” LY sh’?’i(y;@} sin "
n=1,2 a a
Diese Funktion befriedigt die Diifereatialglei-
chung (i) und die Randbedingung auf den Strec- ¥
ken A-C und B-D. Die Randbedingung X
auf der Strecke A - B wird erfiillt wenn P
of---
= 4““{1_(u.1) |—L A, ctn ™ : _J"
Sh_fm_b. a ? " e+ e e T
a — ¢ -
¢
angenommen wird. (32) PR '
Im Gebiet des Steges (,E,F,G wird i
die Spannungsfunktion in folgender Form AbD. 5
angenommen:
=GO(te-x)+ ¥ C,,,Shf—}fsm + 2 D, sin 2KV g 2hmx _
me=1,2 t k=1,2 h
(33)
_ { : 4 Sl-(-1)"1+Cp sh———+ 3 D, M,smgﬂ}sin X
m=1,2 k=1,2 h t
wobei
(= 1" m2sh 2hext
%= h (34)

<[ (5]

den Koeffizienten der Fourierschen Reihe bezeichnet in der Entwicklung

der Funktion s# Qz;k%. Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung

(1), die Randbedingungen auf den Strecken C - F und £ -G und die Sym-
metriebedingung auf der Linie F -~ G hinsichtlich des Mittelpunktes.
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Die Kontinuititsbedingung auf der Linie F-G wird erfiillt, wenn

(—a&) -""—Cm""’ 2 2nk°‘km D=0 (35)
0y Jy=o t =1,2

angenommen wird,

Auf der Strecke E-D muss die Funktion (®P,),., den Wert Null
annehmen. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn der Multiplikator der
Funktion (32)

+sin——  fir 0<x <+t ‘
fi (x)= (36)
0 fiir +t<x<+a

in Fouriersche Reihe entwickelt

nwt
2mt & sm—-;— nrx :
X)= ~(~-1)" sin —= 37
fl( ) ( ) ar n§2 2-({5{)2 a ( )
a

und in (38) eingesetzt wird.

Auf der Beriihrungslinie der beiden Gebiete C - E miissen die Funk-
tionen (®,)y.., und (P,),., denselben Wert haben. Demnach folgt mit
Beriicksichtigung von (31), (33) und (37)

3 {094—"41-(”1) J+ }sm’%f_

n=1,2 n3n

4£ mnh
-3 {G@ﬁ[p(ml) 1+ Cn sfz_m—} : (38)

m=1,2

2mt & a . nmx
-(=-1" . > " sin
n=1,2 mz—(ﬁm) a
: a
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Nach €38} sollen die Koeffizienten A, und C, folgende Bedingungen
erfiillen:

2 3 ® s m o pyn
A,-Get 20 gt & [b-(=D") (o (=B

TCs 7‘[(13 a m=1,2 mz, mé_(lt n«g,

2)
(39)
o, MTh
ot it 2 €D m"h‘T
~Zsin —

. C
ar a4 m=12 mz[m2_<_n_f) ]
a

Ausserdem miissem an der Berithrungslinie der beiden Gebiete C-E die
Werte der partiellen Ableftungen der Funktionen (Q—E)l) und(é—(‘—i—)—?)
0y Jy=n oy y=n
gleich sein.
Der Multiplikatos der Funktion (31)
nrx

fa (x) =sin 2= fir  0< x<-+t (40)
73

kann in folgende Fouriersche Reiche entwickelt werden

2 omt = -~ m . mnx
g - 2sin ™ F LR g 2L
o 0 m=i2 e (ﬂ) t (41)
. a

Mit Riicksicht auf (35) und (41)
3 EB,;;[_.E—@&&EE{ > _L:I_)___”L_I mrex

n=lz T a m=ia o oint\E t
e [ e
( a ) (42)
= = E’E(I fzm_l)cmsmﬂ__ v
=12 f ¢
Nach (42) sollen die Koeffizienten B, und C,, folgende Bedingungen erfiillen
. nwt
- L s —
€~ (2D hf“ L (43)
:ta(chf plaliiagm 1) m=12 mE (E—}
t @

Publications de I'Institut Mathématique 2



18 W. Basilewitsch

Werden in (43) anstatt des Indexes n die Indices i eingesetzt, so folgt
aus (32), (39) und (43)

2 © j
Bot+ =L sin ™ oty ™ 5 i sin P,
a?x? a a ;=12 a
sh mnh
d m t _
m=212 m"_(f_t_)‘z mz_(£)2 i mﬂ:h_l
a a
2 ] 2
- -GoLT) AL gy ML oy IO 1

- -1

nnb
n® sh ——=
a

(44)

Die Losung des linearen Gleichungssystems (44) ergibt die Koeffi-
zientenwerte B,. Mittels der Ausdriicke (32) uund (43) werden die Koef-
fizienten A, und C, berechnet.

Die Losung des linearen Gleichungssystems (35) ergibt die Koeffi-
zientenwerte D,. Auf diese Weise sind die gesuchten Funktionen ¢, und &,
bestimmt. Der Spannungszustand kann jetzt nach dem bekannten Verfahren
der Elastizitatstheorie bestimmt werden. '

Beispiel: a=5,5, 6=2, h=3, t=2.

Lineares Gleichungssystem (44)

+1,09 B, +0,25 B, +0,30 By +0,17 B, —0,056 B; =+3,73 G®

+0,10 B, +1,30 B, +0,39 B; +0,25 B, +0,01 By, =—0,40 G©

+0,08 B, +0,26 B, +1,37 By +0,32 B, +0,14 B, = —-0,09 G©
+0,03 B, +0,13 B, +0,24 B; +1,31 B, +0,29 B, =—0,21 GO

-0,01 B, +0,00 B, +0,09 B; +0,23 B, +1,35 B; =+0,01 GO

Die Werte der Koeifizienten
B A

B,= 1362 GO A=—175 GO
B,=—050 GO A= +049 GO
B;=-0,15 GO : Ay~ 40,13 GO
B,=—-0,19 GO A,= +0,19 GO

Bs= 40,08 GO Ay=—008 GO
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Die Werte der Koeffizienten C,,

Ci(ch 1pn-1)=+0,19 G @
C,(ch 3= -1)=-0,18 GO
Cg(ch 4,5m~1)=+0,08 GO
Cy{chbr -1)=-005GO
Cs(ch 79on—1)=-0,03 G©

Die Koeifizientenwerte D, sind kleiner als die Rechenfehler.

Das Torsionsmoment

a b+h t &
93?=2ff¢>1dxdy + 2ff~¢2dxdy:.—
0 hA 0 0

a%h 402 = 1 nmb arb \
= 00O — +-— ~—4 A, $h — +B ch———,l}—f—
3 72 n§.3 n’*{ a n( a ) (45)

3 2 o
+a@f§1+“i y L,

T po1am?

(ch"’—’;’L 1)= 183 G©

Die Spannungslinien sind auf der Abb. 6 dargestelit.
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