ELASTOSTATIK DER DICKEN ZYLINDERSCHALEN

von -

" Ing. ERVIN PRELOG (Ljubljana)

I. Einleitung. In nachstehender Mitteilung ist eine Methode, mit
welcher man elastostatische Probleme der dicken Schalen behandeln kann,
angegeben. Die Methode ist zwar auch fiir diinne Schalen brauchbar, jedoch
fWollen: wir hier betonén, “dass ‘es sxeh vorzugswelse fim ¥ dicKe ™ Schalen
Handeln wird, weil die Méthode besonders fiir Untersuchungen “von’ Sparr-
nungen und- Vers¢hiebungen ldrigs der Dicke der’ Schale geelg‘rref ist. -

Bisher sind unseres Wissens in dieser Rlchtung nur elmge Probleme
in der Literatur besprochen worden, und zwar: dicke Zylinderschalen, die
unter dusserem oder innerem Uberdruck stehen und zweitens runde Platten
mit oder ohne innere Bohrung, belastet in Richtung ihrer Ebene mit dusseren
bzw. inneren normalen oder tangentialen Kriften, .\welche in der Richtung
der Rotationsachse immer konstant anzusehen sind (Ebenes Problem).
Diese zwei wohlbekannten Probleme bilden bei unserer allgemeinen
raumlichen Aufgabe, wie  wir spiter.leicht. beweisen werden, nur zwei
Sonderfélle.

- Als -Ausgangsgleichungen  unseres . Problems dienen- die; bekannten
Lameschen Elastlzltatsglelchungen, l deren’ Losung, nach dem Klrchoffschen
Satz eine emdeutlge Lasung des Elastlz1tatsprob1ems erglbt 'sobald nur noch
alle Randbedmgungen erfillt sind. Die Losungen sind also streng, weil
aysser klt:men Deformatxonen keine Voraussetzungen vorhegen diese sind
aber schon die Voraussetzung fiir die Existenz des Hookschen Gesetze,s Die
einzige Schw1er1gke1t die wir nicht besemgen konnen, ist die Nichterfiil-
lung von allen Randbedingungen. Es wird .zwar in manchen Fillen auch
dies moglich sein, in meisten Fillen werden wir aber nur d1e fiir die Praxns
wichtigsten erfiillen konnen. .

""Diese Mitteilunig behandelt rur - Kre:szyhnderschalen Man: kann aber
auch einige andere Schalenarten behandeln, unter anderen atich den hohlen
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Thorus. Woinowsky-Krieger [5] hat auch mittels Lamescher Gleichungen
Losungen fir dicke Platten angegeben.

2. Lamésche Gleichungen. Die statischen Gleichgewichtsbedingun-
gen auf einem Prisma, dessen Kanten dx, dy und dz smd die 'wir aus
einem elastischen Korper ausschneiden, lauten

96, 0Ty . OTsx
+ +X=0,
dx oy az

Ity L 08 On
ox oy 02

+Y=0, )

01, N 01,, + 06,

+ Z=0.
ox ay 0z

Mann kann aber auch Gleichgewicht auf einem elastischen Korper mit den
Verschiebungen angeben. Diese Gleichungen rithren von Lamé her. Fiir
das Kartesische Koordinatensystem xyz nehmen die Laméschen Gleichun-
gen folgende Form an :

Tt +-;z) +;zv u+pX =0,
de .

(?\ﬂ»)xﬂtv v+pY=0, @)
O

(l+p)a—+p.vzw+p2=0,
F4

Hier bedeuten X und p Lamésche Konstanten, ¢ ist Volumendilatation, g,
v und w sind Verschiebungen, p ist spezifische Dichte und X, Y, Z die
Komponenten der &dusseren Kraft, bezogen an die Volumeneinheit. Die
Gleichungen (1) und (2) gelten unter der einzigen Voraussetzung ver-
schwindend kleiner Forminderungen. Soeben angegebene Gleichungen
konnen wir auch in folgender vektoriellen Darsiellung angeben

Y
()\+2p)grads—29rotw+pf?=0. 3)

Diese vekicrielle Form der Laméschen Gleichungen gestattet uns einen
sehr einfachen Ubefgang auf ailgememe Koordinaten, welche wir zuerst
angeben wollen,
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. . Mogen die drei allgemeinen krumlinigen Koordinatenlinien o, 3,y
sein und zwar so dass

e=a(x%y,2), B=B(nn2d, T=Yx»2)

ist. Bekanntlich ist
ox\2  fdy 0zy2
Hz == (— (“‘ + (”—) *
: 6«) + dac)‘ © \da

0x 2 [Oy\2 | [0z\?
R
’ (aﬁ) o) \op
ox\2  [oy\¥ [0z ?
N M
: ay) oy * 67)
und
hl'—:i, hzwl,»h3'=i.

- Far die Volumendilatation ¢ bekommen wir

0 [ Ua 0/ ups 0 ( uy ﬂ
= hyhghg | —2-) 4+ — [ =P} + — [} 4
Fe s[ém(h2h3)+aﬂ(h3h1)+by hyhy @

WO ug, ug und uy die Verschiebungen in Richtung der Koordinatenlinien
sind. Die Kompounenten von grad ¢ sind

B hS mS )
und schliesslich, die Komponenten von rot;;
orde - [2(2) - 2]
(rot @)a = hy hy 5‘2— (—2’-19‘) - 5%(%)] , (6)
(rot @)y =, hy %(Z—i) - a%(‘;—’-:‘)] :
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Di¢ BEinsetziing von. (4), (6) und (6) in. die Glexchungen (3) erg1bt in
skalarer Schreibweise B AR TR

| o .
b gi Rl ‘"Q"(_Y) - -"—(i) Fex =0,

-, o - = ‘ 1
(1+2#)hzs—§~'-2_uﬁahi ) -G rer=0 0

de o /9 0 {Wg\]
A+ 2 h—e-—,th Y+ pZ =0,
( p) hg oy By i aac(hz) ’33( )J ¢

womit die Laméschen Giexchurrgen m allgememen Koordmaten angege-
ben sind.

Schliesslich wollen wir noch die Laméschen Gleichungen (7) in Zylin-
derkoordinaten angeben, weil uns bei dieser Mltteﬂ\mg bloss diese inte-
ressieren, Da bei Zylmderkoordmaten

a=T, B ¢, Y=2;

..01 1 fzaml :;.:..}:%ss-ézi*f prade 2od '(fg’).
r’ .

. .'.\ Ua"‘llyllp-vr UY”WU :
ist, bekommen wir mit Benutzung von Glexchungen (7) und wenn wir
gleichzeitig mit A + 2p dividieren B S
2 2 2, .1 . P
aa+l§£__5 g_aa+kgmu_,+1 k.,l)‘vul-{-;k_l)_li%_ .
or®>  ror 2 r*og? 022 r 0rdy r# o9
g R b e o
lv:.kaw‘% P x -0,
r. ordz  A+2p ’ o }
1-ko 1+ kau ﬂ+ Kov vk 1% kQav o
r oroe a«p t)r2 ,ror r# »r}z 0yp? 022

T __A 2.5 »
+1 k92w TP y_o
or a<paz l+2p.

Sk ek 0 kdw | kOw
02 “r‘ 0z r 0pdz o2 r dor  r?og?

2w
Z= 0’ }
922 7+2;L

(1-'1’6)a
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wo noch
‘ 2p  1-2

" (10y
).+2p. 1-v (10)

und v die Poissonsche Zahl ist.

3. Integration von Differentialgleichungen. Nun versuchen wir
die Gleichungen (9) zu integrieren. Wir betrachten zuerst eine Schale, die
auf ihrer Oberfliche mit Kriften R, ¢, Z belastet
ist (Abb. 1). Sei a der Halbmesser der Mittel-
flaiche der Schale, ! die Linge, 21 die Dicke
und « die ,Offnung® der Schale. Die #usseren
Krifte, die auf der oberen Fliche (R, ®,Z) oder

auf der unteren Fliche der Schale (R, ®,Z)
angreifen, lassen sich bekanntlich durch Fourier-
sche Doppelreihen angeben, und zwar

R=3RY sin gp sin A2 +
a

Abb. 1

+EER‘2)sm g €os k— +EER(g)COSq:pcosl—-+EER“’)cosq-,o sina,
a

b= EZ@‘ cosqq:smk +3302 COSQtpcosh—+

+ 2yl schpcosl + X @,‘,‘;‘,{ sin g¢ sin A = (1)
a
Z= EZZ,‘,Q, sin g cos s T 22 sin go sin k +
a .
+ 3379 cos qp sin A2+ T 2 cos gp cos L z
. 4a :
mit
g="" x=3’-‘lfi ,  mn=0,1,2..., (12)
o .

wo noch die Fourierschen Koeffizienten RS ... nilier zu bestimmen sind.
Das gleiche gilt auch fiir Volumenkrifte X, Y, Z, welche wir aber kiinftig
vernachldssigen wollen, was, sobald diese im Vergleich mit dusseren Lasten
genug klein sind, erlaubt ist. ' ‘
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Enge Beziehungen zwischen Verschiebungen und Spannungen bzw.
dusseren Kraften lassen uns vermuten, dass sich auch die Verschiebungen
durch Fouriersche Doppelsummen ausdriicken lassen, wo aber die Fourier-
koeffizienten nicht mehr als Konstanten, sondern als Funktionen von r
aufzufassen sind. So bekommt man

u= 3 % Ulysin gp sin A i——%}: > U sin g cos A 2 +
+ 33X UL cos go cos A% + 23 UY cos qo sin A i»,

= XX v cos gy sin k =+ XX Viicos gp cos Ri— +  (13)
+22 V@) sin g¢ cos X -+ >3 v sin gp sin A i—,‘

w= 3 > WSisin gp cos A —-+EEW sin gy sin A «+

+ITWE cos gp sin A2 + T W cos gp cos 1 2.
; a a

Wenn wir jetzt diese Ausdriicke, wobei wir uns nur auf die ersten Sum-

men von Gleichungen (13) begrenzen, in (9) einsetzen und gleichzeitig

mit dem trigonometrischen ‘Anteil kiirzen, bekommen wir folgendes System

von gewdhnlichen Differentialgleichungen mit veranderlichen Koeffizienten

2 1d

ff—q—{»——g—(i*kq-kkl){}—l kqu I—ch ~k,dW

dar*  rodr ré r’ dr r® a dr

- 2 3 2 -

1 kqgg+1+kq &>V de (k i—%«ké—)vél kqanO, (14)
ra

r dr r? a’r2 rodr o
_ ~ 2 » s 2

1 k)ﬁii] 1- klU gal kV de k(_f[_(kq +)‘)W 0.
a dr r o a a r dr? r dr r? a®

Mit

rex-a (15)
ibergehen soeben erhaltene Gleichungen in folgende dimensionslose Form,

U4 xU - P+ k@ + kA U-x(1=k) gV +(1 4+ k) qV—(1 = k) ax2W' =0,
(1 - K)gxU'+ (1 +k) qU + kx2V"+kxV = (k+ 2+ 0233V — (1 - k) gix W=0, (16)
(1 - )20’ + (1 = k) AxU = gh (1 = k)xV+ kx2W" + kx W' - (kg +3%x%) W=0,
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wo der Strich die Ableitung nach x bedeutet. Nimmt man weiter fiir

a=1+kg® , a=(+k)q , a=k+q*,

ay = kX y a=(1=K)X , ag=(1-Kgr, a7
03”(1—}%)(7 y U=k ’ a9=kq3,
ai():lz,

so folgen schliesslich die Grundgleichungen in folgender Form
X230+ xU" — (0, + apx®) U ~ agx V' +a,V ~ g x2W'=0 ,
agxU'+a, U+ agx®*V" +agxV' — (a; + a.x%) V - xagW=0 , (18)
agx?U' + ayxU - agx V + agx*W" + agx W’ ~ (ag + a,opx3) W =0 .

Diese Differentialgleichungen wollen wir nun mittels Reihen integrieren. Die
Ansidtze fiir die partikuldre Losungen wihlen wir in &hnlicher Form, wie
bei der Besselschen Differentialgleichung, wozu uns die Ahnlichkeit fiihrt,
dena streichen wir die Glieder a;, a, und @, in der ersten Gleichung (18),
so bekommen wir eine Besselsche Differentialgleichung rein imaginiren
Arguments. Ahnliches gilt auch fiir die zweite und dritte Gleichung (18).
Die Ansitze '

s
U=xP 3 Cx
re=l

Vex 3 D x (19)

r=1

W=xt 3V E x

r=1

wo p und die Konstanten C,, D, und E, noch ndher zu bestimmen sind,
setzen wir in die Grundgleichungen (18). Nachfolgende Ordnung nach
wachsenden Exponenten von x ergibt

xP[Cy (12— ay) + Dy (as - a3 g)] +
+xPHC {(p+ 1) -a} +Dy {ag - as (p+ 1)} - Eqay 0]+
+ xP2C {(p+ 2P ~a}+ Dy {as—a; (p+2)} - E a5 (p+7) - Coan] +

+ ‘prJrr[Cr{(P?Lr)g“az} 1D, _ylag-as(p+r)} ~E—ya,(e+r-1) -Ca,]=0,
=3
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xP [Cy(az p+ay) +Dy(ag p® - a;) |+
+ xP [ {ag (o + 1)+ a} +Dy {ag (p+1)* - a;) - Eq ag] +
+ xP+2[Cola; (o +2)+a,)+ D, {ag (6 +2)*~a,} —E ag— Dy a, ] + (20)
+ 3 xPH[Clazlp+r)ta,} +D {ag(p+r) —a,} —E a5 - D,y a,]=0,
r=3
X [Eg(age® - )] +
+ xP+E {ag (p+1)* - ao} +Cy a5 (p+1) - Dy ag] +
+ xPH2E {ag(p+2)* - ag} + Cya5 (p+2) - D, ag - Ey agp ] + ‘
+ 3 xPHr[E {ag(p+71) —ay) +Crgas (p+r) - Dryag—Er 5 a;] = 0.

r=3

Die Gleichungen fiir die Konstanten C,, D, und E, haben eine nicht
triviale Losung, wenn die Determinante ihrer Koeffizienten Null ist. Also

¢ -a (g~ 03P 0
az+asp  aget-a, 0 =0 .
0 0 ag p® — a;

Die Auflosung dieser Determinante ergibt die sogenannte Fundamental-
gleichung

(ag¢® - ag) [ag ¢* +(~aya5~a, +a3)p* +(a, a, - 63)] =0, (21)
die mit Beriicksichtigung von (17) folgende Wurzeln ergibt

pi=l4q, p=1-q , p=¢q,
(22)

ps=—-1+q, ps=-1-q, ps=-q.

Zwischen den Kounstanten C,, D, und E, gelten, was aus (21) leicht ein-
leuchtend ist, fiir die Wurzeln p,, p,, g, und p,, folgende Beziehungen

C,#70 (sonst beliebige Konstante),

2 _
Dy=—Co- —£ 9
ay,—dagp

E,=0,
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fiir die Wurzeln p, und pg aber
E,#0 (sonst bel1eb1ge Konstante),
Co=0, Dy=0.

Die nachfolgenden Konstanten C,, D, und E; (r=‘1,2,3..,), bekommt man
sukzessiver Weise aus den Gleichungen

Co{le+r)-a}+D{ag~as(p+r)}~E a5 (p+r-1)-Cr_,a,=0,
Cr{aa(p+r)2+a4}+D,{a6(p—rr) -a,} —E_y05-Dr50a,=0, (23)
{as(P+f) -~y }+Cr— ‘75(9+f) Dy a5 Er—aaio:0°

Bei der Ausrechnung von Konstanten C;, D, und E, bekommt man fiir
die Wurzeln gy, p,, gq und pg fiir.C; und D, nur. Werte mit geradem Index
von r und ungéradem fir E, fir die .Wurzeln ps und pg aber gerade
umgekehrt

Einige elementare Rechnﬁngen die ‘wir hier weglassen, ergeben
wolgende Werte fiir die Konstanten C,,'D, und E,, und zwar fir die
Wurzel o, =14 ¢ ,

R T(g+2) 2(1-k) A (g+2)
Czrf"’*f( : + )C
2T (g+2+r) ¢q- (q+2)k 22 (r-DIT (g +2+7)
g+2-kq T (g+2)

Dy, = B S c, 24
¥ q-2k—kqg 22.rill(¢q+2+7r) @4

(1=K 2T (q+2)
q-(q+2)k 27 -rIT (g+2+7)

Earps=

fiir die Wurzel py,=1-¢

c ( 2T (@2-q) 1=k 2T 2-g) )c
AT @-g+r) | —q+(g-2k 27 (r=1DITQ2-q+r)

- 2r -
Dy q- 2—kyg . AT (2-¢) c, (25)
~q-2k+kq 2%-riT(2-qg+r)

1-k _ WT@2-¢q)

: E2 = N I 3
T Lg%kt kg 2 -rIT(2-g4T)
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fiir die Wurzel Ps=¢q

T O\RAT (g4 —g+2+kg 2 (r-)IT(g+ 1+7)

- 2r
Copym B2 MDD (26)
—q+2k+kg 2 -{r-DIT(g+1471)
. (1=k)x AT (g+2)
Dzr+1= .

-q+2k+ kg 2> -r1T(g+2+7)

Die drei Partikularlosungen fiir U, V und W nehmen mit Beniitzung der
Symbolik 7,{(xA) fir rein imagindre Besselsche Funktion erster Art, Argu-
ments xA und wenn wir noch fiir die Koeffizienten C und E der Reihe nach

C_.._(&)W. r Cz(&)‘?“. L
2/ I'(g+2) 2 r2-gqg

(27)
E :;(EE)Q.. L
2/ T(g+1)
einsetzen, folgende Gestalt an
: 1-k q-2-kq
Uy=1l; ¢+ — XAl 40, Vi=—"—— )
1 q+1 q—2%- kg g+2 1 q-2k—kq q+1
1-%
= xi} H
! qg-2k - kg ar
1~ -9
Us=lg+ — =% at,,, v,=—9=2"k ,
-g-2k+kq ~q-2k+kgq
(28)
Wo= — 2=k ary,,
—g-2k+ kg
1-k 1-k
Ug=—————xxl y Vo= ———2(qg+ D1y,
3 g+ 2%+ kg g+2 3 — g+ 2+ kg (g+1) g4y
1-% v
Wy = e X A gy g+ Ly,
3 — g+ 2%k+kg g+1 1 lg

wobei wir beim Zeichen der Besselschen Funktion das Argument (x})
weglassen. Die Wurzeln p,, o;, pg €rgeben keine neue Losungen. Die noch
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fehlenden drei Partikularlosungen ergeben sich dhnlicherweise wie bei der
Besselschen Differentialgleichung, mit Beniitzung der Frobeniusschen Regel.
Die fehlenden Losungen sind noch

' 1~k 1-k
U= -K + — XAKpyo,Us= Ky g+ —— XAKy 4,
4 g+ Qf‘Qk—kq g+2 8 i—q —q—2k+kq 2-q
...-_L£~__leq+z;
~q+2k+kg
(29)
+2-k -2-k
Vym o OH2RG Vo G727k
g-2k-~kq ~q—-2k+kg
1-k%
Vom = — =% 941K,y
6 S gt+2 kg (g +1) Kqsy
W4‘=——*-—“—1“k XXKQ%'?.! Wsz— I_k'mx}\'K!*q,
qg-2k-kq ~q—=2k+kq
1-& ‘
ng—’“”-—‘—*"“'—‘X)\Kq+1+Kq;
~q+2k+kg

dabei ist nach der tiblichen Symbolik

——;—(q-}-r) i
Igsr=Ig+r (Ax)=e - Jegn (Rxi),
—1—(q+r) b7l

2

Koyr=Kqir(x)=e « Gigany (xi).

Die Differentialgleichungen (18) sind damit gelost. Endgiiltige Resultate
fiir die Verschiebungen u, v und w sind

1-%&
u=23 3 [A1((1q+1+ mx“qw) +

1—k \ -k
+A (—K + K, ) +A (1_ + LI Y >+
4 q+1 q-~2k—kq q+ 21 f1i—4q -q—-2k+kq Seg
1-k 1-k
+ A ~Ki—gt ———————— XAKy |+ Ay | ——————— XA a) +
5( e ~q-2k+kq 2 q) 3(\—-q+2fc+kq “’2)

1% LY . W2
+A (~—-—-— AA K ) sin sin A<,
TN v 2kt kg “*2} sy
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+2—k o og-2-k R
+A4<—'q—2Kq+1> +A2<—g'**——“‘q— 11—4)

o A i g+2<-kg AW
y= A (—1 )
=p A (T )

q-2k-k \N—q—2k+kq
te(- 2K k) (20 o)
—q-2k+kg ~q+2k+kq
1A (__*1_"_@_._ 2 (g+1) Kqs1)| cos gp sinaZ (30)

n

1 -k
W= AT g +
| %E[ 1(‘q-—2k‘—kq q“)

g-2k-kq : -q-2k+kg
1—k 1- |
+A5(~ —————ﬁxlk]_q) +A5(——k_xl 1q+1+1q>+
-q-2k+kq - -q+2k+kg
1—k 4
+ A - ———— xA K +K)sin cos. A — .,
6( —q+2k+kg B "'] . a’

Diese Gleichungen gelten nur fiir die-ersien Summen von (13). Die iibrigen
Resultate unterscheiden sich bloss durch das Vorzeichen. Die Tabelle I
gibt den Uberblick iiber die Losungen fiir alle vier Summen.

Tabelle I =~ ..
i Erste Zweite Dritte, . Vierte . {.
' Summe | Summe | Summe Summe
P1 U +U +U +U +U
und: |V 4+ V S+ Vo o =V -V
Py W +W [ —-w T =W +W
P2 U +uU +V - +U ! +U
und |V +V +V -V -V
05 w + W —- W - W + W
P U +U , —-U —U + U
und \ +V -V +V -V
P W 4+ W . + W + W +W
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4. Bestimmung von Integrationskonstanten. Randbedingungen.
Die Integrationskonstanten As (s=1, 3,..., 6) beslimmen wir aus den Be-
dingungen an den Oberflichen der Schale. Die Spannungen o, 7, und 7,
auf der oberen und unteren Berandung der Schale miissen im Gleichgewicht
mit den dort angreifenden Kraften R, & und Z bzw. R, @ ud Z sein. Wir
sehen, dass die sechs Integrationskonstanten gerade ausreichen um allen
Bedingungen auf den Oberflichen der Schale zu geniigen. Miltels Defor-
mationen und des Hookeschen Gesetzes lassen sich alle Spannungen in
Verbindung mit Verschiebungen ausdriicken. Fiir die erste Summe von
(13) sind diese

_2622 EA?(EE{%H {ld'g. i(j .«ivs_.}lW}) Sinqc‘?Siﬂl‘%a
moa s ad a dx ax ax a

g.P:QGEZ{EAs(—iVs'*’}‘UH” {la’bs+1 Us- Ly, - _,Ws})}

m n ax ax a ax ax ax a
) (1)
s . r4
- sin g¢ sin A =,
a

~-2G6Y E[Z (~ 5W3+x{3 dUs Ay, 4y, 5%})] sin go sin 1%,
a a a a

m . dx ax ax
mit
e v
1-2v’
und weiter
] A
tw:GZ 2 DX As(* Vs+ iWs]fCOchp cosh 2 ,
m n | s a xXa a
-G 22 XAS (i%whi{]s)]sin q% cosa <, (319
m n s a dx a a
0=GT Y EAS( w1 th—lvﬂcosq:p sina 2.
m 7 is ax a dx a a

Fiir die anderen drei Summen geIten dhnliche Ausdriicke. Aus Randbe-
dingungen

(@)xy =R, (ve)=®, ()x,=Z ; :
‘ (32)

(6r)x2 mﬁ ’ (T,-(P))CZ =¢ ’ (Trz)xi =Z ,

WO Xy=1- o und x,=1-— L3 ist und entsprechenden Gleichungen (31),
a a
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folgen nun folgende Bedingungsgleichungen fiir Integrationskonstanten

5 dUs 1 a
A +'—‘U“_V—1W}>' ‘_':"‘"Rmn’
sz_.:l s( { dx X ’ ix=x 2G
5 dU. dU 1 q } a -
A( : u{ q+—U~~~V—}\W}‘ = —— Ry,
32_1 ° dx x - ox ) >;X_xg 26 "
6
q dVs 1 > a
Ag| — Us+ —‘_Vs ==_‘(I)mn»
21 S(x *odx X ¥ =% G
6 dv. 1 (39)
Z As(‘q‘ Us+ = - — Vs) = ’u” anm ’
s=1 X dx x =2 G

dw
A $+ WU = —Zmn
sgl S( dx >x~—.\1 "
6 dW; \ | a -
A s =—/7
sgl 5( dx )x:x; G "

Die Gleichungen (33) sind im Allgemeinen zwar etwas lang, sie werden
jedoch in meisten Fallen der Praxis einfacher, da selten alle Belastungen
gleichzeitig auftreten.

Nachdem wir alle Integrationskonstanten berechnet haben, konnen
wir unseres Problem als geldst betrachten, denn aus (30) bekommen wir
die Verschiebungen, aus (31) aber die Spannungen. Die Schuittkrafte und
Schnittmomente lassen sich auf iibliche Weise angeben; zu bemerken ist
noch, dass die Integration vou Besselfunktionen, die hier auftreten, mit
Beniitzung von bekannten Rekursionsformeln leicht durchfithrbar ist.

Mit der Wahl von Ansitzen (11) und (13) setzen wir voraus dass
sich die Schale in Richiung z und ¢ periodisch fortsetzt. Ist die Schale
geschlossen, so ist dies in der ¢ - Richtung immer der Fall, dagegen ist
das in z-Richtung seltener. So werden die Randbedingungen fiir z=0 und
z=1[ nur dann streng erfiillt, wenn wir die Ansitze (11) und (13) so aus-
wihlen werden konnen, dass sie die dort auftretenden Bedingungen auch
wirklich erfiillen.
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In (30) ausgedriickte Losungen fir die Verschiebungen gelten auch
fiir volle Zylinder; hier miissen wir wegen x,=0 und der damit auftre-
tenden Singularitit der Besselschen Funktion K, (xA) alle Losungen mit
K, (x)) streichen. Schliesslich ist noch zu bemerken, dass bei diinnen
Schalen die auftretende Reihen nur etwas schwicher konvergieren, sonst
aber bleiben alle Losungen giillig.

5. Belastungsfille. Ausser der allgemeinen Losung, die wir soeben
angegeben haben, lohnt sich hier noch drei Sonderldosungen etiwas niher
zu erortern, Diese Sonderlosungen, die wir kurz Belastungsfille nennen
wollen, und die besondere physikalische Deutung haben, sind

a) q:O, )‘=0;
b) q#0, 2=0;
¢) ¢g=0, A#0.

a) Belastungsfall g=0, A=0. Sind die Koeffizienten ¢ und A, die
mit (12) gegeben sind, gleich Null, so miissen die dusseren Belastungen
und die aus ihnen verursachten Verschiebungen solche sein, dass sie fiir:
jedes z und ¢ konstant bleiben. Solcher ,Belastungsfall“ ist moglich unter
anderem bei einer Zylinderschale, die unter innerem oder Ausserem Uber-
druck steht. Dié Losungen fiir die Verschiebungen folgen entweder direkt
aus den Gleichungen (16) indem wir alle Glieder mit ¢ und A streichen,
oder aus der Fundamentalgleichung (21), .wo wir noch fir ¢ Null setzen.
Die Losungen sind also ‘

u=A; x+ A, x1,
v=A,x+ A;x1, (34)
we=A;+ Aglnx .

b) Belastungsfall ¢#0, A = 0. Mit diesem Belastungsfall wo wir ver-
langen, dass sich die Belastungen sowie auch die Verschiebungen mit z
nicht dndern, kénnen wir runde Platten behandeln, die in der Richtung
ihrer Ebene belastet sind. Streichen wir in dem allgemeinen Fall alle
Glieder mit A, so sieht man sofort, dass die Fundamentalgleichung (21)
die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung fiir diesen Fall
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ist. Fiir die Verschiebungen bekommen wir deshalb
U= 30 (A X0 Ay X704 Ay x4 Ay x10) S g,

V= i(“F 24k, N
2 —qg+kg 2k+q~kq

m=1

(35)

+ Agn X149 F Agmx—t—c | I g
am T Agm C05q$’

a0

W= Agy 7+ Agy x—0) S10 .
El( am X9+ Agm )cos ¥

Weitere Angaben iiber diesen Belastungsfall findet man ausfihrlich in
der Literatur [1].

¢) Belastungsfall ¢ = 0, A#0. Ist die Schale so belastet und unter-
stiitzt, dass sich die Belastungen sowie auch die Verschiebungen in der
Richiung % nichl #ndern, so muss g gleich Null sein und die Losungen
fir u, v und w fiir die vierte Summme von (13) sind folgende

n=1

1 -k 1k oz
+A3(-—§k—x).lz)+Ae( - lez)]sm)\w» ,

a
- 1~k 1-k
- v laf- WARY, MK, + 36
w zl[ 1( Y X 1)* 4(+ 2kx 1) (36)
+ A (1 "xu+1)+A6(—1“k ka,+KO)]cos3\i,
2k k a

v= ¥ [Az(— Z—II) + A, (-;;K,)}cos 22,

n=1 a

Ahnliche Werte bekommen wir auch fiir die dritte Summe von (13). Solcher
Belastungsfall liegt z. B. bei einem Zylinder vor, der stiickweise mit Druck
oder Zug belastet ist (siche Beispiel), weiter bei einer Schale die auf reine
Torsion belastet ist u.s. w.
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6. Beispiel. Als Beispiel wollen wir ein Rohr, dessen Linge [/ =4ax
sei, wiahlen. Es ist in der Linge 2c mit S
dusserem Druck p nach Abb. 2 gleichmis- o) M
sig an Umfange belaslet. Die Enden z=0 :—:f_—:_-:_ '“';;__;% '_‘\
und 2=/ seien fest eingespannt. Da die - el =t
Belastung p von ¢ unabhingig ist und die
Randbedingungen fiir 2=0 und 2=/

u=0, v=0,- —=0
0z

annehmen koénnen, entwickeln wir die dus-

sere Belastung p(z) in b "
nrd nwe g|ed
< 174

p(z————E—s = sin—=sin L E. alerd -
{ a 3]0 ~ "
. ! o & [
Wihlen wir noch d= - so sind die Fou- N . :

rierkoeffizienten Abb. 2

N2 . owe

R,= ip 1 (—1)("_ sin
n

1

mit n=1,3,5,7...

Ist das Rohr aus Eisenbeton mit v=0, so ist k=1 und »==0 und die
Bedingungsgleichungen (33) ergeben folgende Integrationskonstanten

1 1
A= - 5—0 Ry - En‘[l Ky (x,4) + ;2' Ky (le)] ’

a 1 1

A=+ —R, - — M, (xgh) - — I (xA)],

=t g Re o Mo (D= 1 e ()]
Asnz“‘Am ’ Aen"".A«;":

wo noch

By - [110 (6 ) - xi I (xl).)] - [AKO (xa?) + xikl (xzx)] —

1 2

_ [uo (r0— = 1,(x2>~)] : [m )+ K, (x, x)]
X

2 1
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ist. In Abb. 2b ist die Verschiebung u,-, der Mittelfliche fiir drei charak-

teristische Stirken des Rohres dargestellt. Schliesslich stellt Abb. 2¢ Ver-

schiebungen eines Rohres, dessen Stirke 2h=2a/5 ist, fiir verschiedene
l

Ausbreitungen von Belastung P=2¢p (c= —;—, c= T’ c=% und die

Punktbelastung) vor.
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