EINE BEMERKUNG ZU DEN GLEICHUNGEN
VON BELTRAMI-MICHELL

von
T. P. ANGELITCH (Beograd)

In folgenden Ausfithrungen bedeutet:
p — die Dichte,
Xi, X; — die kontravarianten bzw. kovarianten Komponenten der
susseren Krifte,
%, p — die Laméschen Elastizititskoeffizienten,

E,  — den Youngscken Modul und die Poissonsche Konstante,

g, — den metrischen Tensor des dreidimensionalen Euklidischen
Raumes,

s — die skalare Invariante des Deformationstensors o, (die kubische
Dilatation), ‘

8 — die skalare Invariante des Spannungstensors 8,

ui — die kontravarianten Komponenten des Verschiebungsvektors,

Rl4— den Riemann-Christoffelschen Tensor.

Wir gehen von der Gleichung

e X+ +p) gl +pAui=0 8]
aus, die, wie leicht ersichtlich, auch in der Form
e X, +(R+p)o, i +pduy;=0 (2)
geschrieben werden kann. Dabei bedeutet
Bui=uii — (3)
Hf,j:gkj ui, X
wihrend ‘
uhi j=(g*w ) j=g% w yy=g"* W ji=
=giuk y=g'lc,;
ist, weil

o=oi=u', ,

Publications” de PInstitut Mathématique 1



2 T. P. Angelitch

und da fiir den Euklidischen Raum immer

uk j—uk = u Ry, =0,
so wird
Uk,j;{ :Viik, ki .

Die Gleichung (1) bzw. (2) ist, wie bekannt, die Gleichgewichtsbe-
dingung eines ideal elastischen Korpers, welcher auch als hotnogen und
isoirop vorausgesetzt wird.

Nun, stellen wir uns die Frage auf: wie wird diese Gleichung fiir den
Fall der direkten Beziehung der Spannungen und der gegebenen &dusseren
Krifte im allgemeinsten Falle und unabhingig von der Wahl der Koordi-
naten aussehen? Dazu ist, selbst im Falle des dreidimensionalen Euklidi-
schen Raumes, eine eigenartige Transformation der gegebenen Gleichung
(1) bzw. (2) nolwendig, die, meines Wissens, bis jetzt noch nirgends
durchgefiihrt wurde. Diese Darstellung kann andererseits auch dazu verhelien
um, wenn einmal die Fragen der Elastizititstheorie eines allgemeinen Rie-
mannschen Kontinuums klargelegt werden, eine leichte Veraligemeinerung
dieser Gieichungen fiir einen solchen allgemeinen Raum durchzufiihren.

Um das gestellte Ziel zu erreichen, differenzieren wir die Gleichung
(1) kovariant nach x*. Wenn man dann (3) beriicksichtigt, bekommt man

p X+t glo, ptputd =0 @
Durch einfache Vertauschung von freien Indizes / und k& erbhilt man aus
dieser folgende Gleichung  «
e Xk i+ A+p)gio,i+put ;i =0. 6
Endlich durch Addition der Gleichungen (4) und (5) erhalten wir die
Gleichung
o (X1 + X5 )+ +p) (g0, + g0, ) +p (W), w+ubd;)=0. (6)

In dieser Gleichung ersetzen wir nun die Laméschen Elastizititskoeifi.
zienten A und @ durch den Youngschen Modul E und die Poissonsche
Konstante = und fithren an Stelle der skalaren Invariante ¢ des Deforma-
tionstensors die skalare Invariante 8 des Spannungstensors, welche auf
Grund des Hookeschen Gesetzes durch die Gleichung

1—2x«

en 1727 g >
G £ ()

miteinander verbunden sind, ein. Dann bekommt die Gleichung die Form

: 1 N . E . .
e (Xt X )+ ———(£78, 1 +890, )+ ———— (u] j+ui ;)=0. (8
(Xt ) 2(1+x)(g w+E ji) 2(14—%)( ik ji) (8)
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Im Euklidischen Raum ist aber immer
lli'j,jk:lli’j,kijlli,;g
ll"’j,jimuk’j’j,'r—Auk,i

- d, h.

ubd pobud =A tuk =2 Acl= = {(1+%) 08/, j-28 A0},

2
E
was leicht zu priifen ist.

Dabei bedeuiet

1 fiir i=k
0 fiir i#k.

Auf Grund dieser Ausfithrungen ldsst sich die Gleichung (8) wie folgt

schreiben: .
i K Yo B, R I - -

o(Xi k+X ")+2(1+x) B +0:% )+000, ; T4n 8A8=0. (9)

Durch diese Form der Gleichung wire die gestellte Aufgabe eigentlich
schon geldst, denn die gesuchten Beziehungen zwischen den Komponenten
der dusseren Krifte und des Spannungstensors sind in der allgemeinsien
Form aufgestellt worden. Um aber unsere Gleichung der iiblichen Grund-
form, die in der Technik benutzt wird, anzupassen, fithren wir in der
Gleichung (4) die Kontraktion nach i und & durch, und da fiir den Eukli-
dischen Raum immer

A9=8.i ;; qz{

. $5ij 70y ji

gilt, so folgt

pX i+ (A+p)gio, +putd ;=0. (10)
Wenn man noch beriicksichtigt dass

ubd j=Au' ;=Ac

ist, lasst sich die obige Gleichung auch in der Form

pXLi+(A+p)gio j+pnldo=0 (11)
ausdriicken. Nun, ist es weiter

gio, =01

und daher
gic,y=0l ;=Ac,
wodurch sich die Gleichung (11) auf
o Xi,+(A+2p) Ao=0 (12)

reduziert. Ersetzt man hier o durch 6 aus der Gleichung (7) und ebenso
A, p durch E, =, so bekommt man

. |
PX‘,H"I

X A0=0,
+ %K

1%
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woraus sich

ergibt.
Wenn dieser Wert fiir A6 in die Gleichung (9) eingesetzt wird, so
folgt endlich

1
2(1+%)

o (X1 X5 )+ (O,+ 0% ) +A0+p " 5 XI,;=0  (13)

wobei
A8 =00iy,;
ist.
Die Gleichung (13) gibt in der allgemeinsten Form kondensiert die
. sogenannten Beltrami-Michellschen Gleichungen,
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