SUR CERTAINS DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES AVEC
APPLICATION AUX POLYNOMES DE LEGENDRE

par
J. KARAMATA -

1. Soit donnée une série, trigonométrique de la forme

G.(0)= éo C, (n)e"’, | (M

dont les coefficients C, (n) sont réels et dépendent du parametre n, entier
ou non. En suppaosant que ces coefficients sent, pour n tendant vers l'infini,
susceptibles d’'un développement asymptotique procédant suivant les inverses
d’une suite de fonctions ¢, (1), 1=0,1,2,3,..., tendant vers Pinfini
avec n de plus en plus vite, c. & d.

o (W)= g ()= g2 (n)=< ..., n->o00,

il s’agit de voir sous quelles conditions la fonction S§,(8) est elle-méme
développable en une telle série.

En d’autres termes, lorsque

Cv(fl)==Y°(v)+Y1(v)+ e +Yk (v)-i-O( 1 ) 1 0o (2)
9 (7)) q.(n) g (n) qw (7)

-nous allons montrer que Pon peut dans (1) remplacer fes C,(n) par Ie

développement asymptotique (2), et en déduire

Gn(6)=w+m+ --~‘+P"(e)‘+o( !
"Io(’\l) g, (n) ¢x () qx (1)

), n- oo, ‘ 3)
avec

I\P’(e)ﬂ= y§o Y}l(y)evel 5. p.='=0, 1’ 2’ c - k’ i (4)
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toutes les fois que les séries (1) et (4) convergent et lorsque les C,(n)
sont de la forme ' '
Cy(n)=A, B, (n), v=0,1,2,...,

oit les A, forment une suite totalement monotone et les B, (n) une suite
dont la différence K-ieme tend en décroissant vers z€ro avec /v, les
B, (n) possédant en outre un développement asymptotique de la forme

Bv(ﬂ =M+£1—(E‘)‘+“'+pk(1})+0< 1 ), n- o0,
D (m qi(m) - qx () qx (n) '

les coefficients p, (v), 1=0,1,2,.. . % étant des polynomes en v de
degré inférieur a K. :

- Ce méme fait subsiste lorsque les séries (1) et (4) ne convergent
pas. Dans c2 cas elles sont toujours sommables-A (voir le théoreme 4
du § 3) et laffirmation (3) subsiste lors quwon y remplace les sommes
des séries (1) et (4) par leurs sommes généralisées d’Abel, c. 2 d. par

Ga(®) = lim X C, (n) r? &0’
re=ly=0
et i

@) =lim Xy, (1) r’e’® p-0,2,.. . k.
r=1v=0 - -

C’est surtout cette extension qui est susceptible de diverses appli-
cations et nous en déduirons, au § 4, certains développements asympflo-
tiques des polynomes de Legendre P, (cos 0) ainsi que des fonctions
sphériques de seconde espace Q,(cos 8) pour n- co. En premier lieu, nous
en déduirons le développement classique sous la forme '
J{f(ﬂ)(e?ﬂi)ie(n+2}1+l}‘ei}’

0, @2n+1) @n+3).. .Ca+2pr DT

1
+O0|——=1, n»oo
- . (n" \/n) S
uniformément pour 0 e {0 n—¢, oit les coefficienis ap et la fonction
f sont donnés par ' ;

k
Pa(cost) == 3 (~1)2" g,
K=o

s,

F@=(1-2""= ¥ 4 2.
p=0 .

En second lieu, nous 6bﬁendrons; en particulier, le dévoloppement asym-
ptotique suivant —

P, (cose)=% é0(~.1)“ap
p=

J {1+ 181 fiu (€20 0( 1 1o o0
(n+ 1P+t ak‘VE)’
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uniformément pour 0 <<e (O n—s, ol la suite des fonctions fu(2) est
donnée par

LIy ( d)v '—’/2}
; - z— 1-2 , p=0,1,2,,..,
w@= B (5)enn(z5) {0-27" ,
les coefficients ¢, €tant donnés paf la fonction génératrice

ooC’
Vazi- B

po !

Les deux développements asymptotiques correspondants des fonctions
sphériques de seconde espeéce Q,(cosd) s’obtiennent des dévoloppements
précédents, en y changeant simplement les parties imaginaires J{ } par
les parties réelles R{ } et en remplacant dans la premieére le coefficient
4/n devant T par 2, et dans la seconde 2/Vx par V=.

2. Pour établir ces résultats, c. 4 d. le théoréme 4, nous donnerons
au § 3 trois théorémes relatifs au double passage a la limite, dont les
démonstrations reposent, en principe, sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1. Soit la série

s (1) = Z}o u, ()

convergente pour tout n>>n, et

uv(,n)"uv: n-»oo, V:O’1’2:---- - - | (5)
S’il existe une série
SW=2 U,
y= . .
convergente pour n_>n,, telle que . ,
U )»U,, nsoo, v=0,1,2,.... (6
21U, converge, : 7
y=0
el que ‘ ' -
S(n)~» YU, n»o,
alors de I ' = o o
() | < Uy(n), v=0,1,2,..., n>n,, (8)
il résulte que ‘ o
X, converge, . ) -

v=0
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el que .
s(n)»iu,,, n-o00.
v=0

En effet, de (5), (6) et (8) il résulte
la,|<<U,, v=0,1,2,.. ., |
C. a d. la convergence de la série (9), la série (7) étant supposée “con-
vergente.
D’éutre part, on a
m—1

<Zla@-ui+Eim@i+ o<

Y= =i

s(n) ~ iul,

m-<1

<Zlw@-wl+Xum+Lu,

et par suite

<im v, + 3 v, -

=% y=in Y=m

sm- X,

lim sup
Hne=on

<23 1,50, mooo.
pe=in

Remarquons, en passant, que l'on peut légérement généraliser le
lemme 1 et lui donner une des formes des plus générales «des théorémes
de ce genre, c. 3 d. relatifs an double passage a la limite. On peut, en
effet, formuler ce lemme de la manidre suivante.

- Lorsqu’il existent deux suites U’,(n) et U, (n) telles que
U (m) <y (m) < U (n),
pour tout n el v, et lorsque

im 3 U, ()= 3 tim U, (),

n=ow p=0 v=0 n=mm

lim X U, (n) = X lim Uy (m,

N=og P==0 v=0 n=os.

les denx séries au. second membre étant supposées convergentes, alors

tim ¥ u, (1) = 3 lim u,(n)
nN=w p=0 T ov=0 =

el celte derniére série converge de méme.
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Lemme 2. Soit
LGy, v=0_, L2,..., c.,=0,

une suite @ variation bornée, c. a d. telle que la série

vgl lev—si—c,| converge.
Alors ‘ o
f(r,0)= 2 ¢, r’ e’
v=0
converge pour 0<r<1 et ‘
1(8) = lim £ (r, 6)
: r=1

existe pour 0 <0 < 2x.

En outre, on a

OIS B e e, (10)

l 1- re"’i| y=0

et, en particulier,

101 < gz S lomi-el,

pour 0 <0< 2x. .

Les affirmations du lemme 2 sont une conséquence immédiate de
. Iidentité
2: €2 = L E (cv—l‘ CV):ZV-
y=0 rd _,,1 =
valable pour

z=re” et 0Lr<t,

et du lemme 1, relatif au passage 2 la limite r 5 1,

3. Une comséquence immédiate des deux lemmes précedents est le
théoréme suivant.

Théoréme 1. Soit la suite
By (n)r B} (IL)’ B, (ﬂ)‘) s .
non croissante a partir d’un v ef d’un n, c ad. ,
By() =B, 1 (@), v=m, m+1, m+2,. .., n>n,,

et telle que .
B,(n)»B,, nso, v-0,1,2,.. .

lim lim B, (n) = lim B, .

N=ew V=g V= -
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Alors, en posant

F,(r, 0)= E B, (n)r¥e"™
. y==0
et

F(r,0) = 3 B, e,

=0

les limites . :

Fa@)=lim 3B, (e | (11)

r=1 v=0 . -

et , -

F(©) = lim 3 B, r7 et _ (19

’ r=1v=0 :
exzstem‘ pour 0<6<2x, ‘
- Fy (9)~>F(6) n-+o0, - (13)

amformemetzt pour 0 <eL O 2n~¢.

Les affirmations (11) et (12) sont une conséquence du lemme 2, les
suites B,(n) et B, étant supposées monotones.
Pour démontrer laffirmation (13), posons

. d, (ft’) B (fi) Bv; V=0, 1, 2: ey d—-i(n):O;
alors, on aura '

Fa(r, 8) = F(r, 8)= vg d, (n) PV e,

La suite d,(n) étant A variation bornéé, il résulte de Iinégalité (10) du
lemme 2, que .

}F(l‘ 9) F(fxe) ‘ ‘Efdv—wi(n) d(ﬂ)[

c. é d. en faisant tendre r vers l’umte,

|Fa @ -FO)|< Qsmefgzwmw a’(n)f

- - 1
<251ne/2 2} ey (1) - dy ()], .

pour 0 e <0< 2n~e.
Les suites B, (1) et B,.ne croissant pas, on aura
|des (1) = & (1) | < Byey (1) = By () + Buy = By, v3>1.
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Or, : R ;
S (By—y (1) = B, (1) + B,y - B,} = By (1) + By~ lim B, () - lim b5, ,
y=1 R L V= V=0

par_ suite
lim 3(B,—; (1) - B, (1) + B,—, ~ B, } = 2B, lim lim B, (n)—llmB

V=100, . n=® =

et
3 lim {B,—, () - B, (1) + B, —Bv}=280—21iva.

y=1 NE=® V=00

D’aprés I'hypothése, ces deux hmxtes étant egales, 11 s’ensuit que l’on
peut appliquer le lemme 1 a la série

2|dV—1(n)_dV(")l’

=0
et 'on en déduit que

lim zl dyy (1) = d. ()] vzo lim |,y (n) ~ d, (z) | =0
On en conclue, en tenant compte de l'inégalité (14), que-
F,(0)=F(@©)»0, n»>o0,
c. a. d. laffirmation (13).

Une généralisation immédiate de ce théoréme s’obtient en remplacant
I’hypothése de la monotonie de la suite B, (n) par I'hypothese qu’une quel-
conque de ses différences

A ‘ _
248, =3 (-1 () B2 @
. =0
décroit avec 1/v, sans que la suite B,(n) elle méme, ou I'une de ses diffé-

rences d’ordre inférieure 3 k soit monotone.
Il suffit, en effet, de partir de l'identité

o0 1 )
C,2v= MV AR Cyy 2V,
z, ooy = G

oit on a posé _
C_y=C_p=++-=C_4=0,
avec

8 G= 3 -0 e,
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et d’appliquer le théoréme 1 a la somme

i A*Cyry 2.
En y remplagant C, par B, (n), respectxvement Bv, on obtient la généra-
lisation suivante du théoréme 1. -
Théoréme 2. Soit donné la suite
By, v=0,1,2,....

Lorsque l'une quelconque des différences
S k :
Ak B, (1) = 2()( - I)f( I,)BM;(;:)
=

est une suife non croissante & partir d’un v et dun n, c. a. d. lorsque

ARBV(”)>Aka+1(n):
pour
v=m, m+1, m+2,... et n>n,,
el lorsque : .
B,(n)+B,, n>e, v=0,1,2,..., (16)

lim lim A% B, (n)=lim A* B, , (17)
ne=00 V=0 VS o

alors, en posant ‘

Fo(r,0)= 2B, (n)rent, 0<r<l,
, . vV

et

F(r 0) = 23 reet, 0Lr<1,
v—~0
les limites
r=1
et ‘ ‘
F(B):limF(r, ) - (19)

existent pour 0 <0< 2=, ef la smz‘e de fonctions F, (8) converge - unifor-
mément vers la fonction F (0) lorsque n -+ oo, c. 4. d.

Fo(®)-F(®), n-oo, ‘ 20y
uniformément pour 0 < e <0< 2 5. ) v “

Afin de rendre ce théoréme plus apte aux applications en vue, nous
en déduirons encore la généralisation suivante.
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Théoréme 3. Soit :
' A, v=0,1,2,.
une suite totalement monotone, c. a. d. de la forme
1
A,,eft"da(t), v=0,1,2,..., 1)

0 .

o (f) étant une fonction non décroissante.
Lorsque la suite )

B,(n), v=0,1,2,...,

satisfait aux conditions du théoréme 2, c. 4. d. a la. condition (15), pour un

k détérminé, et aux conditions (16) et (17), alors, en premier lieu, les deux
limites suivantes existent

s

G, (r,0)= EA B, (n) r e85 G, (), r—»l, - (22)
y=0

G(r,0)= A, B, e"ei—vG(ﬁ), r1, (23)
P _ .

pour 0 <6< 2n.

En second lieu, la suite de fonctions G, (8) ainsi définie converge uni-
formément vers la fonction G (8) lorsque n— oo, c. a4 d.

G, (0)>G((®), n-»oo; (24)
uniformément pour 0 < e< 8 2n ¢
Les fonctions F étant celles du théoréme 2 on a, d’aprés (21),

Ga (1, 6)= f 38, ¢ ot da(n-

g

éJFn(rt’ 8) dec(t).

Or, la fonction F,(x,0) est continue pour 0<Cx <1 et, d’aprés (18),
continue de gauche au point x=1. Par suite elle est uniformément continue
dans lintervalle (0,1) par rapport & x, pour tout 9 différent de 0 et 2x.
Il en résulte que '

1 1
f Fa(rt,4) dait) » fF,, (t,9) datt), =1,
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ce .qui démontre I'affirmation (22), c¢. 4 d. que

1 |
Gn(r,e)—>G,.(G)=fF,,(t,e)doc(t), rol, 0<6< 2n.
0

Par des considérations analogues on démontre I'affirmation (23) c. a d.
que, d’aprés (19), -

1 S .
G(r,G)_—»G(e)zfF(t,e)doc(t), r+1, 0<6<2n
4]

Enfin, pour démontrer I'affirmation (24), remarquons d’abord que des
deux relations précédentes il résulte '

G (0) - G(6)= f (Fa(t,8) - F(t, )} dex D).

Or, en posant

Z=teb! ,
B_,(n)=B_,=0, v=1,2,.. .k
et
D,(n)=A*B,(n)-A*B,,
on. a .
Fo(t,0)= 3B, (n) 2" = A% B, (n) 2,
" P (z- 1)« Z
F(t,0)=$B, 2 - SYAK B, 2v
. vz;) Y (Z_— 1)‘( vgo
et o

Fo(t,8) = F(t.6) = (T_ll—)k‘ 3D, () 27,

y=0
c. a d., d’aprés I'inégalité (10) du lemme 2,

1 :

| 16) = F (6 0| < g &5 1Dems (0D, () .

Par suite
1

10:0-60) < [ e BP0 0-D.0)1,

—ted! ]"+1 v
0

e‘t, en tenant compte du lemme 1, il s’en suit, d’aprés les hypothésés (15),
(16) et (17) que cette dernitre somme tend vers zéro avec 1/n, d’oit il
résulte laffirmation (24).
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Du théoréme 3 on- peut-enfin déduire le développement asymptotique
mentionné au début, -de la suite des fonctions G,(8), sachant que la suite
B, (n) est développable en une série asymptotique, dont les coefficients sont
des polynomes en v, que l'on peut formuler d’une maniére précise comme suit,

Théoréme 4. Soit A, une suite totalement monotone et B,(n) déve-
loppable en une série asymptotique de la forme

B, (n)= Po(v) P1(V)+P2(V)_i”-_' E_k_(l’_) 0( ) 1 o0,
9o (n) q:(n)  ga(n) G (m) qr(n)
pe(v), n=0,1,2,...k
sont des polynomes de degré inférieur a K, et
go(m) < g1 (n) < ga(n) =% -+ < qu(n), n->oo.

Lorsque la K-iéeme différence de la suite B,(n) tend en décroissant vers
zéro, ¢. a d. lorsque

AK B, (1) > AK B, (1) 50, v oo,

@ partir d’un n, alors

oll

gAva(n)rveveuo,,(e), ral,

et G, () est développable en une série asymptotique de la forme

Ty®, 0@, L@, (1
G, (6 . R
O amt +qk~(n>+0<qk(n))

- oo,

ol

Cp(0)=lim X A, pu(v)rr e, u=0,1,...,k
r=1vy=0 C

Pour déduire ce théoréme du théoréme 3 il suffit de remplacer dans
ce dernier théoréme la suite B, (n) par

B m=a) {8~ RO o012, (25)

p=oqp(n) ‘ '

Etant donné que la somme dans I'expression précédente est un

polynome en v de degré inférieur a K, la différence K-ie¢me de cette
sulte est égale 3 .

AK B} () =g, (n) AK B, (n), '
et tend en décroissant vers zéro avec 1/v a partir d’un n, lorsque Clest
le cas de

AK B, (n).
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Drautre - part, .du développement asymptotique de la suite B, (n) il
résulte que la suite (25) tend vers zéro avec 1/n pour tout v, douc la
suite. B, du théoréme 3 est identiquement égale A zéro, c. a d.

lim B} (1)=B% =0 pour tout v=0,1,2, . .. (26)

Par suite, la condition (17) du théoréme 3, resp. 2, c. a d.
lim lim AK B} {(n)=lim AK B} =0

A=w VI=w V=

est bien satisfaite.

Quant aux fonctions

Gr(®)=lim X A, B (n)r e
‘r=1 v=0

et

G*(®)=lim Y, A,B:r e’

r=1 v=0

correspondantes aux fonctions G 2(0) et G(6) du theoreme 3, on aura,
d’aprés (26), que
G* (8) se réduit identiquement & zéro,

et par suite, d’aprés le théoreme 3, que

‘ GH(6)+0, n- oo, @7)
uniformément pour R

0<eOH 2 €.
Or, :
. k Tn(d

G0 =0 ({0, 6)- ¥ *‘—(?] :

=0 gp(m)
<. A 4. Gp(9) est dgale a .
&
1

qk(n){llm Y AB,()rrevi- Y lim E Avpp(v) r"eei]

r=1vy=o0 =0 Q}l() r=1vy=20

et cette expression, d’aprés (27), tend vers zéro avec 1/n uniformément
pour D <eL O 2n~e, qui se réduit a Teffirmation du théoréme 4.

4. En vue d’application du théoréme 4, nous allons donner ici certains
.développements asymptotiques des polynomes de Legendre P, (cos®),
définis par

(1-2xt+12)~"= Eo P, (x)t,

pour les grandes valeurs de n.
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Pour obtenir ces développements nous partirons du développement
connu de Heine de P,(cos®) en série de sinus. A cet effet posons

(1-2%= 3 a,x,
v=0

et remarquons que les coefficients g, sont de la forme
2 (Qn)“l-3-5-...-(2n~l)_ I'(n+1/,)

an=

Tom\ —2-4-6-...-(211) nlyx
(28)
n=1,2,3,... avec a,=1.
En outre, il est connu que
afa 1
2 - 2 f 2 :
n=— f sin "Edﬁ—; e tzdt, ,(29)
0 0
1 x/2 1 fnat
= ———— = sin2"+1Ed§=f - dt, (30)
(2n+1)a, ; J VI-¢2

et que la formule de Wallis peut s’exprimer par la relation asymptotique
an~1/Nan, n- oo. (31)

Alors le développement de Heine des polynomes P, (cos®) peut
s’écrire

4 2 a

P, (cos§)=— -

n (cos ) ﬂv§(2n+2v+1)an+v

sin(n+2v+1)0,

que nous mettrons sous la forme

Fn(cos8)= % J fever 2 @n+ o Daye, |-
=2 g fems 1915, 26)), 32)
avec
$n (0)= i ayb, (n) ev® (33)
. P
by () - 1 ~bns, (34)

Cn+2v+1)a, .,
afin de pouvoir appliquer le théoréme 4 4 la somme (33).

Publications de D’Institut Mathématique 6
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D’aprés (29), l1a suite des coefficients a, est totalement monotone et,
d’apres (30), on a

1

1 . fen+2+1
by (n) = = dt =
@n+2v+1)a,,, § VI-£
1
1 [ tndt
= - tV 1 35
24 VI-t (%9)

c. 4 d. que la snite b,(7) est de méme totalement monotone quelque
soit n. Par suite, on a, d’aprés (31_), quelque soient n et K

AK D, (n) > AK D, . (n)>0, v-oo.

Il s’en suit qu’on pourra appliquer a la somme (33) le théoréme 4
(en y remplacant les A et les B par les a et les b), toutes les fois que
les coefficients b, (n) sont développables, pour les grandes valeurs de g,
en séries asymptotiques dont les coefficients sont des polynomes en v.
A chacun de ces développements correspondera alors un développement
asymptotique des sommes (33), c. a d. de S, (8).

En partant de la formule (35) on peut obtenir différents dévelop-
pements asymptotiques de ces coefficients, dont nous mentionnerons les
deux suivants.

1°% En premier lieu, on a d’apres (30)
1

1 f tdt
by(n)=—"1] =
() 2 4 V1-t¢

e v\ Il (n+1/2)
Eo( l)p(p‘)l‘(n+}1+3/2)’
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¢. a d., d’aprés (28) et (34),

1 14 \ (V) n! P-! a}l
= — - L -
by () D) }*§°( 1) B/nop+Dla, p,,

1 & 1 2%ula, -2nnla,
=a_2(_l)p(p)2n+}l+1 . )

: nv=0 (n+p+lay, iy,

et puisque :
) 2nnla,=1-3-5- . .(2n-1),
on aura ‘
3-5 2p-1
by ()= (2n+1)a,, }120( _ ( )(2n+3)(2n+5) (2n+2}1+l)

v 1 4 1.3
() za ) -
1) 2n+3 " \2/(2n+3) 20+ 5)

_(;>(2n+3)(2nisf(zn+7)+ - J

II s’ensuit que I'on peut poser, pour les grandes valeurs de g,
bv(n)=bn{l _(V)_}__-F(V)AL_“.
1/2n+3 \2)(2n+3)(2n+5)

+(—1)"( )(2n+3)1(2n+5) (z(gn—:)zkn) +0($)}=

{1 - ( 1 ) 2n1+3 +(;) (2n+:la) (gn+5) B

D) 1 (@k-1) }+0(_J_)
(2ﬂ+3)(2n+5) (2!1 +2k+1) i+
puisque, d’aprés (31) et (34), n -~ oo,

 —
bn ~—Y y 1 ,
5 Ya/n - oo
>
Zk.

~ On aura donc, d’aprés les notations du théoréme 4,

bu(n)= E””(V) ooz oo,

fi=o qn(n)

et cette relation a lieu quelque soit v

avec

pa(v)=(-1)»1.3. ... .(2,;-1)(:)=(—1)}12w!ap(:>

6%
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et
qp(n).:bl— 2n+3)2n+5)...2n+2p+1)~

=R2a+1)a,(2n+3)(2n+5). .. (2n+2p.+1)~

et
=P+ nooco, pn=0,1,2,....
i

~

On obtient ainsi, d’aprés le théoréme 4, pour S, (8) le développement
asymptotique suivant
Cy(®) Ty (0)
JQ+_1.®+ cee F"(e)_l_g( 11
qo (1) qu(7) qi (n) kil

Sn(8)= ), n- oo,

avec
Dp(6)=lim 3 a,pu(v)rrei =

r=ly=

&, 14
= (- 1)*2"playlim Eav(p)rv el =

r=1 y=0 .
= (= 1)P 20 gy fO) (01 )eoi (36)
olt 'on a posé
fR)=2 a, 2" = (1 -2)"
. v==1)
Il s’ensuit, en définitif, que
& 20 gy, fOV) (287 ) gPo!
Sn(8)=b, 2, (- 1P L
(©)=b p};o( ) 2n+3)(2n+5)...2n+2p+1)

+o(ﬁ), n- oo, (37)

+

uniformément pour 0 <<e<(0<2x-g, doi il résulte, vd’apr‘es (32), Ia
formule asymptotique des polynomes P, (cos 6)
Pp(cos 6)=
A § DT )
n(2n+1)a, p=0 (2n+3)(2n+58)...2n+2p+1)

+o (ml/ﬁ)’ nsoo,  (38)

valable uniformément pour 0 < e <6 <= —¢, f(2) et a, étant donnés par (36).

Puisque, d’aprés (36),

1:3-5....-@2p-1)
f(}l)(z)_ o

(1 = 2)—b—",
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on aura ) :
1.3.5. (2}1.—1) Pt g~ (P42 01

2» (2 sin )+

f0 (e200) =

Par suite, les coefficients
Du(8) = (- DF2Pan f®) (2% elnr2B a0l 1=0,1,2,...k

du développement (38) ont la forme

) Pt pn +P+12) 0§
Gu(@)=(=-1*1-3+. . . -Qu-1)a, 770
P’() ( J ( B ) » (QSiI’le’}l"'l/?
exp{(n+}1+l/2)61—(p+1/2):rt1/2}

~1.3 95— 1) ap
- @n-l) (2 sin 0)P+%

3

ot Pon a posé v

(_ ])11 Pt = et ; i

ce qui donne :
cos [n6+(p+'/5) (0 —n/2)]

J{Pu(9)}=1-35...2p-1)a .

{ P»( )} 2p-1)ap (2 sin &)k

Ainsi, le développement (38) se réduit a

k
Pp(cosd)= 4 > I {Ps )} 0( _), n->00,
n(2n+1)a. ;o Cn+3)(2n+5)...@2n+2p+1) nk Yn
uniformément pour 0 <e <6< n-¢, c. & d. au développement asympto-
tique connu des polynomes de Legendre et dont la série

i J{Du (8)}
& (2n+3)(2n15). .. (20 2p+])
5n

ne converge que pour % <6< ra

20 En second lieu, on peut obtenir le développement asymptotique
de P,(cos), c. a d. de S,(9), suivant les puissances negatives de n, ou
bien plus généralement, de (n+1), avec A réel quelconque. A cet effet, on
peut partir de lmtegrale (35) qui donne les coefficients b,(n) de S,(9), et
'on aura
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C. 4 d. en y posant

L
- ~e—vt \|_" ,
F(-t-en | S
on a .

bu(ﬂ)=%fe‘("+K)’t“/zF(—t, v=X41)dt=
0

1 o0
2\/rz+}\o

/o=

ot t—'/zF(-L , v—l+l)dt.
. n+A

Par suite, en désignant par Qn (y) les polynomes en y de degré p,
définis par la fonction génératrice

Flay)=om |2 - $ Q0 (39)
e—1 = pl
et en y posant ~
' X= - y Y=v—-A+1,
n+x Y

on obtient

b, (n) = 1 re—tt—l/z EM(_;)“

Y 2Vn+l6 oy n! n+Xx

Enfin, en intégrant cette série terme a terme, on en déduit le dévelop-
pement asymptotique des b,(n) sous la forme

oL & wTE+1/2) Quv-r+1) 1\
bv(n)— ‘ﬁpzo( 1)}1 + ( )

2Vn n! (n+2)P n* Vn
V& Qu(v-A+1) [ 1 -
s 2 (e 20D +o(n——kv3), n oo,

Il en résulte d’aprés le théoréme 4 et la formule (33), que le dévelop-
pement asymptotique correspondant de S, (6) est donné par

ko Tu(9) 1 '

$O-3 DO (1),
) Eo (n + X)P+te n*Vn _

oit 'on a posé

Cp(®)=(- I)Pllgaplim Ya, Qu(v-N+1)revsi —
r=1 y=0

== Y afu(er),
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c. a d. par
vz & o fa(ert) 1 |
S:0=" ] 2 - et o(nkvﬁ)’ oo, (40)
Pour obtenir la fonction génératrice des
f@=Na Quiv-2+1)2, 1=0,1,2,. .., (@)

=0
multiplions Ia relation (39) par a, 2,
v x __ S a, Q}*(y)zv
a,ev*z \/ex—l_go ol
En y posant y=v-2X41 et en faisant la somme de v=0 & o, on obtient

e(i—}\)x\/ex_)il. (l_zex)_1/2 _ 2 fp(Z) Xt

P=0

Or d’aprés (38), on a

_ _x Qu(l-2)
a-x =
¢ \/e‘—l § pl

donc, en posant
n(2) = ( a2, w012
dz
c. ad.
Vo(@)=(1-2)7" Vpyi(2)=2¥2(2), p=0,1,2,..., (42)

on peut donner 2 la suite des fonctions fu(2) la forme

rl

B@= 2 (M) 0-D¥@, k012, (43)

Pour A=1 on obtient, d’aprés (33) et (40), le développement asym-
ptotique des polynomes de Legendre, mentionné au § 1. :

Etant donné que la série conjuguée en cosinus de la série de
Heine, représente au facteur miltiplicatif prés, la fonction sphérique de
seconde espeéce Q,, (cos®), c. a d. que

a,
(2n +2v+1Da,

on aura, d’aprés (32), (33) et (34)
Qn (cos 0) =2 R {etnt 19l g, (20)).

Qn (cos6)=2 2 cos (n+2v+1)6,
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Ainsi, chaque développement asymptotique de S,(8) nous donne en

méme temps un développement asymptotique des fonctions sphériques

2 (€0s8). En particulier, des développements (37) et (40) de S, (6) nous
obtenons le développement suivant de Qn (cos 0):

92 k (_1)}12(1}11?{en+2p+1)61f(p)(eei)} 1
(2n+1)a, & 2n+3)(2n4+5). . .(2n+2p+1) +O<nk \/E>’

~ & Rien+hel f (e)) 1
Cn(cosO)=Vm 20 (- D" a iyt (nkv‘ﬁ

uniformément 0<eCOLn-¢, les coefficients a, et les fonctions [ et
fu étant définis par (36), (39), (41), (42) et (43).

On(cos )=

), 7 o0,
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