UBER DEN EXISTENZBEREICH DER INTEGRALE
DER QUASILINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG 1. ORDNUNG

von.
E. KAMKE

1. Es sei die quasilineare Diiferentialgleichung

. n
p+ X fr(x,0,2) ¢, =£(x,0,2) ()
y=1
gegeben; dabei steht o fiir yl,...,y,., es ist z=2z(x,p) die gesuchte

Funktion und p= 9z , y= 0z

ox oy,
dem Paralielstreifen

Die Koeffizienten f, und g sollen in

fx-&|<a, v und z beliebig, 2)
stetig sein und stetige partielle Ableitungen nach den p, und z haben,
und die absoluten Betrige dieser Ableitungen sollen < A sein.

Ferner ist eine fiir alle v stetig diffbare Funktion w{p) gegeben, fiir
die alle partiellen Ableitungen |w, | <C sind.

Dann hat (1) fiir ein a<a in dem Parallelstreifen
|x-&| <a,v beliebig, 3)

genau ein Integral z=1 (x, o) mit den Anfangswerten ¥ (&, v)= w (v).
Ober die hierbei zunichst noch unbestimmt gelassene Zahl « haben
Frl. J. Perauséwna? und Herr T. WaZewski! bewiesen, dass

,w_l__ fir n=1
A(C+1) ' :
o= 1 C+1 @
‘log n(C+1) fir n>1 ‘

.(n—l)A g-nC-'H

1) Anﬂales de la Société Polonaise de Mathématique 12 (1933) 1‘—‘5 und 6—15.
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gewdhll und unter den obigen Vorraussetzungen durch keine grossere
Zahl ersetzt werden kann. Mit elwas einfacheren Hilfsmitteln hatte ich
vorher nur beweisen kénnen, dass

1 n+1
a=—-——log(l+~—~]
(n+1)A n(C+1)

gewdahlt werden kann.® Die Verbesserung dieses Ergebnisses zu dem vorher
genannten war den beiden Autoren dadurch gelungen, dass sie

(a) nicht nur die bekannten Glen der  charakteristischen Kurven
von (1) sondern die Differentialgleichungen der charakteristichen Streifen
fiir die allgemeine (nicht-quasilineare) Differentialgleichung erster Ordnung
benutzten und ausserdem »

(b) einen Abbildungssatz von Herrn Hadamard; nach diesem Satz

" bilden die Funktionen

yv“:yv(xi’---:xn) (v=1,...,n)

den x-Raum eineindeutig auf den vollen y-Raum ab, wenn sie beschrinkte
partielle Ableitungen erster Ordnung haben und ijhre Funktionaldetermi-
nante eine positive untere Schranke hat.®- s

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich das schirfere Ergebnis
(4) von Peraus6wna-Wazewski auch ohne den Satz (b) erreichen
lasst und dass ferner der sich auf (a) stitzende Teil des Beweises durch
einen Hilfssatz ersetzt werden kann, bei dem der an dieser Stelle befremdende
Begriff der charakteristischen Streifen formell nicht benutzt wird und der
auch an sich vielleicht nicht ohne Interesse ist.

2. Zunichst sei an einige Eigenschaften der éharakteristischen Funk-
tionen

yv=(Pu(x; & 0,0, r]n) v=1,...,n (5)
des Differentialgleichungssystems
W) =X yiseeisva) v=1,...,m,  (6)

d. h. dér durch den Punkt EN,..., 10, gehenden Integralkurven des Sy-
stems (6) erinnert. Wenn die f, in dem Parallelstreifen ‘

|x—§|\<a,” ~ 00 < Pyyves Yu <l + 00 (7)
stetig sind und stetige beschrinkte partielle Ableitungen :f” haben, etwa
' . Ve
s, | @
Oy}l . '

2 E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, S. 335.
9 J. Hadamard, Bulletin de la Société Mathématique de France 34 (1906) 73—78, 84.
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" go ist der Streifen (7) ein charakteristisches Feld des Systems (6)®, d. h. |
die Funktionen (5) existieren in dem Intervall |x ~&| < a und die Gesamt-
heit der Kurven (5) liefert (bei festem &) gerade alle Punkte des Streifens

(7), wenn ny,...,n, beliebige Werte annehmen diirfen.
Ferner® sind fiir jedes feste 1 <A <n die partiellen Ableitungen
ulzm e un=0<p,,
’ ony O,
die Losungen des linearen Gleichungssystems
W (9= 3 u () 2 ©
v = K
k=1 9Yx
mit dea Anfangswerten
u, §)=1, u,(§)=0 fir v£X; : (10)
dabei sind in g;f“— nach Ausfithrung der Differentiation die Funktionen (5)
einzutragen. -
Aus dem System (9) erhidlt man leicht die Abschitzungen®
: 1 watem .
o () -0 @ S — (7 -1). (11)
Mit Riicksicht auf (10) ist also
i 09 1 naix— Cen '
¥ (™A TE fiir x#2A 12
o | =7 (e 1) # (12)
und .
0p 1 '
LD VN nAlx—Egl_.
o, =1 P (e 1)>0 (13)
fiir : . . .
|x—§1<Min(a,—lA—log(n+l)>. 14)
. o\

3. Das Intervall (14), in dem %#O ist, kann noch durch ein gros-
~ L )
seres Intervall ersetzt werden. Es besteht nimlich der folgende Hilfssatz,

der zugleich einige spiter benutzte Abshitzungen enthilt.

4 Vgl. z. B. E. K am ke, Differentialgleichungen: Losungsmethoden und Losungen I,
Leipzig 1944, S. I1.

5 Vgl z. B. E. Kamke?, S. 155 {.

€) Vgl. z, B. E. Kamke?, S. 338.
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Hilfssatz: Unter den Voraussetzungen von Nr. 1 ist

A
N
fir?D . ‘ » ~
. |x~&| < Min (g, B) (15) -
mit ,
I fir n=2,
A : '
8- | (16)
log (n—-1) fiir n> 2. '
| -2 gn-1) f
Fiir die Funktionen
—1 -
(‘3&) fiir v=2,
U, (x) = . : (17)
o —%‘3— (m) fiir v£) :
Om \0ny
gelten in dem Intervall (15) die Abschitzungen
- - _Alx-§[ fir n=2
vw-ue<] oAl (18)
e’ NS fir n>2 S
n—1- e(n—z)AIx—E [

und hiérirz ist U, () }1 oder 0, je nachdem v=X\ oder v # \ ist.
Beweis: Wegen (10) ist
Uy (€)=1 und Uy (E)=0 fir k # 2.
In jeder Umgebung von &, in der U, (x) # 0 ist, folgt fiir v #£ A aus 9

uou -u, 1 n of, o
U’v(x)z—L—”—£=—<u)\ u, —u, Y
| 2 a2\ 2 gy T 3

A k=1

of, of, of, of,

=Ly oy, ~Uv(——+ U _)
o), k§x * Oy« 0y, k§7\ * Oy

also wegen (8) ' :

IU’VI__'é_A(1+|le)(1+Ekal), (19)
s

) Man kann leicht nachrechnen, dass dieses Intervall grosser als das _lnt_er_vall (14) ist.



Uber den Existenzbereich der Integrate der quasilinaeren Differentiagleichung 65

* und daher

LV ( x);<A(1+V)(n-1+V) mit V=3V,
KEL

Hieraus folgt, dass V hochstens gleich -der Losung W-(x) der DGI
WE)=AW+1)(W+n-1) mit WE=V(E)=0
ist. Man erhilt daher

Alx-E|

fir n=2,
1-Alx-t| .
DU <W= (20)

X1 .
k2 ;(n—])—-e-—l** mit X=mn-2)Alx-&| fir n>2;
der Nenner ist posmv, wean (15) erfiillt ist. Tragt man dleses in (19)
em, so erhdlt man mit der obigen Funktion W
U/ | S A1+ U, )1+ W (),

und hieraus (18) fiir v#X. Weiter folgt aus (9)
u’ of
U (x)=—-2= ( + 2 Us R)
2 () B 0}3 KEN Oy
also nach (20)
U'|< AUy | 142U
[U < AUL | ot kl)

1

1-A|x-E|

<AU, - ' ‘ ' 2n
| (n-2)eX
/ n-1-eX
also wegen U, (§)=1
1-A|x-E| : o

n-1-eX

Tedgt man dieses in die rechte Seite von (21) ein, so erhalt nian (18) auch
fir v=X\. Damit ist (18) vollstdndig bewiesen, soweit x dem Intervall (15)

Publications de I'Institut Mathématique h 5
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0 .
angehdrt und in diesem Intervall 3:’& #0, d. h, U, (x) beschrankt bleibt.
) :
Da dieses aber nach (22) fiir jedes echte Teilintervall von (15) zutrifft, ist

der Hilfssatz vollsiandig bewiesen.

Anmerkung: Das schon bei Herrn Wazewski vorkommende
Beispiel

n
yu’=—A2yk (v=1,...,n-1)
k=1
) n
.Vn’== A 2 Yu
k=1

mit A >0 zeigt, dass die Zahl B nicht vergrossert werden kann. Denn
die charakteristischen Funktionen sind hier, wenn E=0 gewidhlt wird,

1 ..n _ - s
@60, .=t —— B (D) oy, -,
n-2i5

. 1 n _ _
Pn (X050 0. Op) =1, +—= Z e (e A (n 2)"—1),
n‘—2 k=1
und es ist .
, _@"_xl_ 1 (@A _1)_0
On, = n-1 - :
fiir
—-X= log(n-1).
n-2)A g(n-1)

4. Hieraus ergibt sich nun mihelos der in Nr. 1 aufgestellte Satz.
Denn es seien

J’v=<Pv(x;§,fl1,---,I]mE) (v=1,..., n), z=<P(X’E,f]1,---:flmE)

die charakteristischen Funktionen der zu M gehdrigen charakteristischen
Glen ’
yv'(x)"fV(xayu”"yn;z) w=1,...,n),

z'(x)=g(x,y1,...,y,,,z).
Fiir dieses System sind alle Vorraussetzuhgen von Nr. 2 erfiillt, nur ist
das dortige n durch n+1 zu ersetzen; insbesondere ist der Streifen (2)

ein charakteristisches Feld dieses Systems oder, was dasselbe bedeutet,
der linearen homogenen DGl

3—":+§fv(x,n,2)

-v=l

ow
0

+2(x,0,2) 9% -0, (2
V. 0z -
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Losungen dieser DGI sind daher in dem ganzen Streifen (2) die .Funk-
‘tionen : - SR o : e
' ‘o (8 x,0,2)
und ‘

(P (&) x’ D’ z)!

und ebenso

0=V (55,2 =06 %020~ 0 (0 G600, 0aEx D, 2). (24

Nach Nr.3 ist ¢, >0 in dem Intervall (15), wo 8 durch (16) mit n+41
statt n bestimmt ist. Wegen

@y, IZC

folgt nun nach Nr.3 fiir |x-§5| <8, o und z beliebig,

99 _H 99
v 02 ,élwvdz

0p 0@ (0p\TI\ O Z
>%(1_cy|T®(I2YV N2 (1_cyu,),
"Oz( v2=1 0Z<Oz) ) 02( El )

und hierin ist die Klammer, wean [x-§|<a und somit < (mit n+1
-statt n), etwa |x—§|=a-38 ist, fir n=1 wegen (4)

. A@=8) _1-(C+D)A(a-9)
= A= 1iA@-y =77°

und ftr n=2
-1 c e(n—l)A(a-S)_l—
=i-n n_e(n—l)A(a-a)_-
(n-1)A(c-8)
>rz(C+1)—(rzC+1)e >y >0.

n_ -1 A@-8)
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Fiuw jeden festen Punkt x,p des Bereichs (3) gibt es also eine von z
nicht abhingende Zahl y > 0, so dass ¥, >y ist. Daher hat die Gl =10
fir jeden solchen Punkt x,v genau eine Lésung z=x(x, v). Diese Funktion -
ist daher in (3) definiert und hat dort stetige partielle Ableitungen, ist

somit ein Integral von (1), da ¥ ein Integral von (23) ist. Schliesslich
folgt aus (24)

0=V (&0, xE ) =xE0)- (),
d. h. x erfiillt auch die vorgeschriebene “Anfangs.bedingung.
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