SUR LES DEVERSOIRS SANS AERAGE
par ’
C. WORONETZ

I. Généralités

Les travaux théoriques sur les déversoirs se rapportent habituelle-
ment & des déversoirs comportant un dispositif quelconque permettant le
libre accés de I'air dans la région sous la nappe déversante. Nous étudions
ici les déversoirs sans aérage, c’est a dire ne contenant pas un tel dispo-
sitif. Le courant d’eau tendant a entrainer I'air qui se trouve dans la région
sous la nappe, la pression y change et la nappe se déforme. Le coeffi-
cient de débit d’un déversoir sans aérage est souvent plus grand que celui
d’'un dévorsoir aéré, mais I’on applique ces derniers presque exclusivement
dans I'hydraulique industrielle. On trouve facilement I'explication de cet
usage dars les changements brusques de débit, dans Pinstabilité de la nappe
déversante et, comme conséquence, dans les vibrations de la construction
entiere. :

Plusieurs essais de I'étude théorique des déversoirs sont connus.
Citons, par exemple, les travaux de Boussinesq [*] -sur un cas spécial de
déversoir dont la forme ressemble bien a celle d’un orifice muni de 'ajutage
de Borda. Pour aborder le probléme, Boussinesq a été obligé de faire
plusieurs hypothéses complémentaires a celles que l'on fait pour établir
les équations de Euler. En supposant que la surface de la nappe soit
donnée par une simple fonction, Blasius [2] a résolu le probléme de déver-
soir par la représentation conforme. Les résultats quil a obtenus corre-
spondent bien 4 la forme de la nappe, mais la vilesse du courani 2 Iinté-
rieur de la nappe ne satisfait pas a des conditions nécessaires. Runge [®] a
€tabli une méthode grafique pour représenter le mouvement fluide, mais
sous la condition que la surface extérieure de la nappe est donnée
grafiquement.

L’analogie entre I'écoulement par les orifices et celui qui se produit
par les déversoirs est bien connue. D’aprés Poleni [*] on peut considérer
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un déversoir comme un orifice dont le bord supérieur est relevé jusqu’au
niveau de la surface libre du liquide et ensuite supprimé comme inutile.
On pourrait donc penser que les beaux travaux de Kirchhoff [5] et de
Mises [¥] sur D'écoulement par les orifices pourraient éire facilement
¢tendus sur I'écoulement par les déversoirs. Mais les données expérimen-
tales n’ont pas. confirmé cette supposition. Pour résoudre le probleme de
'écoulement par la méthode de Kirchhof il faut supposer que la vitesse
reste constante le long des lignes de courant sur la surface de la nappe,
c'est a dire, qu’il faut négliger I'influence de la force de la pesanteur. Cette
supposition est admissible dans le cas de I’écoulement par les orifices,
surtoul si Dorifice est percé dans le fond du vase. E'le devient inaccep-
lable dans le cas de I'écoulement par des déversoirs, oit la force de la
pesanteur joue le rOle principal dans la formalion de la nappe. On n’arri-
vera donc pas & des solutions admissibles en appliquant la méthode de la
- représentation conforme, car les vitesses sur les lignes de courant limites
dependent de la position du point considéré et ne peuvent pas étre consi-
dérées comme constantes.

Lauck [] aessayé d’échapper a ces difficultés en appliquant des appro-
ximations successives pour résoudre Iéquation intégro-difiérentielle, a la-
quelle le probléme est ramené par des procédés classiques. Comme pre-
miére approximation il accepte les données expérimentales et obtient ensuite
des solutions successives rapprochées. La convergence dune telle série
ne peut étre démontrée, mais on se sert souvent de cette méihode dans
I'hydraulique industrielle, en utilisant, en ce qui concerne le calcul numé-
rique, les perfectionnements fait par Dmitrov [8].

Les travaux cités plus haut se rapportent a I'étude des déversoirs
aérés. Nous considérons ici les déversoirs dépourvus de dispositifs d’aéra-
tion et beaucoup moin étudiés théoriquemeut. Notre calcul est d’un carac-
tere plus qualitatif que quantitatif et nous examinons surtout la forme de
la nappe déversante correspondante aux valeurs différentes de la charge
et de la pression sous la nappe. Néanmoins, nous comparons nos résul-
tats avec ceux obtenus expérimentalement et constatons leur coincidence.

Supposons la largeur L du déversoir assez grande pour que le mouve-
ment puisse étre étudié"dans le plan vertical, orthogonal au seuil du déver-
soir. Admettons que le seuil soit horizontal, ortogonal au courant et diri-
geons l'axe Oy dans la direction de ce courant. L’axe Ox est vertical
dirigé vers le bas. (Fig. 1). La force de la pesanteur est la seule force
extérieure agissant sur le liquide. La pression extérieure est la pression
atmosphérique p,, et la pressions sous la nappe est p,#p,. Bornons nous
a I'étude d’une nappe d’épaisseur d trés petite ce qui nous permet d’amener
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le probléme hydrodynamique a un probléme de la Mécanique Rationnelle,
concernant le mouvement d’'un point matériel, représentant une particule
liquide. On connait l'application de cette méthode a I’étude, par exemple,
du probléme ancien de Torricelli [°] concernant I’ecoulement par un orifice
trés petit percé dans la paroi d'un vase rempli d’eau. La section de la
veine liquide étant trés petite, on peut négliger la variation de la pression
a lintérieur de la veine et on est ainsi
ramené au probléme du mouvement d’une
particule sous l'influence de la force de
la pesanteur. La forme de la veine liquide
est évidemment parabolique, ce qui est
confirmé par de nombreuses expériences.

Essayons, par analogie, de ramener
le probleme de I'écoulement par un
déversoir sans aérage 4 un probléme de
la Mécanique. L’épaisseur de la nappe
déversante étant petite, remplacons le
gradient de la pression par une force x
extérieure, proportionnelle a la valeur
moyenne de ce gradient p,—p,/d et or-
thogonale au courant. Nous supposons,
donc, que la pression dans la section normale de la nappe varie de fagon
linéaire et que les lignes de courant sont en méme temps les lignes de
pression égale. Ceci est évident pour les lignes de courant limites et les
expériences de Bazin ['°] qnt montré qu’il en est approximativement de
méme 2 l'intérieur de la nappe. On peut donc espérer que la trajectoire
de la particule fluide, soumise a la force de la pesanteur el i la force
complémentaire introduite, représentera approximativement la forme de
la nappe. ’

L’épaisseur d de la nappe ne peut étre considérée comme constante
puisque la vitesse varie d’une section 3 l'autre. Pour que I’équation de
continuité soit satisfaite, au moins approximativement, il faut supposer que
le produit vd de la vitese et de I'épaisseur en un point quelconque est
constani et égal au produit v,d, de ces quantités sur le seuil du déversoir.
On arrive ainsi & I’expression :

Fig. 1

F= Pa— Py ___pll—pi v al : _ (1)
pd pdy v, Vg

pour la force complémentaire F par l'unité de la masse. Le parameétre



164 C. Woronetz

Aintroduit

aq = gf_:& s (2)
Y dy

avec p et y désignant la densité et le poids de I'unité de volume de Peau,

* caractérise la différence de la pression atmosphérique et celle sous le nappe.

Nous nous bornons pour le moment au cas, oirce paraméire est positif

ce qui correspond a une dépression sous la nappe déversante.

2. Equations différentielles du mouvement ét leurs intégrales

En tenant compte de la force introduite (1) et de celle de la pesan-
teur, on obtxent les équations du mouvement

dv dv v

L 1+a_z), Y e ggX 3

dt g( vel . d & ®)
et on en déduit I'intégrale de la force vive

R G (1+-2-i) 4)

g
coincidente avec ’équation de Bemoulh; ¢ désigne le nombre de Froude
sur le seuil: . , _

c = vy®/gd,. , (5)

~ Aprés avoir mtégre les équa’ﬁons (3) on obtient les projections v, €
v, de la vilesse :

Vy 1\/x(26 x) '
= — [~ 2c4+2ac~0% " |, =1-2%, 6
0 0 (6

vy ¢ v0 cdy

La seconde intégration nous donne les coordonnées x et y du point maté-
riel comme fonction du temps et délermine en méme temps la trajectoire
de ce point: :
imw( 1_C05Mf)’

g & cdy
A E—Q-La)sin Yoy Y
dy = ad, at cdy .

Cette trajectoire treprésente approximativement la forme de la nappe
déprimée.

L’analyse de la courbe donnée par les équations (7) ne présente
pas de difficulté. Démontrons quelques propriétés de cefte courbe. L’ana-
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logie entre cetle courbe et la cycloide est évidente. En introduisant les
parametres R=(1+a)cd,/a* et w = avy/cd, on obtient

x = R(1 - cos wt), y = vyt - R (wf - sin wf)

el Ton peut faire linterprétation suivante: la trajectoire de la particule
liquide est l]a méme que celle d’'un point matériel se trouvant sur un cercle
du rayon R, roulant sur I'axe des y dans le sens négatif a la vitesse angu-
laire w et glissant, en méme temps, dans le sens positif a la vitesse v,,

On trouve facilement que le -point

’_xizg, &=£[\/a(a+2)—arccosL
dy, a dy a a+1]

corresponid au maximum des y et le point

Xy 2(a+1(c -y mc

y =

d, a? dy a?

au maximum des x. L’ordonnée de ce dernier point étant tou]ours nega-
- tive, on voit que ce point ne peut
apparaitre si les déversoirs ont la forme
habituelle. Un tel point peut appa-
raitre si les déversoirs sont munis d’un
ajutage extérieur (Fig. 2). Si la lon-
gueur de l'ajutage est suffisante, la
nappe peut lui adhérer d’en bas. Le
point correspondant est donné par les

coordonnées
Xg Vs 2nc '
28 0, A i

bt

d, d, a? A\
L’intersection de la nappe et de la r
paroi du déversoir correspond a y,=0. ) N
L’abscisse de ce point est définie par Fig. 2
I’équation

2
(1+a)\/1—( —~——3} —arccos( -l“—ﬁ)mo
- cl+ad, cl+ad,

Il est évident que tous les points caractéristiques de la courbe (7)
apparaissent seulement dans le cas oit la surface libre de P’eau aval est
suffisamment €loignée du seuil.
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3. Elévation de I'eau sous la nappe

La pression sous la nappe éfant plus petite que la pression atmos-
phérique, une élévation de I'eau se produit dans cette région (Fig. 3). Ne
tenant pas compte des tourbillons qu’y apparaissent, nous admettons que
la pression de I'eau sous la nappe est soumise a la loi hydrostatique.

En désignant par £ Pélévation de
y leau sous la nappe, on obtient

h=(pa-py) Y = ad,, ou
a = h/d,. 3)
. La courbe donnée par les équa-
- tions (7) représente la partie de la
\ —Ih nappe du seuil jusqu’au point ol cette
- nappe rencontre la surface élévée de
eau. A partir de se point la particule
liquide est soumise a une autre force,
qui n’est plus  proportionnelle 3 Ia
: différence constante p,-p, de pres-
Fig. 3 ~ sion, mais varie avec la distance du

seuil du déversoir.
Désignons par H la hauteur du seuil au dessus de la surface libre de
'eau aval et introduisons le paramétre

e~ H/dy ©)
Appliquons les mémes raisonnements pour la détermination de la force Fy,
agissant sur la particule liquide a partir du point x=H — A, respectivement
x/dy=e - a. On obtient
F1=pa—pl_Y(x‘_H"'h)l:g(e_ﬁ)l (10)
pdy Vo

0

dy/ vy ’
et les équations différentielles du mouvement deviennent:

Dx _, 1+(e_£)32 , dﬁz_g(e_ﬁ)&_
d dy/ v, dt dy/ v,

L'intégration de ces équalions donne Pintégrale de la force vive (4) et les
projections de la vitesse sous la forme:

v 2 2 '
—x=\/1+£——1— (e—i) +a?-2ae+2c| ,
Vo dy 4c*[ dy ‘

_ . 2
ﬁmi[(e_i) + a2 —2ae+2c |.
v, 2 d° '

(11)
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Les conditions initiales v,/v,=1-a(e - a)/c pour x/d,=¢e—a nous ont servi
pour déterminer les constantes arbitraires. : '

"Pour obtenir les équations du mouvement et la trajecloire de la par-
ticule liquide, représentant la forme de la nappe, il faut effectuer I'intégra-
tion des équation (11) qui sont de forme elliptique. Introduisons la fonc-
tion elliptique de Weierstrass p (u; gz, gs) avec les invariants:

g =‘§ [4a%e? - 2(2a° + 4ac+3c)e+a* +4a*c + 7],

N g3§=—2% [ - 16a%¢ + 12a(2a® +4ac + 3c)e? - 6(2a° + 8aPc + 3ac ~ Sac? ~ 6c2)e+

+(2a® + 12a%c + 15a%c2 — 2¢3 — 27¢%)]
et dés1gnons par w largument de cette fonchon déf1n1 par des formules:
pw = (2ae-a*-2c)/3, p'w=2c.

La substitution
Xo _,_lpu-pw (12)
dy 2 pu—pw

amene les équations (11) a la forme:

Yoy—2icu+Cy, (13)
0

dl=i[§ (a2+2c—2ae)u—g(u+w)—gu+gw]+C2, (14)

o '

oit C, et C, sont des constantes arbitraires. On détermine ces constantes
3 l'aide des conditions au moment initial: pour f=1¢ on a x/dy=e-a et
u=u, On obtient les valeurs de u, et {, a l'aide des équations (12) et
(7), qui donnent: ‘
_ 1y —pw
2 puy -pw ’
e—a=c(L+D(1—c‘osﬂ’—a~tt>.

a? cd,

Les équations (12) et (14) donnent la forme cherchée de la nappe
déversante. -1l s’ensuit de I’équation (13) que Pargument u est imaginaire.
Par des transformations connues, assez compliquées, ont peut ramener les
expressions trouvées a la forme reelle mais nous n’effectuons pas ce
calcul.
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L’analyse détaillée des résultats obtenus présente certraines difficultés,
dues a la forme compliquée des formules dépendant de trois paramétres:
a, ¢, e. Nous effectuons cette analyse dans le cas spécial d’une nappe
nomée noyée en dessous. Cette nappe est caractérisée par Délévation de
eau jusqu’au seuil du déversoir. On a, douc, h = H dans ces conditions
et toute la région entre la nappe et la paroi du déversoir est remplie d’eau.

Indiquons ici que Pintroduction de la force (10) présente une appro-
ximation moins acceptable, car il est évident que les lignes de courant et
les lignes d’égale pression ne coincident pas. Nous admettons néanmoins
cette hypothése, car elle conduit a des résultats qui correspondent bien 2
des expériences connues. :

4. Nappe noyée en dessous

Dans le cas de la nappe noyée en dessous on a # = H e, par con-
séquent, @ = e. Aprés avoir changé a par e, on intégre les équations (11)
par la substitution:

X _ 6c(e+1) (15)
dy P58 &) +c+e?

Les invariants g, et gy de la fonction elliptique plu; g5, 8;) se réduisent
3 la forme

g2 = 12(e* — 4ce? - 6ce+c?) ,
&s = 4 (2e® ~ 12ce* — 18ce® + 15¢c2¢2 + 36¢2e + 2¢3 + 27¢%)
“et le discriminant A = g,% - 27 g,2 devient
A =11664¢® (e+1)2(4e® + ce? - 18ce — 4c¢* - 27¢) . ' 17
La premitre des équations (11) donne immédiatement '
vot/dy= —2 V3 cu

oit la constante arbitraire est égale 2 0. Quant 2 la seconde véquation de
ce systeme, elle s'intégre par le procédé classique ['!]. Introduisons Iar- .
gument w par la formule -

(16)

pw= —¢—e?

et effectuons I'intégration en utilisant les formules bien connues [t3]):

p'w f da_ _ 2utw+Ino(u—w)-Ino(u+w),
pa -pw :

(P fw——"—‘-‘~—-+p"w j W g (a=wy-y(atw)- 2upw.
, (pu—pw)? pu—pw \
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On obtient ~ : o
' dl'.==—'.V—:é[g(u’+w)+'§(u'—w)+2‘(2¢—e2)u} (18)

et Pon constate facilement que la constante arbitraire est égaIe F 0 Lappa-
rition du parametre w peut étre évitée a 1'aide de formule:

g(u+w)’+]'5(u—w) =20u+ pe
pu—pw’

La fonction pu €tant paire, et la fonction gu impaire, on peut introduire
un nouvel argument )
Y
2V3cd
et obtenir définitivement: e
x_ Gefe+])
dy pt'+c+e? ’

==

‘/—3_ 14t (19’)
E4 =—-[2(2c—e2)t'+2gt'+ —p—’_—] .
dy 3 pf'+c+e?
Les équations 19y donnent la seolution du probléme, c’est 3 dire
la trajectoire de la particule liquide xepresentant la forme cherchée de
la nappe.
La courbe (I19) présente quelgues propriétés géométnques intéres--
santes. On calcule facilement le maximum et le minimum de cette ecourbe:

(x/dy)y, = e £ Ve — 2c.

Le premier signe correspond au maximum qui se trouve au dessus de
1a surface de l'ean aval et le second signe au minimum, au dessous de
cette surface. Par conséquent ce dernier napparaxt pas en réalité. On
obtient aussj deux points d’inflexion

(x/do)sy, = 4[(6{—’ )+ \{,e2+4ce+c2+6c],

dont le second deit étre laissé de c6té comme correspondant a des valeurs
négatives des x.

Si la hauter H de déversoir est telle que e< V2 (e<<1.414 pour
¢ =1), il n’existe pas de points oit la tangente a la courbe (19} soit paral-
lele & Plaxe Ox. Le point d’inflexion se trouvant au dessous de I’eau,
on arrive facilement & la forme de la nappe reproduite chématiquement
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par la Fig. 4. Si e>V2c, la nappe a un maximum et un point d’inflexion
au dessus de P'eau aval. Sa forme est donnée par la Fig. 5. Dans le cas
limité, ot I'on a e=‘v2—c, le minimum et le maximum cé'x’ncident avec le
point. d’inflexion. Ce point se 4rouve sur la surface de I'eau avale et la
tangente a la courbé (19) en ce poini est parallele a I'axe Ox (Fig. 6).

;

j‘

‘On sait, d’aprés les expériences de Bazin ['°], que la formation d’tine
nappe noyée en dessous m’est pas toujours possible. Certaines conditions
0 ‘ o relatives 4 la charge et a la hauteur de
X Y Teau doivent étre satisfaites. Il serait du

plus grand intérét d’étudier cetle question
théoriquement par les formules que nous
avons obtenues plus haut. »

' Une nappe, en général, ne peut se
former que si la vitesse de la particule
liquide est réelle au moment quand cette
particule atteint la surface de Ieau.
Désignons par

Fig. 4 . . Fig. 5

4. Formation de la nappe noyée en dessous

2= (U; g1, &)
-Fig. 6 U .
la fonction ' elliptique de Weierstrass et

par Z la fonction

| .‘ Zi’=vf(z)=V4zs—gzz_~gszpl(u)" ‘ ' (20)
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La vittesse v, de la particule liquide s’exprime en z par la formule

V42— g,2 — g3 .

v, = V3v(e+1
ofe+1) (2+c+e?)*

L’étude des valeurs réelles et imaginaires de la vitesse v, se réduit
a I'étude de la fonction f(2), puisque le dénominateur (z+c+e%)? na
aucune influence sur cette étude (il est toujours positif et pour z=—c-e?
la fonction f(z) est imaginaire). Pour x=H on a x/d0==e et la formule
(15) donne pour z:

2e =—(—e3+5ce+6c). | 21
e C

La valeur correspondante de la fonction f(2) devient
f(ze) = V- 108¢c? (e+1)2 (e® — 4ce — 8c)/e®
et 1’6r1 voit que la condition pour que cette fonction soit réelle est .
~4ce—8c 0. . (22)

Désignons par e, la seule racine réelle du polynome (22). Elle est
fonction du parametre c et pour la valear critique c¢=1 on a e = 2,65.
La condition

e e

est la condition pour que la nappe puisse se former. Cette condition est
" nécessaire, mais non suffisante. Pour le démontrer et trouver les conditions.
suffisantes, envisageons la courbe (20) bien connue dans la théorie des
fonctions elliptiques [*9]. '

La forme de-cette courbe est différente suivant le signe du discri-
minant de la fonction elliptique. L’équation (17) montre que le signe du
discriminant est celui du polynome

4¢3 + ce? — 18ce —-4c¢2-27c,

puisque les autres facteurs sont positifs. Il est facile & démontrer que pour
les valeurs de c et de e qui nous intéressent (c et e sont positifs et ¢
s’approche de I'unité) ce polynéme a une seule racine réelle. Désignons
cette racine par e;. Pour e<<e; on a A<O0 et la fonction Z = f(z) a une
racine réelle et deux imaginaires. Pour e >e; cette fonction a les trois
racines réelles et pour e = e, la fonction elliptique dégénére en fonction
trigonométrique. Pour la valeur critique du nombre de Froude, c¢=1,
on a e; = 2,61. " ' ’
Arrétons nous pour le moment sur le cas ot le discriminant est
positif, c’est & dire ‘e>e;. La courbe (20) a 2 la forme reproduite par la
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Fig. 7. Elle se compose d’un oval et d’une branche infinie de nature para-

bolique. Désignons par z,,z, et 25 (23>2,°>2;) les trois racines réelles

de P’équation f(z)=0. La branche infinie correspond a des valeurs des z

entre co et z, et Poval 2 des valeurs entre 2z, et z;. D’autre part, z étant

égal a pu, et f(2) & p'u, labranche infinie correspond & des valeurs réelles
de u, de u=0 2 u=w, ot w, désigne la demipériode réelle de la fonctior

pu. Aux points de I'oval cor-
z=ft - ‘ : respondent les valeurs imagi-

o ' naires de u. Puisque u est.

- proportionnel 2 f, c'est la

» branche infinie qui seule cor-

2=flz,) ~ respond au mouvement étudié
de la particule liquide.

' Il s’ensuit que la condi-
tion e e, n’est pas suffisante
pour la formation de la nappe,
car au point z = 2, peut cor-
respondre aussi un point réel
sur Poval. 11 faut que le point

. 2=2, se trouve sur la branche

Fig. 7 infinie, c’est 3 dire, que =z,
- soit plus grand que 2,.
- Puisque la détermination des racines de Péquation f(2)=0 et leur
comparaisou avec la valeur de z, est trés compliquée, nous cherchons les
trois points d’intersection de la courbe (20) et de la droite”

‘ Z.mlf(ze):f-

- Si deux de ces points sont imaginaires, il est évident que z.<Cz, Si tous
les trois points sont réels il faut examiner si z, est la plus grande des
abscisses de ces points. : .

Ce probléme ne présente pas de difficulté, car on connait une des
racines, z,, de I’équation =~

42° - g2 - g3 - =

Aprés avoir divis€ la premidre partie de cette équation par z-2. on trouve,
que la plus grande racine 2z, de I'équation de deuxxeme ordre, ainsi
obtenue, a la forme » '

& T — '-—Ze —3292 »
=3 +\/.g2 | )
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Démontrons que z,<z,, c’est a. dire, que.le point z, n’appartient pas 2 la
branche infinie de la courbe (20). En méme temps il sera démontré que
I’expression g, -3 2.2 est toujours positive.

Si z, est négatif notre propposition est évidente. Dans le cas contralre
on est amené A I'inégalité .
v ‘ ~4ce-6¢>0,
qui est toujours satisfaite pour les valeurs de e et de c.considérées. On le
démontre facilement en décomposant la premiére partie de cette inégalité en

qeulques termes positifs, dont le premier est% (4€® + ce® - 18ce® - 4c? - 27¢).

On constate ainsi que le point 2=z, se trouve sur 'oval et que la forma-
tion de la nape. est impossible dans-ces conditions.

Il en est de méme dans le cas de dégéneration, quand on a e=e,, ce
qui est facile a vérifier par un procédé analogue, ou par. I’analyse immé-
diate des racines z,, 2, 25, qui sont, dans ce cas, connues.

Dans le cas du discriminant négatif on a e<{e, et la courbe (20) est
reproduite par la Fig. 8. Elle a une seule branche et cette branche corres-
pond a des valeurs de z entre oo
et z;,et ades valeurs de u réel- 2=ft)
les. La formation de la nappe est
donc possible dans ce cas.

Nous sommes ainsi ame-
nés a la conclusion suivante:
la nappe noyée en dessus ne

peut se former que sila con- — o
*dition e <Ce; est réalisée; e,

étant la seule racine réelle de
I’'équation:
4e84-ce?-18ce~-4c2-27¢=0:

Pour les valeurs de e plus gran-
des que e; c’est la nappe dépri- Fig. 8
mée qui seule peut apparaitre. :

Comparons les résultats obtenus avec les t,expenences faites par
Bazin [']. Bazin a constaté que la nappe noyée en dessous ne peut se
former si dy/H<0,4. Notre condition est d,/H <<1/es. Il est facile a voir
par le calcul numérigue élémentaire que les deux résultats coincident pour
les valeurs de ¢ voisines de l'unité. (Pour ¢ =1 on a 1/e; =0, 383 et
pour ¢ =09, 1/e; = 0,4).

Si 'on considere un déversoir a seuil épais (ou, par exemple pro-
longé par un canal découvert) on obtient un mouvement uniforme & une
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- certaine distance du bord amont du seuil. Ce mouvement est caractérisé
par-la valeur critique du nombre de Froude, c’est & dire, par la valeur
¢ =1, On le déduit facilement du postulat, bien connu, de Bélanger [**].
On sait que les mémes résultats ont été obtenus par Boussinesq [*], dans ces
travaux ‘rélatifs 4 la formation des ondes, et enfin par Bahmetiev [t€], quia
utilisé le principe de 'énergie cinétique minima. On peut, donc, accepter
 la valeur théorique de. ¢ €gale a l'unité sur le seuil et admettre que cette
~valeur ne change gudre quand on passe au bord aval du seuil.

5. Oscillations du niveau aval

On:observe souvent la déformation de la nappe déversante due au
changement de niveau de l'eau aval. L’abaissement de l'eau est suivi
par laugmentation de volume sous la nappe et, par suite, par une
-dépression dans cette région. L’€lévation de I'eau aval entraine l'augmen-
tation de pression sous la nappe. L’analyse de ce dernier probleme peut
étre effectué par la méme méthode que nous avons appliquée dans le cas
de la dépression. Il suffit de changer le signe du paramétre a. Il faut aussi
tenir compte de I’abaissement de l'eau sous la nappe dans le cas ol la
pression y est plus grande que la pression atmosphérique.

Les formules déterminant la forme de la nappe restant les mémes,
elles dépendent de trois parametres: a, ¢ et e. Le nombre de Froude ¢
reste constant puisqu’il ne dépend que des conditions initiales, mais les
variations du paramétre e entrainent celles du paramétre a. En admettant
le régime isothérmique sous la nappe et en négligeant l’entramement de
Pair par le courant, on a

PoVo=piVs1, _ (23)

oit p, et V, sont la pression et le volume au moment initial et p, et V;
ces quantités au moment quelconque f.

Les valeurs de V, et de V, se rapportent évidemment 2 la région
sous la nappe remplie d’air et non d’eau, puisque nous considérons la
densité de Peau constante. Le calcul des volumes V, et V, se fait facile-
ment, en fonctions élémentaires et 'équation (23), prenant la forme.

Pa ) ' Pa
—— 611 V1 == ( hau an )Vﬁ
, (Ydo Yd, ’
donne- la liaison cherchée entre les parametres g, et e, au moment f,, les
valeurs g, et e, de ces parametres, au moment initial, supposées connues.

On peut, donc, pour chaque changement de niveau de I'eau aval trouver la
forme correspondante de la nappe déversante.
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