EINIGE SATZE UBER DIE POSITIVITAT
DER TRIGONOMETRISCHEN POLYNOME

von

‘M. TOMIC

1. 1. Die Fejérsche Vermutung (aus 1910):
nosinvd

Sn (e) = 2

v=1

wurde von D. Jackson [1], Th. Gronwall [2] und spater von Fejér [3] selbst

bewiesen; einen besonders kurzen Beweis gab E. Landau [4]. Ausserdem

hat Fejér [5] einen allgemeinen Satz gegeben, der eine unmittelbare Folge

der- Identitat (7), nebst (8) und (9) (falls n durch n+1 ersetzt wird) ist,
und welcher lautet: :

Satz 1. Ist fiir ein festes n, die Folge der Koeffizienten c, des Sinus-

polynoms

>0 fiirn=1,2,3,...und0<9<m:, )

v

n
S.(®)=3% ¢ sinv9,
v=1 _

erginzt durch
Cne1=0,

zweifach monoton, d. h. ‘

CL—Cy > Cy—Cy >+ -+ >Cnmg—Cn—y >C —C > -02>0, - (2
so ist

S$,(0) >0, fir 0oL
Dieser Satz enthilt aber die Ungleichung (1) nicht da eben die Folge
: c,=1pw, v=12,...,n, Chi1=0,

nicht konvex ist.

1.2, In § 2.1 gebe ich zuerst einen neuen einfachen Beweis von (1).
Er unterscheidet sich von dem Fejérschen dadurch, dass ich zur Abschitzung
von (1), statt der Identitit (7), an welche sich Fejér stiitzt, die Summe der
unendlichen Reihe (1) beniitze und den Rest abschitze. Dies erlaubt mir
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auch die Positivitit einiger weiteren Sinus- und Cosinuspolynome zu
beweisen, insbesondere in Fillen wo die Koeffizienten ¢, schwicher gegen
Null streben als 1/n, was durch das Verfahren von Fejér, wie dies aus dem
Beweis des Satzes 2 hervorgeht, nicht zu erhalten ist.

In § 2.2 zeige ich dass im Satz 1 die Konvexitit der Folge
C15C35C35u s CneysCny 0y
nur durch die Konvexitit der Folge
’ €15 CarCare ey Cnts s

ersetzt werden kann, wenn man ausserdem noch die Positivitit der Folge
m .
=3 (-1ptve, m=1,23,...,n
v=1

voraussetzt, was mit (4) gleichbedeutend ist, da
p—1 .
Cop=23 V(Cavo1—2Cp+Copr1)+p (Cap-1=Cap) —PCap

v=1

ist. Damit erhalt man einen Satz, der zwar den Satz 1 nicht vollstindig
. enthdlt, in welchem aber (1) doch als Spezialfall enthalten ist, und welchet lautet:

Satz 2, Sei ¢, >0, v=1,2,...,n

G660 3 g Gy S Camg = Gy 20 ®)
und . - p—1 ‘ - ‘ . -
PCap < X V(Cav—1—2Coy+Caypt+1)+P (Cap—1 —Cap) (4
y=1
fir .
p=1,2,...,[n/2],
dann ist : _
n ' .
Sa®-3 csinve>0, fir 06K ()
y=1

und dies giit ebenfalls fiir jeden Abschnitt
S, (0), p=1,2,...,n

Nicht nur die Voraussetzungen sondern auch die Behauptungen dieses
Satzes unterscheiden sich von dem Satz 1. Damit jeder Abschnitt S, (6)
positiv sei, soll in Satz 1 die Giiltigkeit von (2) fiir ]edes n vorausgesetzt
werden, d.h. es soll

Cm—1—Cq =>Cm >0 fiir jedes m=2,3,4,...,n
sein. Aus 1 .
Sm(®) >0, fir m=1,2,...,n und 0O,
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folgt aber, wegen
Sm(n)=0
und

Sm(@)= =3 (1Pt ve,= = Cm)
v=1

dass C, >0 fiir jedes m=1,2,...,n sein muss. Also sind in diesem Falle
die Bedingungen (4) des Satzes 2 erfiillt und der so ergénzte, Satz 1 ist dann
im Satze 2 enthalten. Wird aber im Satz 1 n festgehalten, so zeigt schon
die Folge " ' \
e =1, ¢=2/3, ¢=1/3, ¢,=0, (n=3),
dass die Bedingungen des Satzes 1, aber nicht alle Bedingungen (4) des
Satzes 2 erfiillt sind. Es bleibt also die Frage offen, ob schon aus den
Bedingungen (2) mit
: Cop >0, p=[n/2]

allein, statt (4) die Behauptung (5), fiir ein festes n, gefolgert werden kann,
Im so erweiterten Satz 2 wire also auch der Satz 1 enthalten.

1.3. Der Beweis des Satzes 2 beruht auf der, unter den Bedingungen
(3), giiltigen Ungleichung

S,(0) >(ci—2¢5+c¢5) sin9+-é—-cn sin n@.

Man kann sie unmittelbar aus der folgenden Identitit von Fejér ([3]
S. 340, Formel (106)) ableiten,

n .
Sn(8) = 2cvsinv6==(c1—2c2+c3)11(e)+(c2—2c3+c4)r2(e)+- ..

y=al
‘ 1 .
« +(Ch—z—2 Cpn—i+Cn) Ta—g (8)+Cn 11, (8) +—2— c,sinnd, (7

wobei
sinn®

ha(8)=sin6+sin26+ . - - +sin(n-1)0+

und .
' 7,(0)=vsin0+(v-1)sin 204+ (v-2)sin30+ . - » +sinvé

ist, da alle ihre Glieder, mit Ausnahme des letzten positiv sind, weil

1 0/, néy 1 . n®
h, (e)=? cotg —-2-(1 — cos -2—)+-é—<1 — sin 5—) =0 (8)
‘und ' . »
fyy (6)= L0 o tar 0O, )

4 sin%6/2
ist. Ersichtlich folgt also aus (7), (8) tind (9) die Ungleichung (6), da
7, (6) = sin @ ist.

10*
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Am Ende des § 2.2 zeige ich dass man die Ungleichung (6), und’
sogar die etwas schirfere Ungleichung

S, () =T, sin6+—;—cn sinn@,

wobei
Pp=(c;—2¢s+ ¢5)+(cy ‘QC4+C5)+"'+{(CH_2 =2t Ca) )
(Cn—1—Cn)
je nachdem n ungerade oder gerade ist, aus dem folgenden, ebenfalls von
Fejér herrithrendem Satz 3, ableiten kann, indem man

25i1ne{ S (0) - —cnsmne}
in ein Cosinuspolynom umwandelt: ,
Satz 3. Ist
a, v=0,1,2,...

eine positive, zweifach monotone Nullfolge, d. h.
0<a,»0, vo o,
und _
Aay=a,-0,,, >0, Aa,~0,-26,.,+0,,>0, v=0,1,2,...,
$0 gilt ‘

a—“+f: a,cos vo > - fir 0 <6 <2m. (10)
2 .

2

Aus diesem Beweis geht auch hervor dass man einerseits den Satz 1
etwas verallgemeineren kann, wenn man

S, (9)
sin 6

ay—2a,+a,
2

1 n—1 ,
in —A’ +E A’, cosvd

umwandelt und auf das Cosinuspolynom den Satz 3 anwendet. Aus A% A’, >0
folgt dann dass die Bedingung (2) des Satzes 1, durch die zweifache Mono-
tonie der Folge

Ci4Cg+Cst v CotCitCet ovey Cg+Cs+tCdoey ooy Cimy, Cny O,

ersetzt werden kann. Aber auch diese Erweiterung enthilt die Ungleichung
(1) als Spezialfall nicht.

Anderseits kann man durch dieselben Betrachtungen aus dem Satz 3
den entsprechenden Satz fiir die Sinus-Reihe ableiten. Man braucht nur

1
E ¢, r'sin vé
sin® &,
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in der Form
1

— Ao+i A,cosvH

) 2 =1

zu setzen und den Satz 3, bei r»1 anzuwenden (vergl. § 2.2 (20) — (23)
mit 7= oo).

1. 4. Der schwere Teil der Beweise ist die Positivitit des Sinuspoly-
noms in der Umgebung von ¢=ux, also im ganzen Intervall (0, n) zu zeigen.
Beschriankt man sich aber auf ein kleineres Intervall, etwa (0, x/2), so bleibt
das Sinuspolynom positiv unter weniger einschrinkenden Bedingungen.
So werde ich noch im § 2.3 den folgenden Satz beweisen: ’

Satz 4. Das Sinuspolynom (5) ist positiv in (0,%/2) wenn ausser der
zweifachen Monotonie der Folge c., d. h. (3), noch die Bedingung
. . c
Cny1 L=

erfiillt ist. 2

Diese Bedingung kann noch, falls n>v3 ist, durc‘h. die weniger erfor-.

dernde Bedingung
¢, ¢ —-2¢+c
Cnpg =+ 1278
+1 2 2

ersetzt werden.~ .
2.1, Beweis von (1). Die Summe (1) ist positiv in (0, x/n) und
(= - n/n, ), d. h. ,
$,(®) >0 fir 0<<O0<a/n und m—-a/n<06<n, (11)
im letzten Intervall (Fejér [3]) weil - ' ‘ ,
s,,(a'c—x)=2n: (- 1)V—1M, O=m-x
v=1 4
ist, und (sin vx)/x fir 0 <<x <=«/n mit zunehmendem v < n abnimmt.
Anderseits ist ‘
«  5in Vo 1

, 0<<om,
v=§+1 v. - (n+1)sing/2 - <P (12)
da .
2, si o Vb [ o
$ sinve 2‘1”1{ e_”<; S L |
v=n+1 ven+t V v=n+1 V !
] evei 1
ist. < vgon+1+v < (i 1) sin 62

Nun folgt aus
. t-0 & sinvé
o - )

y=1 V




150 M. Tomié

und (12) dass

] o Sinve_ w—0 1 | '
sn@)=2" — 3 - 13
© 2 ,,_%1 v > 2 (n+1)sin6/2 (19)

ist. Wegen (11) wird also die Ungleichung (1) erfiillt, wenn s, (©) >0 fiir
n/n L 0 n-a/n ist, also, wegen (13) falls

1 . 9 1 " g :
E(n—e)sm?)m fiir n/ngega—n/n (1%)

gilt. Die Funktion % (v —8) sin 6/2 hat aber nur ein Maximum in (0, x), also

wird die Ungleichung (14) erfiillt, falls sie in den Endpunkten dieses
Intervalls gilt, was wegen ‘

tgx >x, cosx>1-x%2
und :

1 \ n 7 72 1
L= cos—>— l——1>—,

2 ( ) 2n o0n” 2n< )>
schon fiir n >>2 der Fall ist.

2,2, Beweis des Satzes 2. Ausser der Unglelchung (6), stitzt
sich der Beweis des Satzes 2 auf folgendem

Hilfssatz. Fiir ein bestimmtes n sei k=[n/2],

C2k201_2C2+363—"‘+(2k—I)CZk_1—2k62R>O (15)
und - ' )
C1=Co > Cy~C5 =+ 2> (Cn—p — Cn—y) 2> (Cn—y = Cn) =>0; (16)
dann ist '
(141)ca <2(ci~26,4+3¢) =24 <6(c,~2¢5+¢5) (17)

Beweis. Sei

: ) C2k=A+B

mit ~

' B=—-4c,+5¢c;-6cg+---—2kcy

gesetzt. Wegen (16) ist
0<M=2c¢,-c5+C4—Cr+-+—Cop—y

und da '

B+M=—-2(c,—2¢;+¢g) ~3(cg—2¢r+¢g) =+ = (k= 1) (Cn—z"'2cn—1+c'zk)‘ -

' —(k-1) co
ist, so ist ebenfalls wegen (16)

Czl‘ =A —2 (C4—'2C5+CG) - ""—‘ (k e 1) (Cn_2_2 cn—l“}"CZk)—(k“ 1) 62k~M.
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Wegen (15) ist aber

0L Couu <A-(k+1) cpy
woraus folgt dass
S
Also ist, fiir gerades n = 2k
2A 24
—<

e L — <
; n+2 “n+l

und fiir ungerades n, wegen 2k=2[n/2]=n-1 und (16),
A 24
< Crmy =Cot & — = =~ ——
s 1 2k\k+1 P

womit (17) bewiesen ist, -

Nun folgt, aus der Bedingung (4), dass

151

Sn@®)=3 c,sinv8 >0 fir 0<o<a/n und z-a/a<<O<x, (18)
: =1 : .

ist, was fiir 0 C 6  n/n ersichtlich ist. Um noch die Giiltigkeit von (18)

fite - n/n L 0 m zu zeigen, sei

O=m—x, O0<Cx<n/n,
gesetzt. Dann ist

Sp(n—x)= E(—l)"—icvsm vx==E(—l)V—1 g, v _
z sinyx sm vx S Losin(v+1)x
= Co-Cy G =
E( o v El v+1
-C, _simnx "},: c, [smvx sm(v+l)x}

v+1
woraus, wegen (15) und ‘

?

sinvx  sin (v+1)x=x [sinvx_ sin(v+1)x
v v+l . vx (v+1)x }
A v=12,...,n—1, 0 xx/n
die Behauptung (18) folgt.

Es geniigt also, nach (18), dass die Ungleichung (5) fiir =/n < 6 <<

erfiilllt wird. Wegen (6) wird aber
S.(9)>>0 fir

b1 o

Lo ——
n n

n-x/n
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falls
’ ¢ Cn
(c; -2c340¢y)sin—>=2 (19)
‘ n 2 :
ist. Nach (17) und wegen C,=c,-2c¢, >0 ist aber
(n+1) e, <2A=2(c; - 2¢,+3¢5) <6 (cy -n2c2-'rc3).
Also wird (19) sicher erfiillt, falls . '

(c, —2c2+c3)sin—ﬂ—>—3—(c1—2c2+c3)
n  n+1

ist, womit der Saiz 2 bewieéen ist, da

.on 3
sin— > ——
' n" n+l
schon fiir n >2 gilt.
Beweis der Ungleichung (6). Sei

S, (8)=T, (e)+~c-2,"— sin n9 | (20)
mit
| Tn.(6)= ¢, 8in6+4¢,8in204+.--+¢,_, sin(n-1) 6+%‘ sinn®.
Aus der bekannten Identitit

sin vx

——=2cos(v-1)x+2cos (¥-3) x+---
sin x

wo das letzte Glied 2cos x oder 1 ist, je nachdem v gerade oder ungerade
ist, folgt ’
Tn(®) A,

n—1
A,cosv0=R,_, (6 (21
25sin 6 2+v§1 1) )

mit
Ap=cCi+Cy+ oo Cnoyg+ Copa,
Aj=cotci+- +Cpsz+Cpy,
A2==C3+C5+"'+Cn—2+cn/2)
Ag=c4+ Cg+- +Chog+Cny. . (22)

fiir

bzw.
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. A0=c1+cs+"'+cn—3+cn—-1’
Ar=cyteg+ *r+ChegtCpp,
AZ=C3+C5+..'+CH—S+CII—1’

Ag=cytcet++cpytcap, ' 2219
An—2“'cn-—1 ’
An—ixcn/Z)
fiir :
n=2k.

Da, fiir gerades n,
A0—2A1+A2=c1+c3+---+cn_2+c,,,g-—2(c2+c;+c6+---+cn_1)+
+(egtes+eeoteap)=  (23)
=(ci‘:202.+C3)+(cs—-264+C5)+"‘+(Cn_2—2cn_1+Cn),
und, fiir ungerades n, -
A,,—2Ai+A2=(c1+c3+---+cn;3+c,,_1)_2(c2+c4+ +Cap) +
) (ca +Cste -+ c"—1) =
=(c1~2cy+es)+(cs—2¢o+c5)+-- +(C,, 8= 2 CrmgtCny)+(Coy ~ Cp) (239
ist, und allgemein A2A,=A4, -2A,,,+A,,, eine Summe von A?¢, und

Cny—cCn ist, weil in (22) und (22') cy, statt ¢, steht, so ist wegen (3),
A?A, >0 fiir jedes v=1,2,3,..., wenn dabei 4, = 0 fiir v =>n gesetzt wird.

Somit ist, nach dem Satz 3, das Cosinuspolynom R, (8) von (21)
positiv, und sogar, wegen (10),

R,_ 1(6)==—2~+EA cosvé > —(A -24,+4,), 0<6<2m.

Nach (22) und (22) ist also

Ras (6)}—;-{(c1—2c2+c3)+(03 2 ¢y cs)+-- +((CC:12_62; —1cn) }>
>% (ci—2cy+¢y). (24) .
Schreiben wir das Polynom (20), wegen (21), in der Form
Sa (e) R._ 1(9)_'_c_nsnr1ne

siné 2 sind



154 ’ ' M. Tomié
so gilt, wegen (24), N
Sn(8) > (¢, —2¢,+¢5) sin 9+%’ sinn6,

also die Ungleichung (6).

. 2.3. Beweis des Satzes 4. Die Methode die hier fiir den Beweis
des Satzes 4 angewandt wird ist elementar geometrisch und wurde von
mir [6], [7] und [8] zum Beweis dhnlicher Sitze gebraucht.

Wie ich in der Note [6] gezeigt habe, die Summen

7 .
Sn+1=2 avevel’ V=0,1,2,.'..,I1, O<e<3’f’

v=9>

deren Koeffizienlen a, po'sitiv und monoton sind, stellen in komplexer
Ebene die Ecken einer Polygonal-Spirale dar, deren Seitenlinge a, ist.
Aus dieser geometrischen Darstellung folgt dass die Ecke s,., am Kreise -
K, liegt, aus dessen Mittelpunkt W, die Seitenlinge dér Spirale unter-dem
Winkel ¢ gesehen wird. Da a,,, g, ist, so folgt weiter K,,, S K,.

Es sei noch erwihnt dass die Tangente des Kreises. K, die durch
die Ecke s, geht, zugleich die Halbierungslinie des Aussenwinkels ¢ der
Polygonal-Spirale in dieser Ecke ist. Insbesondere, der Neigungswinkel der
Tangente des Kreises K, im Anfang 0 betrigt —6/2.

Das Sinuspolynom (5) kann folgenderweise geéchrieben werden

9 :—eif2 . 2v-1 | nei < vei
iSh(®)=2ie Ec,,sm——Q—e—kane H-at Y (ev-cuyq)e’).
v=1 \ =1
. Zerlegt man noch cn,, ™ in _
Cnyq é—G’/Q{cos g%l 0+ isin 2Lt e-}

so kann die letzte Formel wie f.olgt geschrieben werden

n+1 — n X
2i8n(0)=2ie™®2 3¢, sin 2 ”2 1—e+(—c1+ 3 (cv—cy+1)e”°’)+
v=1

v=1

; 2n+1
+e‘el/20n+1cos +

0. (25)

Wird in der erwihnten geometrischen Darstellung

=0, a;=¢-¢4q, i=1,2,...,0-1
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gesetz't, So folgt dass der dem Ausdruck
, ] -
1=<'— a+ 3 (e - c,,+1)e"9’)
v=1

entsprechende Punkt im System der Kreise K,, Ky, ... liegt, falls

Cv=Crp1 = Coyg- Copay, v=1,2,...,n-1
ist.
Die Tangente O, Ty am Kreise K, im Punkte O, hat den Neigungs-
winkel +6/2 (s. !Fig. 1). )

Fig. 1

Wird (25) auf OT' projiziert, nimlich wird nach Multiplikation mit

e%2 sein reeller Teil genommen, so folgt dass S, (9) nicht Null werden
kann, falls ' g
‘ i Re {2ie2 5, (6)} < 0
ist, d. h. falls
oi/2 < vel 2n+1
Re[e —ct Y (6 -cvyy)e }+c,,+1cos 60
=1 i

ist.
Da [-¢;+Z2(...)] im System der Kreise K,,K,,... liegt, und da,
wegen n/2-6/2>>6/2, die Projektion von [-¢,+2(...)] auf OT' rechts
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von ON liegt, so kann S, (8) nicht Null werden falls

Cnst \<\E2l < ON

ist. :
, Die erweiterte Bedingung folgt unmittelbar (s. Fig. 1) wenn man

bemerkt dass die [~ ¢, +2 (...)] aus (25) im Kreise K, liegt, so dass $,(6)#0
- falls :

cn+1<C1+(Ci_2262+cs)< W—I—QN—M

.

ist.
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