SUR UN THEOREME DE STIELTJES RELATIE
A CERTAINES MATRICES
par
G. de RHAM

Soit (g;) la malrice des coefficients d’'une forme quadratique définie
positive, (g) la matrice inverse; si g;<<0 pour i#j, gi>0 pour tous
i et i

Cette proposition de Stzelt/es Y m’a été signalée par J. de Siebenthal
qui I'a utilisée dans une question. de la théorie des groupes. de Lie®.
Eille est un cas particulier de la pmposmon suivante dont je donnerai une
démonstration géométrique. .

Soit G = (g,j) une matrice réelle, de déterminant non nul, dont les
éléments non diagonaux sont négatifs ou nuls et dont aucune valeur propre
n’est un nombre réel négatif; alors.les éléments de la matrice inverse G—1
sont positifs ou nuls. : :

Démonstration. x=(x,...x,) étant un point de I’espace R7,
soit Gx le point de coordonnées

X' = Eg,- iXis
D I'ensemble des points de R" dont toutes les coordonnées sont positives,
F la frontitre de D et E I'extérieur de D. Si xe F, Gx& D, car l'une au

moins des coordonnées de x, soil x;, étant nulle et les autres étant non
négatlves xi’ <0. Pour 0t 1, la transformation G, définie par la matrice:

Gi=tG+(1-01,.
qui se réduit & la matrice unité I pour =0 et a4 G pour t~=1, a aussi
ses éléments non diagonaux négatifs ou nuls et par suite :

Gx8®&D si xegF;
1) QOeuvres complétes, tome 2, p. 73—75.

2) Comptes rendus des séances de 1'Académie des Sciences, Paris, tome 230, p.
910—912, séance du 6 mars 1950. .
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de plus, le déterminant de G, ne peut ‘p_as s’annuler, sinon il existerait un
point y#0 tel que Gy=0 ou Gy=(1-t")yet1-+" serait une valeur
propre negative de G. L’ensemble G,F, qui partage R" en G:D. et GE,
ne rencontrant pas D, on a 4 '

DcG:D ou DcGE.

Pour t=0, c’est la premiére relation qui a lieu. Par raison de continuité,
il en est de méme pour t=1. Donc DcGD, d'oil résulte G_iDcD, ce
qui signifie , précisément, que les éléments. de -G sont .positifs ou nuls.
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