SUR LES SINGULARITES ESSENTIELLES DE CERTAINES
FONCTIONS AUTOMORPHES DANS UN DOMAINE

par
M. RADOJCIC
1. — Pour faci'iter la lecture de la présente Note, nous allons d’abord

rappeler quelques notions que nous avons introduites dans nos travaux
antérieurs sur les fonctions analytiques. -

L’automorphie étant une propriété trés générale des fonctions analy-
tiques, la classe des fonctions que nous avons nommeées absolument auto-
morphes (v. [2], p. 84) embrasse, pour ainsi dire, toutes les fonctions auto-
motphes qui méritent ce nom; les fonctions linéairement automorphes et
les fonctions méromorphes n’en sont que des especes particuliéres.
Cependant, nous ne demanderons pas que la fonction considérée soit
- absolument automorphe dans tout son domaine d’existence; il nous suffira
qu'elle le soit dans un certain domaine représentant le voisinagé d’une-
singularité essentielle (v. [2], p. 118). o

Le domaine d’existence d’une fonction absolument automorphe, ou
une certaine partie de ce domaine, peut étre divisé en domaines d’uni-
valence que nous avons appelés domaines fondamentaux (v.[1] et [2[, p. 85).

Un point situé sur la frontitre d’un domaine fondamental est appelé
par nous un sommet de ce domaine, si tout voisinage de ce point appar-
tient a plus de deux domaines fondamentaux différents. Les sommets d’un
domaine fondamental divisent sa frontiére en cotés. Deux cotés consecutifs
renferment un gngle. Chaque ensemble d’angles, qui ont un sommet commun
“et dont les éléments forment une suite ininterrompue d’angles adjacents,
est nommé un faisceau, pourvu que cet ensemble ne soit pas une partie
‘d’'un ensemble plus grand de la méme espdce. Les sommets, les angles
et les faisceaux sont appelés algébriques ou transcendants, suivant que le
sommet correspondant est un point, algébrique ou transcendant (v. [2], n®9).

Un point est dit un point limife d’'une suite infinie de domaines situés
dans un plan, lorsqu’on peut choisir dans chacun de ces domaines un
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point de telle sorte que ces points convergent vers le point considéré
(v. [2], p. 100). Une suite infinie de domaines situés dans un plan converge
vers ce point lorsque ce choix peut se faire arbitrairement.

2. — Ceci étant posé, le probléme général suivant se présente & I’étude
(v. [7]): sous quelles conditions, valables pour les fonctions analytiques les
plus générales possibles, peut-on conclure que toute suite infinie de
domaines fondamentaux, ayant un point limite, converge vers ce point?

Envisageons une singularité essentielle S d’une fonction janalytique
uniforme et méromorphe au voisinage de S. La singularité § peut étre un
continu linéaire quelconque. Lorsque c’ést une ligne et non un seul point,
nous pouvons supposer toujours que c’est une circonférence ou un arc
de circonférence. Soit D un tel voisinage, doublement ou simplement
connexe suivant que S est un arc de cercle ou un}point unique (apparte-
nant & un ensemble quelconque de points singuliers transcendants) et qu’il
se trouve sur la frontiere unique de D, ou bien que S est un cercle
essentiel entier ou un point essentiel isolé et qu 11 conshtue la frontiere
intérieure (ou extérieure) de D. :

Comme nous avons ‘montré, 1é domaine D peut éire partagé en do-
maines fondamentaux, qui ne s’accumulent qu’a la proximité de S, et cela
en chaque point de S; et dont les frontiéres sont continues, excepté peut-
étre aux points de S méme (v: [2], n° 6 et les remarques finales). Or,
supposons que Ia frontlere de chaque domame fondamental est contmue
partout.

-Dans ces circonstances nous avons demontre (v [4]) la- proposmon
suivante: :

I. — Si la partie de la surface de Riemann de la fonction inverse, qui
correspond au voisinage de D, contient du plus un nombre - limité de points
de ramification algébriques, alors les sommets de chaque pazre de -faisceaux
transcendants voisins se confondent.

" Donc, chaque suite infinie de domaines fondamentaux, qu1 est située
entre une telle paire de faisceaux, converge vers un point.

Ici-nous: allons considérer quelques faits qui résultent de cette’ propo-
sition et de certains faits démontrés antérieurement. Donc, il s’agira tou-
jours de fonctions analytiques dont les fonctions -inverses ne possedent
dans la partie considérée de leurs surfaces de Riemann qu’un nombre fml,
au plus de pomts de ramification algébriques. -

3. — Nous commengons par [2]. ‘Grace 2 la proposition I, le théoréme
4 (p. 100) peut étre complété de telle manjére qu’on obtient le theoréme
suivant; .
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. — Le  domaine d’existence d'une.. fonction . absolument automorphe
unifarme;.dont la fonction inverse possede aw plus un nombre fini.de points
de-ramification. algébriques, peut étre divisé en domaines fondamentaux de
maniére que chaque suite infinie de domaines fondamentaux, possédant un
point limite, coaverge vers ce point, qui.est un_point singulier transcendant,
et que chaque _ point singulier franscendant. soit un tel point limite. Donc,
chaque point singulier. transcendant d’une telle fonctzorz est essentiel, d'indé-
termination compleéte. ‘ A . .

En eifet, c0n51derons un v01smage tel que D d une smgularlte essen-
tielle quelconque d’une fonction absolument automorphe uniforme; d’aprés
I le théoréme II a lieu pour les -domaines fondamentaux appartenant a D.
Dote,s 1k a-lieu: dans tous les: domaines d’existence de cette ‘fonction.

Lorsqu on generahse II dans le sens mentlonne dans [2], p. 118,
on obtient le théoréme silivant:

1. —=.Considérons un -domaine :d’une fonctzon analytzque quelconque ol
celle -ci est umforme et absolument automorphe; si la fonction inverse posséde
dans la partte correspondanfe de ‘sa_surface de Rzemann au plus un nombre
fini de points de ramtfzcatzon algebnques ce voisinage peut étre divisé en
domaines fondamentaux de maniére que chaque suite infinie de domaines
fondamentaux possédant un point limite, converge vers ce point, qui est un -
point singulier transcendant, et que chaque.point singulier transcendant situé
a la . frontiére de ce domaine soit un tel point limite. Donc, chaque point
singulier transcendant situé & la frontiére de ce domaine est essentiel, d’in-
détermination compléfe.

4. — Puisqu'un feuillet d’'une surface de Riemann ([1], p. 37) pos-
séde a sa frontiere au moins deux points de ramification, tout domaine
fondamental qui n’a aucun sommet transcendant, doit avoir 4 sa frontiere
an moins deux sommets algébriques. Donc, s’il y avait une infinité de
tels domaines dans D, il y aurait une infinité de points de ramification
algébriques dans D. Par conséquent, tout domaine fondamental situé dans
" D, excepté au plus un nombre fini, posséde des sommets transcendants.

Or, nous avons démontré dans [3], n® 4, les propositions VI et VII
en tenant compte de la condition quwon peut extraire de toute suite infinie
de domaines fondamentaux appartenant & D une suite partielle qui con-
verge.vers un point de S. Dés que le nombre des points de ramifica-

" tion algébriques, correspondant au voisinage d’une singularité essentielle
S est au plus fini, cette condition peut étre suppr1mée et I'on a indé-
pendemment;
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IV. — Si la partie de la surface de Riemann de la fonction inverse,
qui correspond au voisinage D, contient au plus un nombre limité de points
de ramification algébriques, alors l’ensemble des sommets iranscendants est
dense sur S.

V. — Si la partie de la surface de-Riemann de la fonction inverse, qui
correspond au voisinage D contient au plus un nombre limité de points de
ramification algébriques et si P'ensemble ordonné des faisceaux transcendants
situés dans D est réductible, S est un point uniqueV)
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