Bahnkurve der sédkularen Polverlagerung.
Von
M. MILANKOVITCH.

Die isostatische lLagerung der aus Sial aufgebauten Konti-
nentalschollen auf der Simaunterlage hat, wie ich es an anderer
Stelle gezeigt habe 1), sikulare Verlagerungen der Rotationspole
der Erde zur Folge, unabhingig davon, ob sich die Kontinente
gegen einander verschieben oder nicht. Der Geschwindigkeits-
vektor b der Polveriagerung erscheint dabei durch den Aus-
druck

*
0)) D=mgrad Q

veranschaulicht.

Hinsichtlich der in obigem Ausdruck vorkommenden Gros-
sen ist folgendes mitzuteilen. Wenn die Kontinentalschollen auf
die Dichte der Simaunterlage kondensiert wiren, wiirde der
Erdkorper durch ein glattes Ellipsoid, das innere Referenzellip-
soid, begrenzt erscheinen. Die Tragheitshauptmomente des der-
art geformten Erdkorpers sind oben mit A, B, C, (B=A) be-
zeichnet worden. Das Triagheitsmoment beziiglich einer beliebi-
gen, durch den Erdmittelpunkt hindurchgehenden Achse sei J.
Denkt man sich die Kontinentalschollen auf ihre normale Dichte
vertikal ausgedehnt, so wird sich das Tragheitsmoment J um

1) Sakulare Verlagerungen der Rotationspole der Erde. Berichte der ké-
nigl. serbischen Akademie 1932. Vollinhaltlich dbersetzt und veroffentlicht als
das Kapitel 28 des Bandes I des Gutenbergschen Handbuchen der Geophysik.
Berlin 1932,
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der Sialdecke beziiglich einer durch den Ursprung O des Koor-
dinatensystems gehenden Achse, welche mit den Koordinaten-
achsen die Winkel o, 8, Y einschliesst, dargestellt durch

Q =1, cos® a+/, cos® B+1/; cos? y—
3

— 24, cos B cos y—2A4, cos y cos a—2/1, cos o cos B.

Dreht man das Koordinatensystem derart, dass die Devia-
tionsmomente zum Verschwinden gebracht werden, so wird weil

4) X=rcosco; y=rcosf; z=rcosy
ist, mit Beniitzung von (2)
(5) Q =1, cos? ¢ cos? ¥4/, cos? ¢ sin? 4/, sin® ¢,

wobei ¢ und ¥ die Polarkoordinaten beziiglich des gedrehten
Koordinatensystems bedeuten.

Legt man durch den Punkt M (¢, V) der Erdoberfldche eine
Tangentialebene und in derselben ein orthogonales Koordina-
tensystem &—rn, dessen Ursprung in M und dessen § — Achse
in der Meridianebene des Punktes M sich befindet und gegen
den Aequator gerichtet ist, so kann dieses System zur Aufstel-
lung der Bewegungsgleichungen des Poles benutzt werden. Dass
sich dasselbe von Punkt zu Punkt dndert, tut nichts zur Sache,
weil fiir die ausserordentlich langsam und mit Ueberwiniung
von Widerstdnden verlaufende Polbewegung das Trdgheitsgesetz
nicht zu beriicksichtigen ist, sonst aber die nachstehenden Glei-
chungen fiir jeden Puunkt der Oberfliche ihre Giltigkeit behal-
ten. Man bekommt auf diese Weise statt der Vektorgleichung
(1) folgende zwei Skalargleichungen

aé % 0Q

dt — 2(C—4d) o0&’
(6) 4

n % 0Q

&t~ 2(C—A) on

Es ist, wenn man die Grossen & und n im Bogenmass misst,
d. h. r=1 setzt

(7 dé=—d¢; dn=cos¢ dy,

und man bekommt statt (6)
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einen bestimmten Betrag O verdndern. Die oben vorkommende
Grosse Q kann als das Triagheitsmoment der Sialdecke beziig-
lich der in Betracht gezogenen Achse bezeichnet werden. Jedem
Punkt der Erdoberfliche kann also ein bestimmter Wert der
Grosse Q zugeordnet werden, als das Tradgheitsmoment der
Sialdecke beziiglich der durch diesen Punkt und den Erdmittel-
punkt hindurchgehenden Achse. So erscheint die Erdoberfldche
als das Feld eines Skalars Q; der Geschwindigkeitsvektor o der
Polbewegung ist dem Gradient dieses Skalars direkt proportional.
Die im Proportionalitdtsfaktor vorkommende Grosse » stellt den
Anpassungskoeffizient des Erdkorpers dar. Derselbe kann als
konstant betrachtet und aus den astroncmischen Beobachiungen
der Breiteschwankungen ermittelt werden. Die Grossen C und
A unterscheiden sich um ausserordentlich geringe, rechnerisch
ermittelbare Betrdge von den bekannten Tragheitshauptmomen-
ten des Frdkorpers, wihrend die Grosse  aus der Form und
Michtigkeit der Kontinentalschollen berechenbar ist. Auf diese
Weise stehen alle erforderlichen Daten zur Berechnung der Pol-
verlagerungen zur Verfiigung.

Die Gleichung (1) stellt die Differentialgleichung der Pol-
bewegung dar; hier soll ihre, bisher nicht vorgenommene Inte-
gration durchgefiihrt werden.

Der Berechnung der Grosse Q muss das gegenwirtige
Gradnetz der Erde zu Grunde gelegt werden, weil sich alle An-
gaben iiber die Form der Kontinentalschollen auf dasselbe be-
ziehen. Verlegt man also in den Mittelpunkt der Erde den Ut-
sprung O eines orthogonalen Koordinatensystems, dessen Z—
Achse nach dem gegenwirtigen Nordpol und dessen X— Achse
nach dem Schnittpunkt des Greenwicher Meridianes mit dem
Aequator gerichtet ist, und bezeichnet mit ¢ die geozentrische
Breite, mit s die geographische Lidnge eines beliebigen Punk-
tes der Erdoberfldche, so ist

(2) x=rcosgcosy; y=rcosesiny; z=rsing.

Die erstrebbare Genauigkeit, mit welcher die Polbewegung
mathematisch beschrieben werden kann, gestattet oben r als
eine Konstante zu betrachten und die geozentrische Breite mit
der geographischen zu identifizieren. Seien 1, /,, I, A4, A, A,
die Trégheits — bzw. die Deviationsmomente der. Sialdecke hin-
sichtlich der Achsen X, Y, Z, so ist das Trdgheitsmoment Q
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8 dp _ » 00
) dt ~ 2(C—A) 0’
ay % 1 00

©) dt = 2(C—A)" coste " O
Es folgt daraus

ay_ 1 o
(10) dp  cos’p 0Q

do
als die Differentialgleichung der Polbahnkurve.
Es ist wegen (5) und (10)

1 ay (I,—1,) sin 2
(th do  (,— I, sin® — [, cos? ) sin 2¢ °

Unser Koordinatensystem moge derart orientiert werden,
dass das Tragheitsmoment /, der Sialdecke beziiglich der X —
Achse das Minimum, jenes beziiglich cder Z — Achse das Maxi-
mum ist, dass also die Ungleichheit besteht

(12) Li<l,<ly.

Setzt man also

Iy—1 _
(13) [2 _ 11 - k s
so ist & positiv und iiberdies
(14) k>1.

Die Gleichung (11) kann leicht auf folgende Form gebracht
werden

a1 T
(15) SFQKL‘ §f3ng\b’dl~ < ST

Diese Gleichung ldsst sich sofort integrieren und man be-
kommt
(16) cos V tangk\r = C, tang ¢

als die Gleichung der Polbahnkurve,
Die Konstante C, ist durch die gegenwirtige Lage der Ro-
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tationspole der Erde gegeben. Sind die Koordinaten des Nord-
poles im gedrehten Koordinatensystem gleich ¢, und ¥, so ist

k
(17) C,— 05 Vo tangtky
tang ¢,

Hat man die Gleichung (16) der Polbahnkurve im gedreh-
ten Koordinatensystem ermittelt, so lésst sich dieselbe ohne wei-
ters auf das urspriingliche Koordinatensystem, d. h. auf das ge-
genwirtige Gradnetz der Erde transformieren.

Es folgt aus (9} und (5)

ay _x(l,—1) .
(18) it = 2(C=A) sin 2,

d. h. durch Integration

2y —h) 4
(19) tang = C,e
Wird Zeit von der Gegenwart aus gezdhlt, so ist
(20) C, = tang

zu setzen.

Durch die vorstehenden Gleichungen ist nicht nur die Pol-
bahnkurve, sondern auch der zeitliche Verlauf der Polbewegung
eindeutig gegeben. Dabei kommt es nur auf die nummerische
Ausrechnung der Grossen [/, I,, I; A, A,, A, an. Die Ergeb-
nisse dieser Ausrechnung werden im Band VIII des Gutenberg-
schen Handbuches der Geophysik veroffentlicht werden.
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