Sur les solutions asympitotiques des équations
difféerentielles linéaires.

Par
TADYA PEYOVITCH.

M. O. Perron ) et H. Spith ?) ont étudié & un point de
vue les solutions asymptotiques d’une €quation diiférentielle li-
néaire d’ordre n

anx avlx dx B
) o +ay (t) dimi T +a, (f) aF +a, () x=1()

oll a; (f) sont des constantes ou des fonctions continues de la
variable réelle {>#, >0, qui tendent vers des limifes finies,
lim a; (f)=a; ; f(f) étant une fonction continue de la variable
t = oc

réelle />1f, >0, qui tend également vers une limite finie,
lim £(f)=0.
f==coc

Dans ce Mémoire nous nous occuperons du méme point
de vue des solutions asymptotiques d’un systéme d’équations
linéaires du premier ordre

%f‘— Fau() x,Fan() 3+ ... Faanl)x, = () (=1,2,...,n)

ot aw(f) sont des constantes ou des fonctions coutinues de la
variable réelle f >#, >0, qui tendent vers des limites finies,
lim aw(f) = aw; fi () étant des fonctions continues de la variable

{=oc

1y Mathematische Zeiischriff, B. 6 (1920) et B. 17 (1923).
2%y Mathematische Zetischrift, B. 30 (1929).
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réelle £ >1, >0, qui tendent également vers des limites finies,
lim £; (fy=56; . Enfin, nons retrouvons les résultats de H. Spath
t= o<

concernant 'équation (1), qui peuvent étre considérés comme un
cas particulier de nos résultats ?).

I. Systéme d’équations a coefficients constants.

Considérons d’abord avec H. Spith I'expression 2)

t
@) u(z‘)=e”l:fe_”cp(t) dt+CJ,
fo
@ (f) étant une fonction continue de la variable réelle 1>>£,>>0,
qui tend vers zéro pour f=oc et C la constante d’intégration.

Cherchons la valeur de I'expression (2) pour = oc.
Nous allons distinguer plusieurs cas.

1. r est un nombre réel ef positif (r>0).
[’expression (2) devient

1

J e~ o (f) dt+C
fo

lim u (f) = lim
t=oc t = oc

—rt

Puisque le dénominateur tend vers zéro, celte expression peut
tendre vers une limite, si le numérateur tend vers zéro. Mais
on peut disposer de la constante C de sorte que l'on ait

1 oc
lim 8—rth(f)dl‘—1—C1 =fe—rt<p(l‘) dt+-Cy =0.
t=oc,
% fy

La derniére égalité peut €tre écrite sous la forme

1) La question des solutions asymptotiques des équations différentielles a
fait I'objet de travaux de plusieurs Mathématiciens comme Poincaré, Liapounoff,
Bohl, Cotton, Perron et autres

2) Cette expression est la solution générale de !'équation

du

ar = @(f) .
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oc 1 oc
je“rtcp(t) dt+ C1=fe‘”’<p(t) dz‘+fe_”<p(z‘) dt+C, =0
to fy ¢
d’oli
f oc
fe_ﬂcp(l‘) dt+c,=—~J'e—ff.—p(t) dt;
fa ¢

par conséquent, Uexpression (2) devient,

o<

u(t) - —e't j e~ o (t) di.
t
En appliquant la régle de L’Hospital, on aura
,.OC

J e— o (t) dt

lim a(t)= —lim*™———— =—1lim & :
f= oc f=oc il o< re— T

c’est-a-dire il existe une constante C= C, de sorte que lexpres-
sion (2) tend vers zéro.

2. r est un nombre réel et négatif (r<0).

En appliquant la régle de Stolz a I'expression (2), car le
dénominateur tend vers l'infini pour - oc, on aura

t
fe“rt(p(t) dt+C

lim u (f) = lim 0 —
t=0c {t=0oc

e = lim e__ﬁﬁ’_@ =0,

et t=oc —re— 7t

c’est-a-dire I'expression (2) tend vers zéro, C étant arbitraire.
On peut alors disposer de la constante C de maniére que

I’expression (2) prenne une valeur quelconque pour =7, Remar-

quons que la constante arbitraire peut étre écrite sous la forme

4
Cje‘rtfp(f) dt .

I
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3. r=o+>i est un nombre complexe a partie réelle o> 0.
On aura
! |
lu(t)| = et fe”‘ o (t) dt+Cl
A 1
d’ol
’ |
fe-—ffcp(t )it +C |
1

,tO SU—

lim |z (#)] = lim ! ;
t=oc = e F
En appliquant la régle de L’Hospital, le dénominateur tendant
vers z€ro pour f= o, tandis que lintégrale au numérateur con-
verge, on aura,

1im§a(t)§=1im1—€:_—r{q’—(—t)~!=0,

c’est-a-dire: il existe une constante C= C, de sorte que lexpres-
sion (2) tend vers zéro.
Comme au premier cas, la solufion qui tend vers zéro est
de la forme
u(z‘)m—e”fe—”cp t) dt (r=o+di).
t
4. r=qo+%i est un nombre complexe a partie réelle g < 0.
On aura, comme au cas précédent,
| f |
;u(t),rept\fe“’tcp(t) dt+C |
P |
d’oli
| ! !
’fe”’fcp(t) dt+C
|
f

lim |u(f)|=lim Y,
i:ocl ()li—oc et

Puisque le dénominateur tend vers Yinfini, on aura, d'aprés la
regle de Stolz,
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o |
ife—’fcp(z‘) dt+C

! | ,—rt
lim lu(f) - lim 0 : im TR
t=oc  t=oc e—® t—oc e Pt

c’est-a-dire: lexpression (2) tend vers zéro, C étant arbitraire.
Comme au deuxiéme cas, on peut alors disposer de la con-
stante C, qui peut étre écrite sous la forme

4
CJ e~ o) dt,
fo

de sorte que I'expression (2) prend une valeur quelconque pour
t=t,.

5. r=i est un nombre imaginaire oun égal a zéro (avec
di=0).

Pour que 'expression (2) tende vers z€ro pour f=oc, C=C,
étant une constante convenable, il faut et il suffit que l'on ait

lim | a(¢)|=lim je&lttj e &itcp (&) dt-+C, J i =

|

Yy drrc, | =0,

c’est-a-dire que I'intégrale

®3) J Mo ar
fo

converge (avec /=0, pour r=0). En supposaut que cette inté-
grale converge, I'expression (2) tend vers zéro, C= C, étant une
constante convenable. Si I'intégrale (3) converge, on peut écrire,

L ! it it
J e—{}'lfq)(t)df+cj :j‘e— ’lq)(z‘)dti,-fe* lq,{f)dt+C,:0
A fo !

d’oly
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{ oC
f e Mo arrc, - — f e ¥ty a

et la solution, qui tend vers zéro, est de la forme
oc

i) - _eﬁ-itJ e"&itcp(t) it

(avec ¥i=0, pour r=0).

Par conséquent, si r est un nombre réel différent de zéro
ou complexe a partie réelle différente de zéro, il existe une
constante C=C, de sorte que lexpression (2) tende vers zéro
pour t=oc. Si r=W9i, lexpression (2) tendra vers zéro, si lin-
tégral (3) converge (avec $i=0, pour r=0)1?).

Cela posé, considérons un systéme d’équations

@ g? Faux,FaigXe+ .. Fanxa=6HE) (=1,2,...,n)

oll aiy sont des constantes, £ (f) des fonctions continues de la
variable réelle ¢ _>1{¢, >0, qui tendent vers des limites finies,
lorsque { augmente indéfiniment

lim £ () = by (i=1,2,...,n).

t=oc
Changeons les fonctions
(5) Xi=y + 4 (i=1,2,...,n,
ol A; sont les solutions des équations
6) ain A, +ap A+ ... +ainAn = by (i=1,2,...,n)),
les équations (4) deviennent

(7) @ +aily1+ai2_}’9+- ot QinYa = fi (t)"’bl = ”]fi (t)

dt
(i=12,...,n
oll
lim i (O —b = limVy; (£)=0.
f=oc

t=oc

1) Dans tous les cas les solutions convergentes lim u (f) = 0 de I'expres-

{ = o©
sion (2) admettent les dérivées qui tendent vers zéro, lim ' () = 0.
t = o0

Publications mathématiques. 2.
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Il est bien connu que I'on peut transformer les équations
(7), par une substifution linéaire a coefficients constants et conve-
nablement choisis

(8) ai = bil}’; 'll‘bizyz']L » e +binyn,
dont le déterminant est différent de zéro, a la forme spéciale
du
‘[‘”-! —ri; = (f),
du
9) Ez —Cyylly —Tylly = @y (1),
du
El—n = Caplly = Cn2llyg— . . « = Cyn—1Un—1—7Tn Un = Pa (t)
ol r; sont les racines de I’équation caractéristique
{ ay+r a4, ...0n
(10) | @y Ay F7 ... Az =0,
‘ am a2 e Quntr i

qui peuvent &tre rangées d’'une maniere quelconque; ¢y (k<)
étant des constantes déterminées et

(101) Pi (t)=biqu1(t)+bi2‘l/2(t)+ R +bm% (t) (g': ,2,..., IZ)

des fonctions continues de la variable réelle ¢ 1%, >0, qui
tendent vers zéro Y).

1) IYaprés la nature des racines de P'équation caractéristique (10), il faut
distinguer deux cas:
10, Le cas des racines inégales; on peut choisir les coefficients bix de ma-
niere que les équations transformées prennent la forme simple
du
(a) Z Thuw= @@

20, Le cas des racines multiples; on peut choisir les coefficients ik de
maniére que les équations transformées se partagent en un cerfain nombre de
groupes d’équations ayant une forme simple. A chaque racine multiple d’ordre
k correspond un groupe d’équations de la forme

du
&71' - iy = @y,

du,

3,-2 - Clly Ity = (py(f),

duy,

F — Cpqlly —Cppllg— .o — G U T =@y ).
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Les intégrales générales des équations (9) sont données
par les formules

t
u,=e’1t[fe_’lt<pl(t) a’t+C1},
%
t t
uz=e’2’[ f e~ T, (f) dt +cyy f e~ "y, {t) dt + c2] ,
f fo
(11) . . .
t ¢
u,,:e’n’[ [e_rnt(pn(l‘) dt + c,.;fe_’ntul(t) dt+ ...
fy fo
¢
. +cnn_1f e~ Mtu,_, (t)dt—}—Cn] .
%

Soit, par exemple, r=a une racine multiple d’ordre &, r,=r,=...
...=r¢ = @, on aura,

t
u, —e%® fe—atqal(t) dt+C1},
L
-t '
u, - e fe—“tcpz(t) dt +C’"J e %y, (¢) dt+ Cz},
) fo
(12 C e e
t t
uK=e"t[fe“”<pk(t) dt +ck1fe“”tu1(t)dt+ .
A fy
t 1)
A k—lf e~ e 1(2) dt+ck],

t

1) A chaque racine multiple d’ordre k correspond un groupe d’intégrales
de la forme (12).
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Il est évident que les intégrales générales (11) et (12) sont de
la forme (2).

Supposons d’abord que toutes les racines r; de I’équation
caractéristique (10) soient réelles, différentes de zéro ou comple-
xes a parties réelles différentes de zéro. On peut alors dispo-
ser des constantes C; (i=1,2,..., n) de sorte que les intégra-
les (11) admettent un systéme de solutions qui tendent vers
zéro, C’est-a-dire on aura, d’aprés l'expression [(2), 1., 2, 3., 4.],

lim |u, | = lim IM ,
t=cc t=oc| N1
lim | a, | < lim 2 () +] €y | lim l,’,L(i)!’
t=oc t=oc| T2 t—oc| T2 |
d’oli
fim |z, | =lim | 29| =0,
t=oc t=0C=; rl '
( Lo i
lim |u, | < lim 2 0) + | €y | lim |(p'(t)i|=0,
t=occ t=oc 2 t=oc i3

Il s’ensuit, d’aprés les transformations (8) et (5), que les
équations (4) admettent un systéme de solutions, dont les va-
leurs asymptotiques A; sont données par les équations (6) et,
par conséquent, leurs dérivées tendent vers zéro,

dx;

(13) lim x; = 4 , lim 5 =0 (i=1,2,...,n).

Puisque dans les solutions #; , qui tendent vers zéro, fi-
gurent encore les constantes arbitraires C; (i=1,2,...,p) ol
p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes a
parties réelles négatives, on peut, d’aprés I'expression [(2) 2., 4.],
disposer des constantes C; (i=1, 2, ..., p) de sorte que I'on ait,
pour le méme systéme de solutions

(14) Xi (to) = A 1) i=1,2,...,p).
1) Les valeurs xi (fp) peuvent étre quelconques, parce que les Constantes

arbitraires Ci ({=1,2,...,p) peuvent étre choisies de sorte que les solutions

xi (f)ti=1,2,...,p), d’apres les transformations (8) et (5), prennent des valeurs

quelconques.
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Si toutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
réelles, négatives ou complexes a parties réelles négatives, il
est évident, d’aprés lexpression [(2), 2., 4.], que les intégrales
générales des équations (4) admettent les propriétés (13). Dans
ce cas, on peut déterminer les constantes C (i=1,2,...,n)
de sorte que les équations (4) admettent un systéme de solu-
tions qui satisfont aux relations (13) et (14) avec p =n.

Supposons maintenant que I'équation caractéristique (10),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imagi-
naires pures et égales a zéro. On peut alors disposer des cons-
tantes C; de maniére que les équations (4) admettent un syste-
me de solutions, qui satisfont aux relations (13) et (14), si, d’ap-
rés (12), pour chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro,
&i=0) d’ordre [, un groupe d’intégrales de la forme

oc -
J‘e—r&ltcpp(t) dt w=1,2...,0,
to
(15) _
fe*&"tuk(t) dt h=1,2,...,1—1)
to

converge; pour /=1 les intégrales ci-dessus deviennent, d’aprés
O
— it
@ [ pwa.
to

Mais dans le cas de racines égales a z€ro, on aura
ayr diz... Qi
A=| Qa ax...0qn | =0,
Aar QAu2 ... 0 |
Pour que les équations (4) admettent un systeme de solutions

asymptotiques finies A;, données par les équations (6), il faut
et il suffit, a2 cause de A=0, que l'on ait

imfi )=b; =0 i=12,...,n.

t=oc

Dans ce cas, il est facile de voir, qu’il existe un systéme de
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solutions des équations (4), qui satisfont aux relations

. . dxi_
IR0 T

xi(t0)=‘0 (i=l:2:~-;l’)~

Il faut remarquer que les intégrales {15) peuvent étre écri-
tes sous une autre forme. En supposant que les intégrales (15)
convergent, pour une racine multiple d’ordre /, on peut dispo-
ser des constantes G (i=1,2,...,1) de maniére que les solu-
tions (12), pour cette racine multiple, tendent vers zéro. Mais,
les solutions, qui tendent vers zéro, d’aprés I'expression [(2), 5],

0 (i=1,2,...,m,

sont
. x -
1y = —e&ltfe—'&ltq), ) dt,
t
1y = —eﬁ’lt[ fe_ 1(}‘Ufcp2(1.‘) dt + ¢y fe_ &ltul (1) a’t] )
t
d’oli

it (F— Sit
Iy =—e lfe— l@l(t)dt,
t

o

uy = —eot ( f e Yl dt — ¢, f at, f e (1) dtzjl ,
21

t t

Puisque les solutions ci-dessus tendent vers zéro, les intégrales,
qui doivent étre convergentes et qui remplacent les intégrales
(15), sont

[+ 4 . OC o N
f i, ) dt, f dt, f e Yy gy

£ h 4

...,fdtlfdtQ... fe_ ltl([)l(tl)dtlv

fo ] t_4
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oc | o< o< .,
f Y (1) dt, f dt, f My 4y ar,
fo th Y4
oc  oc o<
’fdtlfdt2 .. .fe—&ltmqaz(t:—z) dt1,
o 4 -2

f Yo @ dt,
to

(avec &i=0, pour cette racine égale a zéro). ‘
Il faut remarquer que les intégrales ci-dessus se réduisent,
d’aprés (10), aux intégrales

x'ﬂl ocC ocrﬂ-'t
f eV, @) at, f dty [ & VR (8 dby, . .
t,

£, t
(16) 0 0 1
o oC [s = rﬂ"t
...,fdt,fdtz . .fe— ) diy
h 4 t_y
k=1,2,...,n).

Le raisonnement est analogue pour les autres racines ima-
ginaires pures (ou égales a zéro, $#i=0) et a chaque racine
multiple d’orde / correspondront les intégrales (16), qui doivent
érte convergentes.

Par conséquent nous avons le théoréme suivant:

I. Soit donné un systéme d’équations

CY g? Fai X+ apx,4-. . 4anxan=5h#) (=12,...,n)

ol ay sont des constantes et f; (f) des fonctions continues de la
variable réelle t >1t,>0, qui satisfont aux conditions

lim £ (2) = by i=1,2 ...,1).
t=oc

Si toutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
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différentes de zéro (A 0) et si, pour chaque racine imaginaire
pure d’ordre [, les intégrales (16) convergent, les équations (4)
admettent un systéme de solutions, qui satisfont aux relations

dx;

(13) limx = 4;, lim - =0 (i=1,2,...,n
{ = oc { e ocdt
(14) X (t,) = A (i=12,...,p)

oit les solutions asymptotiques A; sont données par les équations
(6) Ay +apdo+ L Fapn A =5 @i=12...,nm

et p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes a
parties réelles négatives.

Si léquation caractéristique (10), en dehors des racines ci-
tées plus haut, posséde des racines égales & zéro (A=0) et si,
pour chague racine imaginaire pure (ou égale a zéro, $i=0),
dordre 1, les intégrales (16) sont convergentes, les équations (4)
admettent alors un systéme de Solutions asymptotiques finies, si
lon a en plus

limfi()=b; =0 (i=1,2, ..,n).
t = oC
Dans ce cas, il existe un systéme de solutions satisfaisant aux
relations

limx =0, lim = = i-=1,2,...,n)),

Xi (to)'”‘o (i=])2)--<!p)'

Enfin, si toutes les racines de I'équation caractéristique
(10) sont réelles négatives ou complexes @ parties réelles négati-
ves, les intégrales générales des équations (4) admettent les pro-
priétés (13). Dans ce cas, il existe un systéme de solutions, satis-
faisant aux relations (13) et (14) pour p=n?).

1) Les résultats, contenus dans ce théoréme concernant les racines iné-
gales de 'équation caractéristique (10), ont déja ét¢ obtenus par moi-méme
d'une maniére un peu différente (Bullefin de la société des Sciences de Cluj
(Roumanie}, t-V, I-re partie. 1930).
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Il. Systeme d’équations & coefficients variables.

Considérons le systéme d'équations

(17) sz' +ai () x,+ai(f) x,+ ... Fain () xo = 1 (£)
(i=1’ 2’---:’1):
a (B et (@) (G k=1,2 ...,n) étant des fonctions continues

de la variable réelle +>¢,2>>0, qui tendent vers des [limites
finies
(18) lim aik(z‘)=aik, lim £ (f)=bi ([—— 1, 2, oy ny.

Ecrivons les équations (17) sous la forme

(19) g? +ai X, + Az Xs+ ... FAinXn = fi (t)+k2_18m(t) X
(=12,...,n
oll
(20)  Bu(f)=au—aw(t), limd(H=0 (Lk=1,2,...,n)
t = oc

et résolvons les équations (19) par la méthode des approximations
successives,

Soit, pour, £>>1,>>0, x=x° un systtme de solutions bor-
nées des équations a coefficients constants

dx; — _ _
(21) % + @it Xy + A Xy+ ... FainXa = fi (),

(i=1,2,...,n)

dont les valeurs asymptotiques sont bornées.

En partant du systéme x°de solutions des équations (21),
on peut déterminer les suiles des fonctions

1 2 m .
Xiy Xiy ooy Xiy oo (i=1,2,...,n
comme les solutions successives d’équations

dxi® d _
ZIT‘- Fanxl + apxy + ... Fanxy =1 (8 +§16ik ) xp !

ou, en posant
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1 U1 m —f
(22) yiﬂ:X?; yi"xi—x?,---,}’i =x;n_x;n 3t ey
i=1,2,..., 1),

on obtient des fonctions y™ (m=1, 2...) comme les solutions
successives des €quations

d m i =
d':j‘ Taujh “*“a.gyz +. -ﬁ"ainyn Z‘Slk(z) ym !

(m=12,..}.

Les suites (22) donnent les séries

(24) xi=lim x" = HLZ}}; =x.+2yi ~x;+2}'n-

m=oc m=1 me==1

(23)

Si les séries ci-dessus convergent uniformément pour
1>14,550, elles représentent les solutions des équations (17),
qui satisfont aux relations

nm<”—nm X k=0,1; i=1,2,...,n).
t= t=
Pour cela, faisons une substitution linéaire
(25) U = buy +-beys + . .. +biaya

et choisissons les coefficients by, dont le déterminant est dif-
férent de zéro, de maniére que les équations (23) prennent la
forme

duf'
dt L rlul Py (t) y

(26) dug' m
dtz —Coy uy— iz = @, (f)
l .

olt r; sont les racines de I’équation caractéristique (10), i (k<)
des constantes déterminées et

(27) wﬁ)mZMmm‘+%meW”

. +bmg;5w(QYk_l

des fonctions continues de la variable réelle £ ¢,0.
Les intégrales générales des équations (26) sont données
par les formules
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t
uf = erlt[fe"ltcp, () dt+ C{“} ,
t
(28) t ¢
| ouy- e’zt{fe"@tcpg(t) dt+c21f ety (t) dt+C§“J ,
fo ty

Il faut résoudre les équations ci-dessus en posant successive-
ment m=1, 2,...

Supposons d’abord que toutes les racines 7 de I'équation
caractéristique (10) soient réelles différentes de zéro ou complexes
a parties réelles différentes de zéro. On peut alors disposer

des constantes C (i=1, 2,..., n) de maniére a avoir, d’apres
Pexpression [(2), 1., 2., 3., 4.],
lim || = lim | 209
t=oc t_—_oc] 4! ‘
im < tim | 220 im0
t=oc f=oc 2 t—-oci "2}
d’ott
lim | & = lim ‘M\,
t = oc t=oc i |
(29) |
tim o | <tim |29 16, 1lim |20
= oc t—=ocl T2 | t—ocl T172 |

Mais, dans les solutions #;", figurent encore p constantes
arbitraires, oll p est un ensemble de racines réelles négatives
ou complexes a parties réelles négatives. On peut alors disposer

des constantes C™ (i=1, 2, ..., p) et obtenir, a cause des
transformations (25),

yity)=0 i=12...,p).

En choisissant de cette maniére les constantes G™( =1,
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2, ..., p), les solutions successives ui', c’est-a-dire les solu-
tions y"({=1, 2, ..., n) dépendront uniquement des fonctions
@i ()Y

1) Considérons, par exemple, deux équations a deux inconnues et soit
ry une racine réefle positive ou complexe & partie réelle positive, et ry une ra-
cine réelle négative ou complexe a partie réelle négative. Les solutions, qui
peuvent t]endre vers une limite pour £ = oo, sont, d’aprés U'expression [(2), 1.,
2, 3., 4],

w=4mfr%mow
t
(b) ,
uy = e [ f e, (f) dt+Cé“}
fo

et les fonctions y’i"(i = 1, 2) sont données, d’aprés (25), par les formules
y‘ln =0y uy + 040 u;n’

m m m
yz = (x21 ll1 +a23 llz .

Puisque la constante C3' est arbitraire, elle peut étre déterminée pour que I'on ai

y;n(to) =0= ay; U;n(to) +ay, ll'zn(to)
ou, d’aprés (b),
o
0= —a,, efth f e, (f) df+ o, CF el
to

c'est-a-dire, la constante CJ', dépend de la fonction ¢ (f). Par conséquent, ies
solutions u;" et, par suite, les solutions y?‘ dépendent seulement des fonctions
o; @).
Remarquons encore que les constantes arbitraires CJ* (1=1,2,....,p)
peuvent étre écrites sous la forme
4
@=afﬁwmm i-1,2...,p)
t

ot Ci sont des constantes arbitraires et r; les racines réelles négatives ou com-
plexes a parties réelles négatives. Cela veut dire que I'on peut faire les majora-
tions successives des fonctions uj", cest-a-dire des fonctions y", laissant les

constantes C; (i =1, 2,...., p) arbitraires; enfin, elles peuvent étre déterminces
de sorte que l'on ait ¥ (f)) =0(i=1,2,,...,p)
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Posons maintenant m=1; on aura, d’aprés les inégalités
supposées

il = x| < C k=1,2,...,m),
pour les relations (27)

| i (1) | << C 8 (F) (i=1,2,...,n
oll

@) 8 (O =] bl 3 |8l |+ bl 3| S2ut) |+ . ..
k=1 H=1
avec =
lim & (& =0 (i=1,2....,n)

t = oc

a cause de relations (20). Il s’ensuit que les inégalités (29) pour
m =1 deviennent

lim\u}1<Clim?‘r(?=0,
1

t == oc t=oc

t == oc t=oc"'1"z|

s
lim!uél<c[ lim %—;tl-) +1 ¢y | lim ‘51(’)}=0
t = oc
d’oly, pour £> 4> 0,

|| << Cny (f) (i=1,2,...,n)
lim i (1)=0.

f=oc

avec

Les transformations (25), qui peuvent étre écrites sous la
forme

(30)  yi'= oyl Uz 4 ... i lly (ot = const.) |
donnent, pour m=1 et pour £>1¢,>0,
(31) Iy 1<Cei ()<< Csi (i=1,...,n)

avec

lim i ()=0, g ~ max g (f).
t =oc
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Par conséquent, on aura pour le méme systeme de solu
tions

lim yi=0 @=1,2,...,n)
t = oc
Pi(t,) =0 (i=1,2,...,p).

Connaissant les fonctions y;!, qui satisfont aux relations (31),
les équations (27), pour m=2, donnent

|9, ()| << Ce; 8,() i=1,2,...,n).

Cela posé, les équations (28) pour m=2, d’aprés les transfor-
mations (30), donnent, pour ¢>{, >0,

1121 < Cerei(t) < Cét i=1,2,...,n)
avec
lim y?=0, (i=-1,2,...,n,
t=oc
Yt -0 i=1,2,...,p).
En continuant ainsi, on obtient, pour #>¢, >0,
P << CeP e ()<< CeP (m=1,2,...)
avec
lim & (#)=0, gi=max &;(f).
t=oc

Par conséquent, on aura

lim yi"=0 (i=1,2,...,n)
t = oc

m (m=1,2..)
Yi(t)=0 i=1,2,...,p).

Si 'on choisit #, assez grand pour que Pon ait, pour
t>1,>0,

€] = max gj (t) <1

ce qui est possible a cause des relations lim ¢ (¢)=0, les séries

t = oc

3o (i=1,2...,n)

1
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convergent uniformément pour > £,> 01). Il s’ensuit, que les
séries (24) convergent uniformément pour #>>7,>0 et repré-
sentent un systéme de solutions des équations (17) qui, en admet-
tant les conditions (18), satisfont aux relations

lim 2% = lim x{ (k=0,1; i=1,2,...,n)
= oc t = o
ou
#9 =% 40(1) (k=0,1; i=1,2,...,n)
avec
xi(t0)=xi(t0) (i=])2)"'1p)‘

Si toutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives, il est
évident que l'on a

xﬁk)=}§k)+o(l)’ xi(to)zii(to) (k=0, 1; i=1, 2,...,”).

Supposons maintenant que P'équation caractéristique (10),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imagi-
naires pures et égales a zéro et soit, par exemple r,=r,= ...
... =n=+i une racine imaginaire pure (ou égale a zéro, ¥i=0)
d’ordre [. A cette racine correspond, aprés les transformations
(25), un groupe d’équations

dut’ , m

— e — l —

duy ,

d_tz— — Oy Ul — iy = 9, (t),

dut ,

d—tl~ — ey UL — Uy — ... — Cq U — i) = P1(2) 2),

dont les intégrales générales sont

1) 11 faut remarquer que les premiérs dérivées des séries oi y‘i“ con-
m=1
vergent uniformément, pour {==1f, > 0, car les fonctions successives uim (H et
par suite, les fonctions yim, qui tendent vers zéro, admettent, d’aprés (28), les
premieres dérivées qui tendent vers zéro, pour £ = oc,
2} A chaque racine imaginaire pure (ou égale 3 zéro. i =0) dordre I,
correspondra un tel groupe d’équations.
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t
- :enf}-tt[ f;ﬁ-th)l(t) dl‘+C{"J ,

fo
t

ST .
= e [ f eV () ditey, f e B ymin it cg‘}
to

)
(32)

t i
ul = e&n‘ { f e &ltcp, () dt+cy f e &ztai"(t) df+ ...
fo f

t
et 01— f Em la‘ltllii](f) dt+Cin:j .
fy

Posons dans les équations (32) m=1 et supposons que les
intégrates

fe—’&ff%(z)dz =12 ...,0
CORES

fe_ﬁ'itu}((t) dt (k=1,2,...1-1)

ty

convergent. Ou peut alors disposer des constantes Cl(i=1, 2,

..., ) de maniére que les solutions u{(i=1,2,...,[) tendent
vers zéro. Les solutions, qui tendent vers zéro, d’aprés I'expres-
sion [(2), 5.], sont

oc

= — ol j e ¥y ar,
t

. oC o
Ut = — eﬂ'd[fe‘ﬂ"t @, (H)dt + cmfe‘ ity (2) df] ,
i i
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d’od
Y (T
- [feh lcp,(l) dl‘{fcp,(mdf,
i !
t t

O

oC
i [l ae e [ o) de<
f t

<j(92(t)|' (”JF‘cz1lfdf1f]@1(fz)ldf2’
f i

t

33

Puisque les équations (27) pour m=~1, & cause de relations sup-

posées

el = x]<c (k=1,2,...,n)),
donnent

[pi ()| << C 8 () (i=14L2,...,n,
on aura

iu:<c:jéx<f>d:,
t
CORAT I c[fam el [, 20 dfg} ,

t t ty

Si les intégrales

Publications mathématiques,
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PC: oC oC
jd,(t)r]t, fdt,fél(tz)dtg,...
to h 4
,..,fa’z‘ifdt?... fé,(t.)dt;,
f 8,(6) dt, f dt, f 8,(8,) dr,, ..
(35)
ty to 4
OC OC O
j dt, f a, . .. f 5, (6 1) dbi 1,
b 4 flp
o 3
f 8 (1) dt
Iy

convergent '), ce qui entraine la convergence des intégrales
(33), les inégalités (34) peuvent étre écrites sous la forme
|l | << Cui () (-1,2...,0
avec
lim n; () =0.

= oc

Il faut remarquer que les intégrales (35) se réduisent, d’a-
prés (29'), aux intégrales

3y Pour /=1, les intégrales ci-dessus se raménent & lintégrale

o

f 5(t) dt,

%

c'est-a-dire, d’aprés (35'), & l'intégrale

T
fy

1=

| 5pk (f) | dt P=12...,n.
i
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f 3 () db, f dt f S S (1) dt,
k=1 k=1

t f f
(35 0 0 1
o OC ‘Cxi
...,fdt,fdtg .. jz Fopk (1) | dty
k=1
fh 4 -

p=142,...,n).

Le raisonnement est analogue pour les auires racines ima-
ginaires pures (ou égales a zéro, i=0) et, a chaque racine
multiple d’ordre [, correspondront les intégrales (35"), qui doi-
vent étre convergentes.

Les transformations (30), pour m = 1, donnent avec les au-
tres fonctions ul(i=I1+1,...,n),

Inl< Cea (< Coi (i=1,2,...,n)
avec
lim Ej (t)mo, & — Mmax g; (f)
t = oc

Connaissant les fonctions yi, qui satisfont aux relations
ci-dessus, on aura, par le méme raisonnement comme plus haut,

i < Ceei(t) < Cs? i=1,2,...,n).
En continuant, on obtient, pour 1 =1, >0,
m | m—1 m (m_l 2,)
Vi '<C81 S;(t)<_CE§ . ’
avec Pits oS i=12,...,n
lim e;(t) =0 y g; = Max g (t) .

= o

Si I'on choisit ¢, assez grand pour avoir, pour f_2=1, > 0,
gg=max g, () <1,

les séries
IR i=1,2,...,m)

convergent uniformément pour f>1£,> 0.
Par conséquent, si, pour chaque racine imaginaire pure
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(ou égale a zéro, i=0) d’ordre /, les intégrales (35') conver-
gent, les séries (24) convergent uniformément pour ¢4,>0
et représentent un systéme de solutions des équations (17), qui,
sous les conditions (18), satisfont aux relations

x1?=x{"40(1) (k=0,1; i=1,2 ...,n).

Nous avons donc le théoréme suivant:

/1. Soit, pour t > t,50, x; = x{ un systéme de solutions
bornées des équations (21).

Si toutes les racines de I'équation caractéristique (10) sont
réelles, différentes de zéro ou complexes a parties réelles diffé-
rentes de zéro, a un tel systéme de solutions x= x{ correspond
un systéme de solutions des équations (17), données par des
séries (24), et qui satisfont, sous les conditions {(18), aux rela-
tions

A _ W4 o) (k=0,1; i=1,2,...,n)),

pour {5 t,> 0, t, étant assez grand, avec

Xi(fo) m}i(to) (i:lyQ,-")D))

oi1 p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes
a parties réelles négatives.

Si Péquation caractéristique (10), en dehors des racines ci-
tées plus haut, a des racines imaginaires pures et égales d zéro,
les équations (17) admettent les mémes propriétés, si, pour cha-
gue racine imaginaire pure (ou égale a zéro, i=0) d’ordre I,
les intégrales (35') sont convergentes.

Enfin, si toutes les racines de ['égquation caractéristigue
(10) sont réelles négatives ou complexes a parties réelles négati-
ves, on aura

O =xProy, xilt) =xi(t)  (k=0,1;i=1,2,...,n).

Ill. Equation d’ordre n a coefficients constants.

Soit donnée une équation différentielle d’ordre n
(36) K 4a, "V fa dax=f(t)

a; étant des constantes et f(f) une fonction continue de la va-
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riable réelle ¢ >{, >0, qui tend vers une limite finie

lim £(H)=b.

t = oc
Les transformations
[ X=X,
(37) { A= Xy

l x0=0 = x,

réduisent I'équation (36) a un systeme d’équations

dx
a %0
dx
a0
(38) ‘ . * . ‘0
dxu——l .
dt —an T 0’
dxy f
dt—+a1x1+a2x2+ e @unxa = £(1).
En posant
(39) xi = pi + A @i=1,2, ...
les équations (38) deviennent
d
AR
d
Fyz "’ys = 0 3
(40) P
dya—
a0
dyn ~ ft)—b =V (t
df ay+a,y,+ .. Fanyy = f(O)—b ="V (1)

oil

1)

37
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lim f(H—0=lim p(H=0.

(41) Aj=", A = (i=2....,n).

Une substitution linéaire a coefficients constants et convenable-
ment choisis

(42) Iy == bii}ll +bi2y2'§" FR— %—bln}*s y

dont le déterminant est différent de zéro, réiuit les équations
{40) a une forme spéciale

du
’ai‘{x — iy = CP:(Z‘);

di,
(43) Ef ""Czlal"—r2l’2:(P2(f)’

. . . . . . . N <%

ditg
df ‘-‘Cnla‘—i:nzuz— e =0y n—i¥ u“mi"rn g = {Pﬁ (l) ‘)

oit ri sont les racines de I'équation caractéristique

r —1 0...0 0

(44) T T o o O e S (Tl L

a, A, Q... Qg Fidy
13 Dans les cas des racines inégales les équations fransformées peuvent
éire de la forme
dui
() dt —hu =P .

Dans le cas des racines multiples, a chaque racine mulliple d'ordre k
correspondra un groupe d'éguations de la forme

duy

d‘t—’ ——I‘lll = (01(1) y

du

Hz = Coqlly — ity = Py't),
du,

a ot — oo = Oy My _y— Ty =@y ()
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qui peuvent éire rangées d’'une maniére quelconque; cik (k <)
étant les constantes déterminées et
(44" @i ()= bl (?) (i=1,2,...,n

des fonctions continues de la variable réelle ¢ >£,>>0, qui ten-
dent vers zéro.

Les intégrales générales des équations (43) sont

t
uy = et i f e o, (t) dt+CI] ,
¥4
t t
u, - e’ [ f e~ ey, (f) dt +c,, f e~y (f) dt + cg} ,
(45) % fo
t t
uu=e’n’[ (e"rntcpn(t) dt + cuy {e“’ntui(t) dt+ ...
o o
t
e 4en ,,_w.fe‘-’n‘u,,q(t) dtJrC,,}
ty
avec
ot
u, e f e % (1) d:+cl},
L
ot ¢
u, - % f e~ %o, (f) dt +c,, f ey (1) dt + Cz},
“tp )
(46) . Co
t t
ak=eatl:fe—“tcpk{t) dt +ck1fe~afa1(z)dz+
to 1)
t
s FCk kf—lf e~ Ty ((f) dt+ Ck j\

to
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pour r,=ry= ... =t = a une racine wmultiple d’ordre 4 1),

Comme on le voit, les intégrales générales (45) et (46)
sont de la forme (2).

Supposons d'abord que toutes les racines de I'équation
caractéristique (44) soient réelles, différentes de zéro ou com-
plexes a parties réelles différentes de zéro, il existe, d’apres
Pexpression [(2), 1, 2., 3, 4.], un systéme de solutions des
intégrales (45), qui tendent vers zéro

. .t !
ilﬁi‘fll;:hn] {l(t) ,
t = oc t_:o(‘ ry
L p, | )
lim | a, < lim \?2{—{)‘#162]‘11111 }t{l f‘)i,
f=oc t=oc T2 ‘ t=oc, ra |
d’ott
. . [r) [!
lim 1,11'.—.:11“15“(_)2,_._.0’
f=oc t=oc | r )
. , R ¢ (f . i ;
lim | u, | < lim P21 4 gy | lim | #2 D o),
t = oc t = oc re t;oc§rlr2!

Il s’ensuit, d’aprés les transformations (42) et (39), que les
équations (38) admettent un systeme de solutions satisfaisant, vu
les €quations (41), aux relations

Iimx,:A]:b, lmx = A4=0 (i=2,...,nm,
t=coc a4 f= o
. dXi s
:Lt:cd{ =0 (i=12,...,m,
b Y .
x1(t0):A1=d"y xi([()):’Ai:O-) (i=23'--yp)’
1

ot p est un ensemble de racines réelles négatives ou comple-
xes a parties réelles négatives.

Par conséquent, I'équation (36), d’aprés les transformations
(37), admet une solution, qui satisfait aux relations

1) A chaque racine multiple d'ordre & correspondra un groupe d’intégrales
de la forme {46}.

) Les valeurs x; (fy) peuvent éfre d’ailleurs quelconques, car dans les so-
lutions 1; , qui tendent vers zéro, figurent p constantes arbitraires
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o,

(47) lim x(f) = b , limxd(H-0 (i=1,2,.
1= oc a, t=oc

(48) x(to)=z—, Xt)=Ai =0 (@=1,2,... ,p—1).
1

Si toutes les racines de I'équation caractéristique (44) sont
réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives, il
est évident que Pintégrale générale de I’équation (36) admet les
propriétés (47). Dans ce cas, il existe une solution de ’équation
(36) satisfaisant aux relations (47) et (48) pour p - n.

Supposons maintenant que 'équation caractéristique (44),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imaginaires
pures et égales a zé€ro. 1l existe alors une solutions de I'équa-
tion (36), qui satisfait aux relations (47) et (48), si, d’aprés (46),
pour chaque racine imaginaire pure (ou égale a zéro, +i=0)
d’ordre I, un groupe d’intégrales de la forme

oc .
Je—&ltq;p(t) dt p=1,2,...,0,
to
(49) _
fe“(“tuk(t) dt h=1,2,...,1—1)
1)

converge; pour /=1, les intégrales ci-dessus deviennent, d’apres
@ [« Mo 0.
fo

Mais dans le cas des racines égales a zéro, on aura

0 -1 0...0 0
0 0 —-1...0 0
A, . . . . . . . « . =01:0
0 0 0...0 -1
a] ag aa...an——] an

Pour que l'équation (36) admette une solution asymptotique fi-
nie, il faut et il suffit, & cause de a,=0, que lon ait 6 =0.
Dans ce cas il existe une solution qui satisfait aux relations
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lim x0() = 0 (i=0,1,2,...,n,
t=oc
X0(¢,) = 0 (i-0,1,2, ..., p—1).

Remarquons que les intégrales (49) peuvent étre écrites
sous une autre forme. En supposant que les intégrales (49) con-
vergent, pour une racine multiple d’ordre /, on peut alors dis-
poser des constantes Cj (i=1,2,...,[) de sorte que les solu-
tions (46), pour cette racine multiple, tendent vers zéro. Mais,
les solutions, qui tendent vers zéro, d’aprés I'expression [(2), 5.,

sont
Sit - it
= —e ‘je‘ Doit) at,
t

Up = _eﬂllt[ feh &lt‘% (1) dt + cyy
t

f LA dt} ,

t
d’oll, a cause des relations
i (@) = bind () f=1,2,...,n),
ly = — by e f e Yy (0 at,

t

iy~ — et [bm f ¢ Y di— cy, b1 f dtlfe_ Bt e dtz} ,
£ f ok

Puisque les solutions ci-dessus tendent vers zéro, les intégrales,
qui doivent étre convergentes et qui remplacent les intégrales

(49), sont
f e Yy ar, f d, f Yy gyar,

fo fh 4

- ,fdtlfdtz . .fe_r&ltl\]f(tl) dt,

f t t_y

(50)
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(avec &i =0, pour cette racine égale a zéro).

Il est facile de voir, d’aprés (44'), qu’a chaque racine ima-
ginaire pure (ou égale a zéro, &i=0) d’ordre I, correspondront
les intégrales (50), qui doivent étre convergentes.

Comme on le voit, nous retrouvons les résultats obtenus
par M, O, Perron et H. Spith.

On a donc le théoréme suivant:

111, Si toutes les racines de I'équation caractéristique (44)
sont différentes de zéro (A-a,=0) et si, pour chaque racine
imaginaire pure d’ordre I, les intégrales (50) convergent, I'équa-
tion (36) adme! une solution satisfaisant aux relations

47y dmx@® =", limx@-0 (i-12....n),
t = oc a, t = oc
b . ,
(48) x(to) = Z{) x(')(to) =0 (l= l’ 23 sy p“‘l)
1

oit p est ensemble de racines réelles négatives ou complexes a
parties réelles négatives.

Si Iéquatior caractéristique {44), en dehors des racines ci-
tées plus haut, a des racines égales & zéro (A =a,=0) et si, pour
chaque racine imaginaire pure (ou égale & zéro, ¥i=0) d’ordre
I, les intégrales (50) convergent, I'équation (36) admet une so-
lution asymptotique finie, si l'on a b=0. Dans ce cas, il existe
une solution de [l'équation (36), qui satisfait aux relations

lim x0(£) =0 (i=0,1,2,...,n),
t=oc
x0(2) = 0 (i=0,1,2,...,p—1).

Enfin, si toutes les racines de I'équation caractéristique
(44) sont réelles négatives ou complexes a parties réelles néga-
tives, lintégrale générale de I'équation (36) satisfait aux rela-
tions (47). Dans ce cas, il existe une solution qui satisfait aux
relations (47) et (48) pour p=n.
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IV. Equation d'ordre 52 a coefficients variables.

Soit donnée une équation différentielle d'ordre n
(51) xWLg, (HxE L e ¥ bax=Tfl1),
a; (f) et f(¢) étant des foactions continues de 1a variable réelle

{24,720, qui tendent vers des limites finies

(52) lima; (f) =a; , lim £(¢) = b (i=1,2, ..,n).

t=oc t==oc

Les substitutions (37) transforment [’équation (31) en un systé-
me d’équations

dx,
g} *WXE—*O,

dx,
dt
(53) e e ey,

dx,_
Fl—t‘ Xy = 0 3

T 0,

dxy

df +a, () x,Fat) xo+. L Fagi) x, = (D).

Ecrivons les équations (53) sous la forme

dx,

ar %0

dx,
dt
(54) B * . * - 3
d,xi—,,l e Xy =
dt n -

—x,=0

H

0,

x 1
Z—E” Fa X @Kyt L X = L+ Y 0k (1) Xk
k=1

avec
(55) bk(t):ak—ak (i}, lim Sk(l)——O (k*l,?.,.. ., 1)

t:OC

et appliquons la méthode des approximations successives.
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Soit dounée une équation a coefficients constants

(56) X4 gy x0=Df ka4 ax=f{f),

qui, d’apres les transformations (37), peut étre écrite sous la
forme d’un systeme d’équations

(57) e e,

dt +a1:€1+azz?z+. . +anx,; = f(t)

et soit, pour £>>4,>>0, x;=x{ un systéme de solutions bor-
nées des équations (57). En partant du systeme xi de solutions

des équations (57), on peut déterminer les suites de fonctions
1 2 m .
Xi, Xiy .o o, Xi, ... (l=1,2,...,n}

comme les solutions successives des équations

dxi’
ar 0
dxy' :
d.:z *Xi;n '70:
3?11—1 __‘x:r _ 0 ,
dx:;n , m m m c m—1
’d't*'*f‘a]xl +agxy .. .Fan X =f(t) +I§1 Sk (t) Xk
ou, en posant
B8)  yi=x yiex—xf, .yl =xPeaT

(i=1,2,...,n),

on obtient des fonctions yi"(m=1,2,...) comme les solutions
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successives des équations

d I m
=0,
ar
a0
P
dy:ln—l m
da " 0,
R A e AL 0
k=1

Les suites (58) donnent les séries
H m o K m o & m K m
(60) Xi=lmx’=pi 439 =6+ 3 0 =xat 3 n
m=oc m=1 m==1 m:=1
(i=1,2,...,n).
Si les séries ci-dessus convergent uniformément pour >4, 0,
elles représentent les solutions des équations (53), qui satisfont
aux relations
X = 2™ 4 o(1) (k=0,1; i=1,2,...,n)),
c’est-a-dire, d’apres les transformations (37), I'équation (51) ad-
met une solution, qui satisfait aux relations
X = xO 1 o(1) (i-0,1,2,...,0n).

Pour cela faisons une substitution linéaire
(61) uy =bay\ +biays + ... Fbuyn

et choisissons les coefficients by, dont le déterminant est diffé-
rent de zéro, de maniere que les équations (59) prennent la
forme
daﬂ'l
—d—z‘L —r =gy (f),
(62) duy'

dr —Cy UT — 1yl = P (D),
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oil r; sont les racines de I'équation caractéristique (44), ci (k <)
des constantes déterminées et ¢; (f) des fonctions continues
de la variable réelle { >#, >0

(63) <pi(t)=lnnkjsk(t)yk"‘I i-1,2,...,1).
=1

Les intégrales générales des équations (62) sont données
par les formules

¢
tf —ryt
at—et f e Vot)ydt+ c;“} ,
=4
(64) -4 :
m_JTot —Tot et m
1y = fe Pa(f) a’Hcmfe uy () dt+C2],
L ; 7

Il faut résoudre les équations ci-dessus en posant succes-
sivement m=1,2,...

Supposons d’abord que toutes les racines de I'équation
caractéristique (44) soient réelles différentes de zéro ou com-
plexes & parties réelles différentes de zéro, on aura, d’apres
I'expression [(2), 1, 2, 3., 4.],

lim | 4| = tim | 2@

t=oc t=oc 1
lim§n'2"}<lim]q)z;(t~) + ey [lim B0
teoc  t=oc| T2 t=ocl T2

d’oli
{
tim jaf | = tim ®9
t = oc t=oci 't
(65)
lim |z < lim %w(t)‘!+yc2l|1im \9’1(}‘) ’
t=oc t=oc! "% | t;—oclr‘r2i

Mais dans les solutions " figurent encore p constantes arbitrai-
res olt p est un ensemble de racines réelles négatives ou com-
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plexes & parties réelies négatives. On peut alors disposer des

constantes Ci"(i=1, 2,..., p) de sorte que I'on ait, a cause des
transformations (61),

Wi(te)=0 (i~1,2,...,p).

En choisissant de cette maniére les constantes Ci" (i1, 2,
y
., p), les solutions successives ui", c’est-a-dire les solutions

yi- ne dépendent que des fonctions ¢; (f).
Posons maintenant m=1; on aura, d'aprés les inégalités
supposées

yl=lx<cC *k=1,2,.. ,m),
pour des relations (63)
65) g (] <<C bw|¥ |0 (B) = C || 3 ()
k=1
i=1,2,...,n)
avec

lim 3|8 (f)] = lim 3() =0

t = oCk=1 t=oc

a cause des relations (55). Il s'ensuit que les inégalités (65), pour
m=1, deviennent

bg | . }C bhl .
=24 lim o) + 214», lim ¢ t}z 0,
r t:oc() }r1r2 t:oc()

2

lim|u5<\C{
f== oC

d’oli, pour £>1,>>0,
i | < Cni (8) (=1,2,...,n)

avec
limn () =0.

t=oc

Les transformations (61), pour m=1, donnent
(66) | << Ces (1) < Cei (i=1,2...,n

avec
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limeg (=0, g; = max g {f).
1= oc

Par conséquent, on aura pour le méme systeme de solutions

lim y{ =0 (i=1,2,...,n),
= oc
yit,) =0 (i=1,2,...,p.

En connaissant les fonctions y{, qui satisfont aux relations
(66), les équations (63), pour m =2, donnent

o (t)l<Ceiibmtélék(mﬂei b | 5(0).

Cela posé, les équations (64), pour m =2, donnent, comme pré-
cédemment, pour £, 0,

Y < Ceei(t) < Cef i=1,2,...,0)
avec
limy?=0 (i-1,2 ..., 1.
= oC
Yit) =0 (i=1,2,...,p).
En continuant ainsi, on obtient, pour > 14,0,
Y| << Cel i (t) <L CeT (m=1,2,...)
avec
lim & (¢)=0, g = max &;(f) .
f==oc

Par conséquent, on aura

limyi" =0 i=12,...,n
= oc (m=1:27"-;)
¥(te) =0 (i-1,2,...,p).

Si Yon choisit £, assez grand pour avoir, pour { >, > 0,
g =max & (f) < |

ce qui est possible a cause de relations lim ¢ (f)=0, les séries
f = O

< m .
Zyi (l=1,2,...,ll)
m=}

Pyblications mathématiques, 4
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convergent uniformément pour £ £,>0. Il s’ensuit que les sé-
ries (60) convergent uniformément pour #>>¢,>0 et représen-
tent un systeme de solutions des équations (53), qui, sous les
conditions (52), satisfont aux relations, pour = ¢, > 0,

A= xPro0(1) (k=0,1; i=1,2,...,n),
xi(to) :}3(10) (i=1’2;‘-"p)'

Si toutes les racines de I’équation caractéristique (44) sont
réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives, on
aura

=xBpo), xt)=xi(t)  (k=0,1;i=1,2,...,n).

Puisque les équations (51) et (66) correspondent respective-
ment aux systémes d’équations (63) et (57), I'équation (51) ad-
met une solution, qui, d’aprés les fransformations (37}, satisfait
aux relations

x0 = x® L o(1) (i=0,1,2,...,nm,

*D(t) = xV(t,) (i=0,1,...,p—1)

avec p =n, si toutes les racines de I'équation caractéristique (44)
sont réelles négatives ou complexes a parties réelles négatives.

Supposons maintenant que 'équation caractéristique (44),
en dehors des racines citées plus haut, ait des racines imaginaires
pures et égales a z€ro et soit, par exemple r,=r,=...=n = $i
une racine imaginaire pure (ou égale a zéro, 3i=0) dordre L A
cette racine correspond, aprés les transformations (61), un groupe
d’équations

dul® .

zitfl —diu" = oy (1),

duy . m

Ez‘ —Cy U7 — iz = 9, (1),

dllm m . m

a’t—l — 1 uf‘—.. —Cl il — My = P1 (1) 1) ’

dont les intégrales générales sont

1) A chaque racine imaginaire pure {ou égale a zéro, 3 = 0) d'ordre /
correspondra un tel groupe d’équations,
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t
utt = eﬂ'lt[ fe_ q(}ltq)l(l‘) dt+ CI'"J '

fo
t t
ap - M [ f & Mo, ) dt+cs f e M i ars CE“J ,
A A
t ;
up' = it { f e fﬁ-iz‘@! (f) dt + ey J e &ita',“(z‘) di+ ...
% %
¢ .
o0t f e q'}ltu‘ffil(t) dt+ Ci"] .
ty

Posons dans les équations ci-dessus m=1 et supposons que
les intégrales

fe““""'fw)dt (P=1,2...,1
t

COR T
fe"‘()'itu‘k(t) dt (k=1,2,...1-1)
ty

convergent. Il existe alors un systéme de solutions uj (i = 1, 2,
..., D), qui tendent vers zéro. D’aprés I'expression [(2), 5], les
solutions, qui tendent vers zéro, sont

ut=— e [ ¥ty
i

llzl = — B'B‘n‘[fe-— ra‘lt Po (t)dt 4 chfe— &itull (t) dt} ’
i i

’ + . . . . . . . . »

d’ot
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)] - Ue““”cplm dt]<f1cpl<t)|dt,
4 4

lu;!<f1<pz(t>rdt+|c211f|u}m;dt<
t t

<fx<pz(t>l dt+lcnlfdtlfl«pl(tzndtz,
i i 4

Puisque les équations (63) pour m=1, a cause de relations sup-
posées

= Ixl<c

donnent
[oi ) <SClbini X 8k(t) | =Clbin| (D),
k—1
on aura
O
|u1!<6|bmrfa<t>dt,
:
(68)

!U;| < C{:!bznlfa(l‘)df-l— lcszlnlfdt1f6(t2) df2] ,
t t ty

Si les intégrales

fé(t)dt, fdt,fé(tz)dtg,...
1) 1y

to

,fa’t,fdtz...fé(tx)dtn

h 4 Y-y

(69)
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convergent, ce qui entraine la convergence des intégrales (67),
les inégalités (68) peuvent étre écrites sous la forme

|ul | << Cou(t) (=1,2,...,0
avec
lim n; (1) =0,

= oc

Le raisonnement est analogue pour les autres racines ima-
ginaires pures (ou égales a zéro, $i=0) et, & chaque racine
imaginaire pure d’ordre [ correspondent, d’aprés (65'), les inté-
grales (69),

Les transformations (61), pour m =1, donnent avec les au-
tres fonctions ui(i=1+1,...,n),

Iyil< Ca ()< Csi (i=1,2,...,n)
avec
limeg{f)=0, &= max g (f).
t=oc

En connaissant des fonctions yf qui satisfont aux relations
ci-dessus, on aura, par le méme raisonnement

W< Ceie ()< Cef  (i=1,2....,n).

En continuant ainsi, on obtient, pour t >¢,>>0,

m 1 m m=1,2,...
WIS G e () < Ce (i=1,2,...,n )
avec
lime, (£)=0, e = max g (f).
t=oc

Si Pon choisit 7, assez grand pour obtenir, pour £>¢,> 0,
e =mix g {f)<t,

les séries

convergent uniformément pour £ >4,>0,
Par conséquent, si les intégrales (69) convergent pour cha-
que racine imaginaire pure (ou égale a zéro, ¥i=0) d'ordre /,
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les séries (60) convergent uniformément pour £2>¢4,>0 et re-
présentent un systéme de solution sdes équations (53), qui, sous
les conditions (52), satisfont aux relations

x9 = x4 o(1) (k=0,1; i=1,2,...,n),

c’est-a-dire, d’aprés les transformations (37), I'équation (51) ad-
met une solution, qui satisfait aux relations

X0 =X +o0(1) (i=0,1,2,...,n).

Nous retrouvons donc les résultats de M. O. Perron et
H. Spith.

On aura donc le théoréme suivant:

IV. Soit, pour t>1,> 0, x = x° une solution bornée de
Uéquation (56), dont les n—1 premiéres dérivées sont bornées.

Si toutes les racines de I'équation caractéristique (44) sont
réelles différentes de zéro ou complexes a parties réelles diffé-
rentes de zéro, a une telle solution x-=x° correspond une solu-
tion de I'équation (51), donnée par la série (60) et qui satis-
Jfait, sous les conditions (52), aux relations

x© = x® 4 (1) (i=0,1,2,...,n
pour t>>t,>0, t, étant assez grand, avec
xO(2) = x)(t,) (i<0,1,...,p—1),

ou p est un ensemble de racines réelles négatives ou complexes
a parties réelles négatives.

Si équation caractéristique (44), en delors des racines ci-
tées plus haut, a des racines imaginaires pures et égales i zéro,
léquation (51) admet la méme propriété, si, pour chaque racine
imaginaire pure (ou égale a zéro, $i<=0) d'ordre I, les inté-
grales (69) sont convergentes.

Enfin, si toutes les racines de [I'équation caractéristique
(44) sont réelles négatives ou complexes & parties réelles négati-
ves, on aura

X0 = x4 o(1) (i=0,4,2,...,m,
xO(t,) = x0)(t,) ({=0,1,...,n-1),




	016a.tif
	017a.tif
	018a.tif
	019a.tif
	020a.tif
	021a.tif
	022a.tif
	023a.tif
	024a.tif
	025a.tif
	026a.tif
	027a.tif
	028a.tif
	029a.tif
	030a.tif
	031a.tif
	032a.tif
	033a.tif
	034a.tif
	035a.tif
	036a.tif
	037a.tif
	038a.tif
	039a.tif
	040a.tif
	041a.tif
	042a.tif
	043a.tif
	044a.tif
	045a.tif
	046a.tif
	047a.tif
	048a.tif
	049a.tif
	050a.tif
	051a.tif
	052a.tif
	053a.tif
	054a.tif
	055a.tif
	056a.tif
	057a.tif
	058a.tif

