ntégration des équations aux dérivées partielles du
premier ordre par les éléments intégrables.

Par
NICOLAS SALTYKOW.

1. Dans les pages qui vont suivre, il s'agit d’étudier en dé-
tail le probléme qui se pose toutes les fois que l'on a un élé-
ment intégrable d’une équation, ou d’un systéme d’équations si-
multanées aux dérivées partielles a une fonction inconnue de
plusieurs variables indépendantes.

Considérons, pour fixer les idées, le systtme des m équa-
tions en involution,

(1) { Fk(x1,x2»'-"xn, p17p2""’pn)=0:

k=1,2,...,m,

vérifiant la condition

F., F. . F,
2 D J’ 2,‘7', m)>0’
@ (pl,pz,-.-,pm =

Formons, maintenant, le systéme correspondant d’équations
lindaires aux dérivées partielles de la fonction inconnue f£, a
savoir:

(Fk;f)=OJ
@) { k=1,2,...,m,

les parenthéses désignant celles de Poisson.,

Si 'on connait le systéme complet des intégrales distinctes
de ce dernier systeme (3), dont les m premieres intégrales sont
représentées par les fonctions figurant aux premiers membres
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des équations (1), alors 'intégrale compléte du systéme (1) s’ob-
tient, comme il est bien connu, par une quadrature (v. N. Sal-
tykow. — Sur la Théorie des Equations aux dérivées partielles
du premier ordre d'une seule fonction inconnue. Mémoires de
I’Académie R. de Beglique Cl. des Sc. Col. in 4° Deux. Série,
t. VI, fasc. 4. Bruxelles 1925. Chapitre I1II, n® 24, p. 44).

2. Le sujet de cette Note concerne un systéme incomplet
des intégrales distinctes formant un élément infégrable du syste-
me lineaire (3) Dans ce dernier cas, comme on le sait bien le
probleme d’intégration des équations (1) se réduit au premier
probléme que l'on vient de citer. Mais, dans cette derniére hy-
pothése, le systéme (1) sera remplacé par un autre, d’une forme
toute particuliére, jouissant de certaines propriétés que l'on va
étudier dans les lignes suivantes.

Supposons, par exemple, que [l'élément intégrable du sy-
steme (1) soit donné par I'ensemble des intégrales distinctes du
systeme (3), a savoir:

4) FoFooooy Fuy Iy oo, fotp—m, (@ <n—m),

formant un groupe fonctionnel.
Cela veut dire qu'en plus des m fonctions distinguées évi-

dentes I+, F,, . . ., Fn, le groupe (4) posséde encore p fonctions
distinguées que 'on va désigner par

(5) Fuots Fogo - -y Fgp,
oit on a

(6) m+pt+e=n?).

Il est alors évident que le probléme de [lintégration du
systeme donné (1) revient a intégrer le systeme des m+-p équa-
tions en involution

FZO; Fmi:Ci
@) {k x +

=4L,2,...,m; I=1,2, ..., n,

C: désignant p constantes arbitraires.
Le systeme formé (7) jouit de la propriété, que le systeme
linéaire correspondant, a savoir:

1y v. N. Saltykow — Sur la théorie des équations... Chapitre VII n®n0
67, 68, p. 111.
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(8) { . (Fx, )=0; (Fayi, £)=0,

=1,2...,m; i=1,2,...,1,

posséde le systéme complet des intégrales distinctes (4).
Il va sans dire que les fouctions distinguées (5) représen-
tent des fonctions des intégrales connues

fl‘ fg, e v ey fnJr“)—m.

Si Pon introduit donc I'hypothése, que

Fott, Frgas « o s Fny
D i m+1; 1 m+2, » I 'm4p i -~
(9) (fn—kp—m—p«'rl, fn+p—-m——p.+2, ey fu—{—p—m <0 ’

alors le systéme complet des intégrales (4) peut étre remplacé
par le systéme suivant des intégrales distinctes:

(10) Fl, Fz, e Fm, Fm—H; il“‘m—,LZ, .. Fm+p, fl: f2, e fn+p——-m~~p B

Par conséquent, toutes les fois que T'on connait les fonc-
tions distinguées (5} du groupe (4), le probleéme de lintégration
du systéme (1) revient a celui du n® 1.

3. Or, il est aisé d’étendre ce dernier résultat au cas ol
les fonctions distinguées (5) restent inconnues.

Comme on le sait, le calcul des fonctions (5) exige I'inté-
gration d’un systeme d’équations linéaires aux dérivées partielles
du premier ordre a une fonction inconnue ?). La généralisation,
dont il s’agit, présente I'avantage d’éviter l'intégration du sy-
stéme mentionné définissant les fonctions distinguées (5).

S. Lie avait démontré, que le nombre p des fouctions (5)
peut étre néanmoins établi par le calcul algébrique de I'ordre
du déterminant caractéristique, a savoir:

Uy Oy .- Uggy
Uy Uyp o v Uppo
Uyg gy - - . Uggy

bl

U120 @220 . « « Uase0

% v. N. Saltykow — Sur la thiorie des équations... Chapitre VIl, n0n0
59, 63, p. p. 99, 105.
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les ays représentant les parenthéses de Poisson formées par les
deux intégrales f; et f.

Le nombre pair 2¢ désigne l'ordre de ce dernier détermi-
nant caractéristique, n4-o €étant le nombre total des intégrales
connué (4).

Cela étant, les fonctions distingudes en question sont en
nombre égal a l'excés de celui n, des variables itdépendantes,
sur le nombre g, c’est-a-dire .que d’aprés I'égalité (6), I'on a:

(i m-p =n—g.

Ces préliminaires posés, on se passe aisément du calcul
des valeurs explicites pour les fonctions distingu€es (5), grace
aux considérations suivantes: :

Le but de la démonstration requise est de montrer que
I'expression

(12) dz =3 psdx, ,

s==1

devient une difiérentielle exacte, en vertu des équations que 'on
obtient en égalant a zéro fes m premieres intégrales (4) et en
posant toutes les autres égales & des constantes arbitraires di-
stinctes.

4. Observons, tout d’abord, que si 'on connait les fonc-
tions distinguées (5) sous leur forme explicite, I'élément inté-
grable considéré étant représenté par les intégrales (10), le théo-
éme, dont il s’agit, devient un corollaire immédiat de la théorie
des caractéristiques généralisées %),

Il importe donc a présent de se borner seulement a I'hy-
pothése de I'existence des fonctions distinguées et & la connais-
sance de leur nombre, sans connaitre leur forme explicite.

Supposons, pour cela, que les équations

F,=0, Fy=0,...,Fa=0,

(13) {
f, == Cl y fz = C-_;, ey fn+9—~m = Cn+p-m s

vérifiant la condition

8) N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration des ¢équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Paris. Gauthier — Villars 1931, Chapitre
V, n8 22, Chapitre VI, n® 30.
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F, F o F, f f PR fn+o—m
14 D( 1y & 2» s my i1y 19 ’ b )>0,
( ) P, Pos -y Pmy Pmity e o oy Pny Xo—pt1, . .., Xp =~

nous donnent les formules suivantes:

Xn—p-Hi = @ (xl, Xay « + vy Xn—p, Cn CQ, ey Cn—{—p—m) ,

i=1,2,...,0,
a1s) j Q

Ps =15 (x,, X9y » « ., Xn—p, Cl, Cg, ey Cn—{-p«-m) ,
s=1,2 ...,n.

It est évident que ces derniéres valeurs (15), étant substi-

tuées dans les équations (13), les rendent identiquement satis-
faites.

En différentiant, par rapport aux x,, X,, . . ., Xn—p, les iden-

tités obtenues de cefte maniére, on en tire les nouvelles iden-
tités, a savoir:

(16) | Oxn
I1=1,2...,m; h=1,2 ...,n—0.

OF | §v OF 09 | W OFy O
" El OXn—p+j OXp + E, ops Oxn

os | & Ofs Oy
(17) ()Xh + El ()Xn-—erj ()Xh

N Ofs OV _ g
+ El aps Oxn

)

s=412...,n40—m; h=12,...,0—¢.

On met, d’autre part, les conditions d'involution que véri-
fient les équations (13)

("{‘ky'pl):oa (Fk)f5)=0’
(18) k1=1,2,...,m k=1,2,...,m;
o=1,2,...,n+g—m,

sous la forme explicite suivante:

"COROFL | §y R 0RO OF _ g
het ()xh oxp : 1dpn—-p—i—j OXn—erj o ()Xs Ops ?

i=

kI1=1,2,...,m,
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"§ OFc Ofs | & OFc  Ofs 3\ 0Fc Ofs
dpn dxh 2 @pn—)ﬂ ()Xn«~o+3 Oxs Ops .

=0,

k=1,2,...,m; 6=1,2,...,n+o—m.

En substituant dans ces derniéres formules les valeurs des

dérivées g;‘ tgf" définies par les égalités (16) et (17), il en
h

résulte les nouvelles identités:

i (EOF 0p;  0Fk
Z 0Xn—3+3 (hzl Oph 0xy opn—0+3) *

Zoh (’idFs Ve apﬁ)zoy

=, 0ps Opn Oxy, | 0xs
1-1,2,...,m,

&N Ofs ( $OF, 0o 0F

i=1 OXn—p+i \/= Opn OXn Opn-g,ﬂ)

“ Ofs ["POF, 0‘1’5 aOF
Dk TV kY=o,
Z op. (hzl Opn Oxy dxs)
o=1,2,...,n+0—m.

Les identités obtenues, au nombre de n-p, sont linéaires
et homogeénes par rapport & n+ o expressions mises en paren-

theses, et cela pour chacune des valeurs de l'indice %, a partir
de 1 a m.

Puisque le déterminant formé par les coefficients qui se
trouvent auprés des expressions citées, est égale a celui du
premier membre de I'inégalité (14), il s’ensuit que les expressions
mises en parenthéses s’annulent identiquement. On a, donc, les
identités suivantes:

QLOF, g _ OFc .
Z ()ph Oxh opn—p+1 J 1’

(19) "00F, OVs  OF
Eoph oxn T ox, s=1,2,...,n,

k=1,2,...,m.
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5. Nous allons, & présent, profiter des propriétés que jouis-
sent les fonctions distinguées, dont I'existence a éi¢ établie, en
les introduisant dans nos considérations théoriques, qui vont
étre développées. Cela posé, les fonctions distinguées vont dis-
paraitre d’elles mémes dans les formules définitives, dont on
devra se servir pour les applications pratiques.

Le point le plus délicat est de montrer que les valeurs
antérieurement obtenues (15) doivent encore vérifier identique-
ment les équations aux dérivées partielles des caractéristiques
de N. Saltykow ¢) correspondantes au systétme en involution (7).

En eifet, puisque chacune des suites des fonctions (4) et
(10) représente un systéme complet des intégrales distinctes du
systéme {8), comme il résulte, d'ailleurs, de la définition méme
des fonctions distinguées, on a les égalités

Fm+i59i (fl,f;. . .,fn—f—p~m),
i=1,2,...,p,

(20)

oit les fonctions O; admettent des valeurs bien déterminées.
La substitution des valeurs (15), dans les égalités (20),
produit les identités suivantes:
Frayi (Xg0 Xgy o+ . s Xn—ps Pis Pay v - s Po—m, Vg, Yoy oo, V) =
=0 (G, Gy ..o, Capogm),
i=1,2,...,n.

Il en résulte de nouvelles identités que I'on obtient par
différentiation de ces dernieres par rapport aux variables indé-
pendantes x,, x,, . .., Xm,

[ 0Fnt OFmpi 0p; N OFmyi OV
—— o e —+ e =
(21) ()Xh + 1:21 Ox;l-«;—fj ()Xh 52;1 Oph Oxh !
| i=1,2,...,m h=1,2,...,n—0,

Les fonctions Fnyi vérifient de méme les conditions d’in-
volution suivantes:

4) N. Sailtykow. — Méthodes classiques d'intégration des dquations aux
dérivées partielies du premier ordre. Paris Gauthier-Viilars 1931, p. p. 41 et 48.
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(Fopi, 1) =0, (Fugi, fo)
iz“-'l,Q,.,.,p.; 1"—1,2,...,”2; {5=—=1,2,..,,ﬂ+Q“"m.

L’application a ces derniéres formules et aux égalités (21)
et (17) des considérations analogues a celles que l'on vient
d’exposer, conduit immédiatement A étendre les formules (19)

aux fonctions considérées Fp, ;.

Nous allons, donc compléter les égalités (19), en les rem-
placant par celles qui vont suivr>:

"2 OF; (?(pj oF; .
OFr Opi _ L =120,
K—1 dpk Oxk dpll—pH J ¢
(22 v "2 OF, r
) E?EQ\LS:_,QE) S”1,2,.-(;n!
— Opk Oxk Oxs
I’=1,2,.,.,ﬂz,m'f_l)-"!fn_f'p"

6. Grace a ces dernieres, les identités (16) et (21) vont de-
oF; oF:

venir, en y substituant les valeurs des dérivées % * Ok et
OFr _\irces des formules (22

= -, tirées des form :

s r ormules (22}
Ny OFc [0 _ Ok Gy (Chn—pti G Onpti O9i\ ] ¢
l:1 ()pk O0xx Oxp l%‘l( 0x. Oxy Oxn 0xy !

r=1,2,...,mm-+1,...,m+p; h=1,..., n—g.

Observons que la relation citée antérieurement (11} dé-
montre I'égalité des deux nombres

m+yp et n—o,

Les égalités (23) sont linéaires et homogeénes par rapport
aux expressions qui y figurent entre crochets. Supposons, de
plus, que le déterminant fonctionnel

(24) D (

5, N. Saltykow. — M¢dthodes classiques d'intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Paris. Gauthier-Villars, 1931 p. 47 o0 25,

F11F21--91Fm:Fm+1,-—.,Fn—p)
pii p"“;pm; pm-{—l,---,pn—p
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soit différent de zéro.

Si cefte derniére hypothése n’avait pas lieu, il suffirait de
faire la transformation des variables d’aprés les indications de
la théorie dite de perfectionnement %),

Revenant a 'hypothése que le déterminant (24) n’était pas
nul, considérons le systtme de m4p=n—o égalités (23) cor-
respondantes a une valeur quelconque de l'indice 4.

Il en résuite les n—p identités suivantes

Obn _ 0V ¥ (0‘1’n_—£ﬂ 0pi _ OVn—psi @?&L) ~0

Oxk Oxh = *Oxk Oxh -Oxh Oxk

k=1,2,...,n—0,

et cela pour chaque valeur de l'indice &, a partir de 1 jusqu'a
n—g.

Or, les identités obtenues se mettent bien sous la forme
comme il suit:

9 ’ 09\ 0 oy L 99
ox (% + ;§ Va—p+i 5};‘) = 5%, (% + 1=21 bu—p-ti b}‘;) ,

pour toutes les valeurs distinctes des deux indices & et h, a
partir de 1 jusqu’a n—o.

Les identités que 'on vient d’obtenir démontrent que les
expressions Ces variables (15) rendent effectivement la relation
(12) une différentielle exacte.

Donc lintégration du systéme considéré (1) s’achéve par
la quadrature de cette derniere différentielle exacte et par des
€liminations algébriques ).

7. Comme application de la théorie exposée considérons
I'équation aux dérivées partielles du premier ordre d’une fon-
ction inconnue a trois variables indépendantes, a savoir

(25) Fi=(p,+x,) (pa+x3) (p3+x)—a =0 7).

Les équations différentielles des caractéristiques correspon-
dantes possédent trois intégrales

6) N. Sallykow. — Sur la théorie des équations... Chapitre VI, p. 76.

7) N. Saltykow. — Méthodes classiques d’intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, Paris. Gauthier-Villars. 1931, p. 28 n0 15,
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(26) fi=—p+x,=Cp; L=p,+x,=C; f=p+X =0,
vérifiant les conditions
(fn =1, (£, fa)i —1, (£, fa)E 1,

C,, C,, C, étant trois constantes arbitraires distinctes.
Le déterminant caractéristique étant
0 1!

|
; =1=0,
-1 0! T

|

!

il s’ensuit que p=1 et qu’en effet le groupe des intégrales ci-
tées engendre un élément intégrable.

Par conséquent, dans le cas considéré, la formule (12) de-
vient une différentielle exacte, en vertu de I'équation (25) et
des intégrales données (26).

En effet, ces derniéres relations nous donnent les formu-
les suivantes:

1

Xy == g(ca—ci_f"-x] + X, i R);
1 —

py = 9 (Ci+Co—x,—x F R),

Po = Cj‘”xj ’ Ps= Cz—'x: y

o I'on a posé

/ 4a
J— 2 . . y
R= \/ (Ci+ Cy+x—x,)? + P —)

Il en découle pour dz la différentielle exacte:

| . -
dz = 9 (Ci+C—x—x, F R) dx +(C,—x,) dx,

1
+ §(C2—x2) dx+x,+R),
dont lintégrale s’obtient par une quadrature sous la forme sui-
vante

!
2

(C+Co+GCy) x + (C, + %) Xy— X Xy—

g == 4
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oy (G Rek 5 [ R G x) +C,

C étant la constante arbitraire additive.

L’intégrale complete de I'équation donnée (25) en dérive
par les opérations d’éliminations algébriques, qui viennent d’étre
mentionnées,
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