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PERTURBO]J DE PLANEDETO]
ESPRIMITAJ PER KOREKTATAJ SUNCENTRAJ POZICIO KAJ RAPIDO

Prof. Boj. Popovié
Trafika Fakultato de la Universitato Beograd

Por solvado de la ekvacio de perturbata movigo de donita planedeto (kometo)

da¥
(n e +r3F=3.F

kun ajnspeca eta perturboforto (3. F, kie estas apartigita kiel la faktoro eta kvanto
3, nur por elstarigi la sumatojn kiujn oni povas flankenlasi en la ,nula® proksi-
mumigo), oni povas apliki la metodon de la variigo de konstantoj. Tiu metodo
estas principe la sama por ¢uspece prenitaj orbitelementoj, sed en la fina formo
plene dependas de la elekto de la elementoj. Kiam oni ekiras de la komencaj vektoroj
por la pozicio kaj rapido (7, @, en la momento t,), kiel la vektoraj orbitelementoj,
eblas same apliko de la varimetodo de la konstantoj por akiri la esprimojn por per-
turboj de ¢i tiuj elementoj — kvankam la vojo estas memkompreneble iom kom-
plika (v. ekz. la du verketojn menciitajn en la literaturo fine de la teksto).

Okupigante pri & tiu problemo mi venis al tre interesaj, tre simplaj korek-
tajoj de la komencaj vektoroj (por la pozicio kaj la rapido), permesantaj trovi novajn
pozicivektorojn same kiel la movigo estus neperturbata. Mi konsideras utile publi-
kigi la koncernajn esplorojn.

En la unua parto de la verketo estas donita nur la principo de la nova solvo.
En la dua parto estas donitaj rilatoj kun la kutimaj grandoj kaj estas ebligita kal-
kulado de Ia Lagrange—koeﬁmento; por la rapldo pere de la koncernaj koeﬁc1ento;
(f, &) por la pozicivektoro. En la tria parto oni esprimis novan sendependan vari-
ablon (,,la reguliga anomalio®) kiel funkcion de la tempo (la koncerna esprimo
estas iom plisimpligita en la sesa parto). La kvara parto de la verketo donas la
esprimojn por f, g, dum la kvina pafto transformas éi tiujn esprimojn en pli sim-
plﬁ;n formojm.
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1.

Seréu integrigan faktoron (f) por la ekvacio (1):

d (.4 d at .
E[fdt] aa T —SfF

d
dz{fdt Z{] ( f”’_s]' 3fF

Starigu la postulon ke tiu faktoro plenumu la kondi¢on

@) | df+fr-a 0

kun la ekiraj kondiéoj
t=0:f=1,f=0
7(0) =1y o=

Tiam eblos integrigi la supran ekvacion kaj trovi

& df 1
3) fd—: fd’:f ‘D’o+8ffﬁdt

Se oni nun multiplikas la lastan ekvacion per (provizore signita)
@ - Y =f*

oni havos

f
%F.—-fo=yﬁo+8f[ffﬁdt]dy
JL

#=ff, +f{ao+8f[yff.ﬁdz}—fyfﬁdz .
0 0

%(lf] =Y'ao+wffﬁd:
. [1]
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Novaj signajoj
t t
©) fr=g fo~8fgﬁdt=f,, 60+8ffﬁdz=a,,
0 o

donos la finan formon kiel en la neperturbata movigo

(6) : F=ffH+e iy,

kie #p, ¥p, montrigas kiel la novaj, ete korektitaj (rilate al 7,, ,), vektoraj orbitele-
mentoj. Sede, & tiu solvo estos nur la formala, gis oni ne trovos la koncernajn
esprimojn por f, g (depende de la tempo kaj de la ekiraj kondiéoj).

Estas interesaj, guste pro la rolo de la novaj elementoj, ankoraii kelkaj rilatoj.
Unue oni havas

a _df ,  dg .
i fp+ 7 iR Sfg F+3gfF
dr

(7
Plue, surbaze de la ligoj kaj la signajoj (4) kaj (5), estos
(fg'—&ff2=@lfH=x=572

o =IHtg' s,

® f&—gf =1,
kaj oni ja havos ankorail
¥ .
2 ~f g 5 -3f gF+% fF
kaj fine
dai - =
%) y7 =f"%,+8" ¥,+3F.
El la komparo de éi tio kun (1) kaj (6) sekvas
(9a) flr=—fr? g'=—gr?

(¢e kio la unua ligo jem ekzistis kiel la supozo (2) por f).

2. ' -

Estas facile konstateblaj ankali la ,integraloj* samformaj kun la integraloj
de la neperturbata movigo, nome

t
(10) E=FXT=¢+ sf(f x F)de
0
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& kio la vektoro ¢ ne plu estas konstanta sed iomete Sangiga grando. Sed estas
interesa & tie ke (6) kaj (7), apud la ligo (8), donas

(10a) é=17p X Tp,
kio signifas ke la paroj (fp, 7o), (7, 7) estas ¢iam en la sama ebeno (la tiumomenta
movi gebeno).
Same estas
11
(11) TXE-Flr=c¢=2¢y+ 8%, 'e'1=f[ﬁ><c‘+6><(f><ﬁ)]dt
0

& = (Tp X &) —Fo/r0.
Ekzistas nature ankal la ,integralo de la viva forto* (kun iomete Sangiga
la ,,orbita duonakso® a):

2 _pol_1 f da _ 5
(12) == 28 |4-Fdr, 7 =2 (3E)

kaj samtiel la respektivaj ligoj inter la koncernaj grandoj:
(12a) e=1—cla, t=r+te F9=—r(de), ée=0

riceveblaj el la skalara multipliko de (11) per €, 7, 9, é.
Estas interesa ankall ke oni povas simile preni

(13) Ep E('ﬁp X 5)—fp/rp _llayE'iJ‘:'—Z/rp
kaj starigi la rilatojn analogaj al (12a), t.e.
(133) ef, =1 —Czlap, = Tp + fp-e.p, fp 1711 _ — p(‘i;p gp), Eép =0

Menciu™ & tie ke la samaj ligoj ekzistas — el (11a) — ankau por la neperturbata
movigo, nome

(13b) g=1—clla, §=ro+#é Fdh=—rdéa) &Hé=20

La ligon inter ¢ kaj 2, oni starigas per la derivado:
dit(é—zp)=(ﬁx"é)+6x(ixﬁ) —f(Fx&)-d,x(#xF)+

+r;1gF—Fp-r;3 (%,8F)
do
B t . . . . . N R
(112) Z=2p+ 5%, c= f[(l—f) (B X &) + (0—3s) X (F % F) + gr, 2 #y %
- 0 _

x (F x #)] dt.
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La ,,integralojn“ oni povas tuj utiligi por ricevi la esprimojn por f', g’ Kiam
oni multiplikas (11) skalare per @, #» — helpe de (10a) kaj (7) — oni trovas la ligojn

, —czf‘=i(ﬁ,,a,,+g@3)+za, t=ty+35, 1)
(14) e o | ai-
Ag= _i_(fr‘3+gr‘,,6,)+2?,,  i=g488 . (lla)
¢e kio estas ' - o
(15) =74 2fgt Op + g2 T3

— au ja el (12a)
(15a) r=c2—r’e‘=f2 7% -—(rpvp)z—(frp—i-gvp) (€p+3€)

Per él tio oni eSpru-ms fsg'sen funkcm) de #, 72y Tpy f s g Ladu espruno; redonas
la jam trovitan ligon (8)

3.

Oni devas ankoraii trovi f; g, pot ke oni havu #, @, esprimatajn per 7, .
Tiucele ni antalie trovos esprimon por konvena nova sendependa variablo. El
(10) kaj (12) sekvas

& = P2 gt — (7 )2

¢ V'z [3 - ’1_]"’=<2'-c=—.r_=/.a>%t= .
de r a

La lastan mprunon oni povas senrad1k1g1 per enkonduko de nova vanablo E tian ke

(17) r—A—l—Bcosi-I—CsmE,
s2 la koeficientojn oni adaptos al la postulo B
(16a) Y —F— 1Yo = (a + B cos E 4y sin EN.

Sed por ke ¢éi tio validu (kun utiligo de sin* £ = 1 — cos? &) devas esti

[pyypooa- Liarom
~ (4 N

uB=B- %—AB
18 . 1
(18) Cem e ._‘t‘°fY=_C'."- ’Z’AC PR

] (- e
.
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El la dua kaj la tria egalajo sekvas
(19) B/y=B/Cati a=0,A=a
La unua el la du eblaj solvoj kontrailas al la unua egalajo, ¢ar y el la lasta kun «
el la tria, enigitaj en la unuan egalajon, kondukas al sola ebleco ¢* = a, sed lait-

(12a) tiukaze estus ¢ = 0, kio §enerale ne ¢iam estas plenumata.
Kaj per la dua solvo (19) la sistemo (18) reduktias al

Y=a—c*—C?a
(18a) pr— v =—(B'—C%a
By=—BCla

Unu koeficiento restas nedifinita pro kio oni povas elekti aldonan kondi¢on; gi
povas esti ‘

(18b) A+ B=1ry te. B=rp,—a,
kio konkordas kun la postulo mezuri £ de la ekira momento ¢ = 0 (kiam devas

esti r = rp = ;). Tiam el la unuaj du egalajoj ni trovas

Bi=a—c*— —l(r —a)P=2r,—c?—rjla
a ? 4 ?

dum la unua kaj la tria kondukas al
B=a—c—(p—affa=2n—c—ria
C=—Brafr,—a), Y=(»—a)}la, C=—(rn—a)f/y==p/a
Fine do
(192) =0, A=a, B=r—a, C=8Va, p=Qrr—E—1r%[a}'[2, y=(a—rp)[Va
(20) r=rp+(a—r) (1 —cos& + Csin§
Kaj tiam (16) kun (16a) esprimigas kiel

(16b) r& L[Ceost+(a—r)sindlya
' . d
rlrp+(a’ -7, (1 -cosE)+C’singE]+f[(a—r,,)sinE+CcosE];£- =

- <[CcosE¥(a=r1,)sinE)Va

a' —(a'—-n')cosE+C’'sing
Ccos&+(a—r1p)siné

(16¢) rdi=atidt—r-
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Por integrigi la éefan parton de & tiu ekvacio, multipliku gin per (ar,®)'12
kaj signu

(21) y=DbE==E(alm)? n=r"32 u=Clarp)? {=I1—rla
post kio estos
[b+(@®*—1)b(1 —cos&)+r, 2 Cbsin&] dE=d [bE + (b2 — 1) b(E —sin&) +
+752Cb (1 —cos€)]-&db—(§—sin&) (352 — 1) db— (1 — cos E) d (Cb[ry) =
b a—(d—ry)cosE+C'sin

=ndt—r—— -
r, Ccos&+(a—r,)sing

t
(a22) y+ i+ 0y? c3=fn dr +
0

t

+ f[(i—smﬁ) 3620 + b sin & + (Cbryt) (1 —cos &) —

0

,.._Il“'_(al—"’) cosg+C'sing dt
r, Ccos&+(a—r1,)sing
La gefparto de la solvo estas sen la dua integralo, éar gi, en eiﬁ sia membfo,
enhavas la perturboforton. Kun la unua trovita (,,nula®) valoro de y (respektive
de § = y/b) oni povas kalkuli la duan integraloon ankai, do ricevi la unuan proksi-
mumon de y kep. Pro la proksimumigoj pli komforte estas kalkuli ¥ en la formo
fonde+3-J

2 =
22) I4+nycg+8y%¢

Ci tie, jam ankorail en (a22), mi uzis la jam konatajn signojn ¢,, ¢ por la (¢éiam realaj)
funkcioj
sing 1—cosk E—sin

£’ B g

(23) Co=C0s & €=

4.

Kun la trovita y, respeknve g, la esprimojn por f, g, oni povas trovi el (15)
kaj (15a). Unue eltiru g el (15a), nome el

)] . E=r+f(He)+e@né)
kaj enigu gin en (15): Tlo donas

=17+ 2 (s d) [ —r — £ (o (@) + B[ — r— (5 &) 1B B
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La koeficiento apud f2, pest libe:igy de la denominatoro, farigas
P 8t — 2o 89) (7o ) (B0 ) + B3(o 2F = (B0 &) Fo — (> D) B = G x O
Kaj la kozficiento apud 2f(c* —r) estas |
(P> o) (Tp €) — TE(Fp €) = (fp X Bp)-(Fp X &) = — (¢ & )
do la ekvacio kaj gia solvo farigas
it —2Ced)(—r) + B2(E—rt—r(dhe)? =0
ef=(Cedn)(P—r)+ {[(edn)t—c2e T3] (2—1)2 - ¢ ¢ 12 (Tpe)i}l2
La komencan parton sub la radiko oni povas skribi kiel
—[(& X &) X G = —[(# )¢t = — ¢ (G &)
kaj tiam la radiko estas |
c(Tpe)[r? @ — (2 —r@P|2 = &(Bpe) (2r — c® — r2fa)ll2,

kie estas utiligita./ — 2 = c?/a el (12a). Pro (16a) kaj kun valoroj 8, v, el (19a)
oni do havas :

@25  cref=(¢ed) (A—7r)+ (T e)[Ccos & +-(a—r) sinE]: V@
Utiligu ankorali r el (20) kaj oni havos

(25) ef = (Eéd) (P —m) + & C@ dlya —

—(l—cos {){[(Ce By)(a—5) + ¢ C(B2)Ya) + sin £ [¢2(35 &) (a — 1)/} a—C(¢Z00)

Antati ol provi plisimpligi la esprimojn el ¢éi tiu solvo, trovu la koncernan
esprimon por g, ekirinte de (24) kaj de (a25):

c*e(Pp E)g =(*—7) [c* (&) (, )] — c¥(#y €) (B &) [C ccs € + (c—y) sin E]ya
La esprimon en la unuaj kranipoj oni povas, pro
| -®x5=ﬁm—@mﬁbhi&¥=wxw
skribi kiel _
(EX e —B2(Ppe P + (o o) (Fp &) (Fr &) = F2(Gp &) —(FoDp) (Fpe) (Dp &) = -
= (&) [(Fo X Tp)-(Fp X B)] = (B &) (£ 758 -
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do
(@26)  cretg=(F—r) (i) — (&) [Ccos & + (a—1)sin E]: ya
Q26  deg=—[—n)(Eif) + & Cl NI+
+ (L —cos £) [(a — 1) (2 & #5) + ¢* C (5 &)/Ya] + sin E[C (¢ & 7) —
— @ Gy 8) @ — IVl |

Menciu ankorail ke la esprimo (20) por r tre simple esprimigas per la noven-
kondukita variablo (,reguliga anomalio“) y, nome pro (21) estas

Cr=rp+Ctc; +(a—rp) Ecy

@mn r=r(l+ nya+ Cy%es)

s,

La unuopajn esprimojn por f, g, oni povas transformi tiel ke ili farigu multe
pli simplaj. Unue (13) kaj (13a) donas

B—rp=tpep=rtre—3(Pc)
Post tio (19a), posté (12a) kaj (13a) donas
BCla =¢c*B =c(2rpc®—r1icta— )2 = cle? rl — (e A
Sub la radik§ oni havas proksimume (¢ X #»)? kaj oni povas meti
Ve rs—Got) = VE X #) + 3%

xe (€-7p)* ~ (& - 7p)? _ 3 (7€) [+ (26,4 39) ]
Verrt— (et +V(ExrE  VeEri—(F 5o +|éx ]

(28) 3

do
(29) ACNa=VAG@ X fpf +8cx=+&@F X)) +8cx

Pro ¢&io tio la tuta unua parto de (25) prenas la formon
(6 X Do) (Foe) —S(Eedp) (o €) & (Fpe) [6-(exXPp) + cdx(Tpe) =
= (&x ) -[(EX o)X &] £ (Fpe)(Eefs) + 82 4
(30) A= (Tpe)cx—(EeTp) (frc)
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Se ni datrigas la transformon per disvolvo de la vektoro en { ], ni havos
(@xt) (RO — (8, 8) 8] + (5 8) (GiR) 32 A =
(25) = @ (8,38)@Hittin) +iAB A= (1 + 3 4),

¢ee la esprimo farigis tre simpla per elekto de la signo ,,4“, kio montras ke en
la esprimo por C, (29), la signo devas esti ,—*, do

(29a) AClya=—(Eefs) +8cx
La koeficiento apud (I — cos £), en (25), same multe simpligas. Sufidas
nur utiligi la unuan ligon (12a), poste anstatatli a—r, per  —r, + 2 /(1 — &%)

kaj vidi ke al la jam trovita esprimo por la libera membro oni devas aldoni nur
(éedp) c® e2(1 — ¢?). Tie estas pli bone preni

kaj la plena koeficiento apud (1 — cos &) estos
AEl+E@FH—r,):(1—e)+ 34+ 3(3,89:0 — )]

atl pli dense

(25b) de{l+a@—rnY+3[4+ @) :(1—e)}

Fine, la koeficiento apud sin £, konsiderante la esprimon (29a) por C Kkaj
(12a) por a, estos

(Cédp)ctya(Cery—dcx) +[2—r + 2 ef(1 —ed)) (35 6) ya
Utiligu (12a) por Ya, (13a) por ¢? kaj (13c) por &» — &i farigos
Vit @E B (EE ) + Va(l— ) (6D B + 8 (1 — ) —
—3(@edp) (1 —e)12x = Yalc?(c e vy) (8 & ) + (Fp &) (Fp &) —
— 3 e) (T é) + (T e) (P — o 6p)] — S (EE D) (1 — )12
El la egalajo
(¢ € Do) (2 € ) = [Ex(EXTp)] . [(E X)X E] +2 (EXDp) (€ XTp) =
=c® & (fo ¥p) — (70 ¢) (Tp &)
(tar la vektoroj en [ ] nuligas) kaj pro (13a), la tuta koeficiento estas
(1= e 12 {c e[ Tp + 15 (Tp &) — 8 [c (5 &) (7, &) + (¢ ¢ D) x]}
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Sed ia sumo en la unuaj krampoj estas preskaii nula. Nome — pro (13¢) kaj pro
unu el la formuloj (13a) — oni havos ‘

fp 1311 + Tp (731: ;) .= fp 1711 + s (6?-3'?) + s (69 3)8 = 8-7, (6,; ;)

La transformitaj koeficientoj — la lasta, la antatilasta, (25a) kaj (25b) —
donas la plenan esprimon (25) en nova formo

l—f=Q0—cos Y1 +a@—r—34+ 80 —cos§)[A+(Bée):
((l—e)) +8c2et(1—e) 1 sink [(Fre)(F)c + (2edy) x —crp(Fp8))
La c-funkcioj (23), kun & =y yrpja el (21) kaj a1 = (1 — ¢?)/c el (12a) donas
@Bl 1—cosE=(rsla)y*c’, sin§=Vnlayc,=In(1—e) I yc/c
Aliflanke, pro (13),. la koeficiento apud (1 — cos &) afr, estas

t

fp/a +Tp63—1 =1 +rp(a—1—"a’_1) = 1_287’3;[ (6 +gr;3fp—f 61))'Fdl
0
kie estas utiligita

(32) 2 (@t = apt)= — 2B (9F) + 2% (G ) + 2B -3 1F)
‘Pro &o tio kune la lasta esprimo por 1 — f farigas

(33) l—f=3c,+ 3P+ Pyyc; + Pyy*cy)

(30a) Py=—A=cet[(¢ D) (fre)—c(dre)x]

(33a) [Px = c 2 e 7 (8 €) (B ©) — 19 (B &) + (8 ) 2/c]
Po=ry[ar A+ (8 éS)ct—2 [L(F +grydt—fdp). Fdi
kie x el (28), & el (13c).

Kio koncernas la membrojn de ¢® ¢ g el (a26), oni facile kalkulas ilin utili-
gante la esprimojn (29a) por C kaj (13c) por e. La libera membro — kun (13a)
por ¢® — farigas
— (fp BY(BER) —(—Céfp+3cx)(Be)=(Eéf)(0—3eh)—dc(he)x=
(262) =—38[c@e)x + (%) (8 )]

En la koeficiento apud (1 — cos ) trovigas la sama esprimo kun la kontraida
signo kaj necesas aldoni ankorau

act (8e7p) = ae[(8ep i) + S(EEf)] = ae[c*(Foidn) + 8 é9)] =
(26b) =aet A [Yrpn + Sc2(fp & &) — 2 36)
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dar — lal (12a) — : o
a = c% + c?e¥j(l.— é&?)

kaj poste sekvos la alio lau (11a), (13), n el (21) kun (19a), (32), nome

Fo B — Vi 0 = Fo Op — [2rp — 12 @t — 72 G2 + (5 Bp)2]2= —230

(34) 5= — -;-rg (@t-gpY): [f,. G+ @ —a, )+ (s «a,,)Z]

al—a,™ el (32).
’ Kaj fine, por la koeficiento apud sin &, per la samaj formuloj oni trovas

c2Yal(—2idp + c3x)(E87) — at M (2 — 1o + 2 &f(1 — €2)) (75 8)]
. 0 = [EXEXA) = AEXHR — (&7 -
la esprimo en la [ ] transformigas pluen al
—cef L R4 3@etex —A(l—e) [(foep + 2 /(l — )] (Fpe) =

=—c 1l 4 (fpe)(foe—Toen) + (i e)(F &) —cte?(Foe) + 3(Ce ) cx
La dua sumato havas nur la perturbo-parton; la tria kaj la kvara donas kune

— () (P —trer) =— e (F8)
kaj la esprimo plisimpligas:
—ctetri— e r;,(f,,'é) + 32 (Fe)(foe) + 8 (e cx

En la ;luan sumaton metu ¢ = ¢, + 8 &, plue — lai (133) — rp + (H &) = 3
kaj fine oni havos
—c2elry Ya + dVal(Fpe) (F €) 4 (E€75) x[c—cPrp (P E)]

Pro é&o tio kune la esprimo (26), multiplikita per c—2 e=2 n, kie n el (21), kun
utiligo de (31) farigas

(39) ng =0y ca—yc; + 3(Qoco + Q1 yer + Qsy% )

(352) {c’ A0 =R (D) x+ (B DEER ¢ Q=7 (s E8)

e 0y =r1c (B ) (o e — e 1p) + (E€ ) ]

kun x, € kaj 6 el (28a), (13c) kaj (34).
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6.

Restas ankorail nur precizigi la kvanton J en la esprimo (22), surbaze de

tio kion oni havas en (a22).

La integrendan funkcion, helpe de la ligoj (21), ni povas skribi unue en la

formo
rh

Crp

Yo b [b+ 2 cy b2 (bhy) + 33 ¢y b [b — %

x {Ca’' —(a’ —15)[C cos £ + (a—rp) sin E] + sin E[CC’ + (a' —13) (a—p)]} X

X [C cos & + (a —rp) sin E]?
Laid (192) kaj (21) oni havas
2'[b=ad'la—rsfrp, C?= a®— ac®—(a—ry)?
2CC" = (a® —act) — 2(a —1s) (@’ — 1))

kaj la supra esprimo farigas

1
Py (a+2my* e+ 3y’ c) (@ a’ —r, ) +yt e+t (@ — 1) ~

- rb[ aC+ —;— sin§ (a? - ac?)’ ] r;1C 1 [CcosE+ (a—rp)sin ]2

Ce tio oni havas
(12%) a' =230 (3 F)

(36) (5%) 1o =11 #}) = — Sgri* (5 F)
(21%/(192) 2y’ = —alry+ atrpa + Prpfr,—2r;lcc’
(109 (@ —a®) =(a—c)a'—2a3(¢7F)

Surbaze ¢ tion, en (22) oni devas kalkuli J el

@ L pararant sy ca)[ a (5F) + %gr;’ (r*, F)]+
L

+17l Y2 [ 7o (9F) — —;—g 71 (15— a) (7, F) ] —r;1 (&F)

+07 2 (L +nyey + Ly c,) (202 1, OF +gio F) —
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_ b Lrwa 8 o 1ach (2a— ) sin€) (9F) - sint () }
1 15 (%6 +Tyey) :

La plia konvena transformo, sed ne grava, povas esti kunigo (el la unuaj tri membroj)
de la partoj kun (7% F), (3 F) kaj (¢# F).

Per tio estas kompletigita la utiligo de la novaj elementoj (7, @,) kiel la vek-
toraj orbitelementoj en la perturbata movigo.
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