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PERTURBOJ DE PLANEDETOJ 
ESPRIMITAJ PER KOREKTATAJ SUNCENTRAJ POZICIO KAJ RAPIDO 

Prof. Roj. Popovic 
Trafika Fakultato de la Universitato Beograd 

Por solvado de la ekvacio de perturbata movigo de donita planedeto (kometo) 

(1) 

kun ajnspeca eta perturboforto (8. ft, kie estas apartigita kiella faktoro eta kvanto 
8, nur por elstarigi la sumatojn kiujn oni povas flankenlasi en la "nula" proksi
mumigo), oni povas apliki la metodon de la variigo de konstantoj. Tiu metodo 
estas principe la sama por eiuspece prenitaj orbitelementoj, sed en la fina formo 
plene dependas de la elekto de la elementoj. Kiam oni ekiras de la komencaj vektoroj 
por la pozicio kaj rapido (To, -Do, en la momento to), kiel la vektoraj orbitelementoj, 
eblas same apliko de la varimetodo de la konstantoj por akiri la esprimojn por per
turboj de ei tiuj elementoj - kvankam la vojo estas memkompreneble iom kom
plika (v. ekz. la du verketojn menciitajn en la literaturo fine de la teksto). 

Okupigante pri ei tiu problemo mi venis al tre interesaj, tre simplaj korek
tajoj de la komencaj vektoroj (por la pozicio kaj la rapido), permesantaj trovi novajn 
pozicivektorojn same kiella movigo estus neperturbata. Mi konsideras utile publi
kigi la koncemajn esplorojn. 

En la unua parto de la verketo estas donita nur la principo de la nova solvo. 
En la dua parto estas donitaj rilatoj kun la kutimaj grandoj kaj estas ebHgita kal
kulado de la Lagrange-koeficientoj por la rapido pere de la koncernaj koeficientoj 
Cf, g) por la pozicivektoro. En la tria parto oni esprimis n6van sendependan vari
ablon ("Ia reguliga anomalio") kiel funkcion de la tempo (la koncerna esprimo 
estas iom plisimpligita en la sesa parto). La: kVltra parto de la verketo donas la 
esprim6jn por f, g, dum la kvina pa'fto transformas ~i tiujn esprimojn en pH sim
piijrt formojri. 
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1. 

Serru integrigan faktoron (f) por la ekvacio (1): 

d( dr df ) (d
2f 

) - f- -r- + - +fr-3 r=~fF 
dt dt dt dt2 

Starigu la postulon ke tiu faktoro p1enumu la kondieon 

(2) 

kun la ekiraj kondieoj 

t = 0 : f = 1, l' = 0 

Tiam eblos integrigi la supran ekvacion kaj trovi 

t 

(3) 
dr dfl J 

f- -r-- =vo + ~ fPdt 
dt dt f 

o 

Se oni nun multiplikas la lastan ekvacion per (provizore signita) 

(4) 

oni havos 
t 

:e ( ~ r ) = y'vo + ~y' J fF dt 
o 

t t 

~ r-ro=yvo +~.f [f fP dt ]dY 
o· 0·' 

t t 

r = fro + f ~ Vo + ~ f[ y f JF dt ] - f yf F dt 
o 0 
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Nova; signajo; 
t t 

(5) I y = g, To - a f g F dt = rp, 060 + a f I F dt = Vp 
o 0 

donos la finan formon kiel en la neperturbata movi ~o 

(6) 

kie rp, vp, montri~as kiel la nova;, ete korektitaj (rilate al ro' 060), vektoraj orbitele
mentoj. Sede, ei tiu solvo estos nur la formala, ~is oni ne trovos la koncernajn 
esprimojn por I, g (depende de la tempo kaj de la ekiraj kondieoj). 

Estas interesaj, ~uste pro la rolo de la novaj elementoj, ankorau kelkaj rilatoj. 
Unue oni havas 

(7) 

dr d/~ dg~ - -- = - r + -- v - a Ig F + a gfF dt dt p dt P 

Plue, surbaze de la ligoj kaj la signajoj (4) kaj (5), estos 

(fg' - gf') f- 2 = (glf), = y' = f- 2 

(8) fg' -gf' = 1, 

kaj oni ja havos ankorau 

kaj fine 

(9) 

Ella komparo de ei tio kun (1) kaj (6) sekvas 

(9a) I" = - Ir-3, g" = - gr-3 

(ee kio la unua ligo jEm ehistis kiel la supozo (2) por f). 

2. 

Estas facile konstateblaj ankail la "integraloj" samfQrtnaj kun la integraloj 
de la neperturbata movigo, nome " 

t 

(10) C =;=/x v ::d.io + arCr x F) dt 
o 
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ce kio la vektoro c ne pIu estas konstanta sed iomete ;angiga grando. Sed estas 
interesa ci tie ke (6) kaj (7), apud la ligo (8), donas 

(lOa) 

kio signifas ke la paroj (fp, vp), (f, v) estas ciam en la sama ebeno (la tiumomenta 
movigebeno). 

Same estas 
t 

(11) .. -+ -+1 .. .... + ~ .... vXc-rr=e=eo oe1' e1 = f [F X c + v X (f X F)] dt 
o 

.. (.. -+ ) -+ 1 eo = vox Co -roro. 

Ekzistas nature ankau la "integralo de la viva forto" (kun iomete sangiga 
la "orbita duonakso" a): 

t 

(12) ~ -v2 = ~ = ~ - 23 Iv. Fdt, 
r a ao 

o 

da .i'I - =2a2 (vr) 
dt 

kaj samtiel la respektivaj ligoj inter la koncernaj grandoj: 

(12a) e2 = 1-c2Ia, c2 = r + re, fv = -r(ve), ce = 0 

riceveblaj el la ska1ara multipliko de (11) per e, f, v, c. 
Estas interesa ankau ke oni povas simile preni 

(13) ep =(vp X c)-fplrp -1/ap = v!-2/rp 

kaj starigi la rilatojn analogaj a1 (12a), t.e. 

(13a) 2 1 2/ 2 + ... , -+ - (-+ .... ) ep = -c ap, c = rp rpep, rpvp = -rp vpep, 

Menciu- ci tie ke la samaj 1igoj ekzistas - el (11a) - ankau por la neperturbata 
movigo, nome 

(13b) 

La ligon inter e kaj ep oni starigas per la derivado: 

do 

:c (e - ep ) = (Fx'e) + vx (fx F) - f(Fxc) - vpx(fxF) + 

+ rpl gF - fp . rp3 (fpgF) 

t 

(11a) e = ep + a e, £; = J [(1 - f) eft X c) + (V--iJ;) x (f x F) + grp ~a if' ~. 
o 

X (F X fp)] dt. 
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La "integralojn" oni povas tuj utiligi por ricevi la esprimojn por 1', g'. Kiam 
oni multiplikas (11) skalare per vP' rp - helpe de (lOa) kaj (7) - oni trovas la ligojn 

.. . ~ .. 
e= eo + 0 el '( 11) 

(14) aft 

. e=ep +8e (lla) 

~e kio estas 

(15) r2 = 12 r: +2 f g Fp Vp + g2 vJ 

- aft ja el (12a) 

. . ... . 
Per ~i tio oni esprirnis l' , g', en funkcioj de fp, vp, f, g. La du esprimoj· redonas 

la jam trovitan ligon (8). 

3. 

Oni devas ankorau trovi f; g, pot ke oni havu f, V, espririlatajn per fp, vp. 
Tiucele ni antaue trovosesptimon por konvena nova sendependa variab10. El 
(10) kaj (12) sekvas 

c2 = f2 v2 - (f-. v)2 

dr V(2 1) r- = r2 - - _ --c2 =(2r-c2 -r2/a)l/2 dt r a - -. . - - . 
- .' 

La 1astan esprimon oni povas senradikigi per erik~nduko 'de nova variab10 ~ Han ke 

(17) ; ~ A + B c~~-~ + :C sin C~ 

se la koeficientojn oni adaptos a1 la postulo 

(l6a) 

Sed por ke ei tio validu (kun utiligo de sin2 ~ = 1 ~. cos2 ~) devas esti 

( a2+ y2=2A _ ~(A2+ C2) 

(18) 

a 
1 

IX~=,B -,- -,- AB,: . . .... a 

1 
l1.y=C-. -:----AG 

- a·· 
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El la dua kaj la tria egalajo sekvas 

(19) My = BIC ail oc == 0, A = a 

La unua ella du eblaj solvoj kontrailas alIa unua egalajo, ear y ella lasta kun oc 
el la tria, enigitaj en la unuan egalajon, kondukas al sola ebleco CS = a, sed lail 
(12a) tiukaze estus e = 0, kio generale ne eiam estas plenumata. 

Kaj per la dua solvo (19) la sistemo (IS) reduktigas al 

(ISa) 1 
yl = a-cS -C21a 
~s _ y2 = -(BI _ C2)/a 

() y = -B CIa 

Unu koeficiento restas ned.ifinita pro kio oni povas elekti aldonan kondicon; ~i 
povas esti 

(ISb) A + B = rll' t.e. B = rll - a, 

kio konkordas kun la postulo mezuri ~ de la ekira momento t = 0 (kiam devas 
esti r = rll = ro). Tiam e1 la unuaj du egalajoj ni trovas 

dum la unua kaj la tria kondukas al 

Fine do 

(20) r = rll + (a - rll) (1 - cos ~) + C sin ~ 

Kaj tiam (16) kun (16a) esprimigas kiel 

(l6b) r~; ;"'[Ccos;+(a-rp)sinWva 

. dr 
r [r; + (a' - r'p) (1- cos~) + C' sing~] +r [(a- rp) sin~ + Ccos~] dt = 

~ [C cos ~ + Ca -- rp) sin ~/Va 

(16c) 
a' - Ca' - rip') cos ~+ C' sin~ 

r d~= a~l/s dt - r· dt 
G cos ~+ Ca -rp) s41~ 
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Por integrigi la ~fan parton de ei tiu ekvacio, multipliku tin per (arp-8)l/l 
kaj signu 

(21) y = b ~ = ~ (a/rp)1/2, n = r p-3/2, 1) = C(arp)l/S, ~ = 1-rp/a 

post kio estos 

[b +(bl - 1) b (1- cos~) +rp - l Cb sin ~] d~= d [b~+ (bl -1) b (~-sin~) + 

+ ril Cb (1- cos~)] - ~ db - (~- sin~) (3b2 - 1) db -(1- cos~) d(Cb/rp) = 

d 
b a'-(a'-r~)cos~+C'sin~d con &-r-- & 

(a22) 

rp Ccos~+(a-rp)sin~ 

t 

t 

Y + 1)y2 Ca + ~ya Ca= J n dt + 
o 

+ f [ (~- sin ~) 3bz b' + b' sin ~ + (Cbr;l)' (I - cos ~) -
o 

b a' -(a' -rp) cos ~+C' Sin~] d r·-- t 
rp Ccos~+(a-rp)sin~ 

La ~parto de la solvo estas sen la dua integralo, ear gi, en eiu sia membro, 
enhavas la pertUrboforton. Kun la unua trovita ("nula") valoro de y (respektive 
de ~ = y/b) oni povas kalkuli la duan integraloon ankau, do ricevi la unuan proksi
mumon de y k&p. Pro la proksimumi~oj pH komforte estas kalkuli y en la formo 

I~ndt+8.J 
y = --'<-----=---

1 +1)yca+~y2c8 
(22) 

Ci tie, jam ankorau en (a22), mi uzis la jam konatajn signojn Cl' Ca por la ( eiam rea1aj) 
funkcioj 

(23) 
sin~ 

Co = cos~, Cl = -
~ , 

1- cos~ 
Ca= 

~2 

4. 

~-sin~ 
Ca= , ... 

Kun la trovita y, respektive ~, la esprimojn por I, g, oni pov~ trov~ el (15) 
kaj (15a). Unue eltiru g el (15a), nome el 

(24) 

kaj enigu tin en (15). Tio donas . 

... 
~. . .. 

\-' :. 

r =pr: + 2/(lp 7),,,) [cl-r-I(lpe)]/(vJls) + ~[c1-r'-/(IJle)]I(v"e)-1 
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La koeficiento apud J2, pest libel ig) de la denominatoro, farigas 

Kaj la koeficiento apud 2f(c2 - r) estas 

do la ekvacio kaj gia solvo farigas 

La komencan parton sub la radiko oni povas skribi kiel 

kaj tiam la radiko estas 

kie estas utiligita.l- e2 = c2/a el (12a). Pro (16a) kaj kun valoro; ~, y, el (19a) 
oni" do havas 

(a25) c2 e2 f = (c e vp) (c2 - r) + c2 (vp e) [C cos ~ + (a - rp) sin ~]: Vii 

Utiligu ankorau r el (20) kaj oni havos 

(25) 

Antau 01 provi plisimpligi la esprimojn el ci tiu solvo, trovu la koncernan 
esprimon por g, ekirinte de (24) kaj de (a25): 

La esprimon en la unuaj krampoj oni povas, pro 

skribi kiel 

Cc X e)2 - v! (rpe )2 + (rp vp)(vp e)(rp~) = r; (vp ei -(rp V-i» (rye) (ilp t) = 

= (vpe) [(rp-x vp)·(rp x e)] = (vpe) (lrp e), 
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do 

(26) c2 e2 g = - [(c2 - Tp) (c e Tp) + c2 C (Tp e)IVa 1+ 

+ (1 - cos ~) [(a - Tp) (c e Tp) + Cl C (Tp e)/{til + sin ~ [C (c e Tp)-

Menciu ankorau ke la esprimo (20) p;)r T tre simple esprimigas per la noven
kondukita variablo ("reguliga anomalio't) y, nome pro (21) estas 

(27) 

5. 

La unuopajn esprimojn por j, g, oni povas transformi tiel ke ili farigu multe 
pli simplaj. Unue (13) kaj (13a) donas 

2 .-.' ~(.:f-) C - Tp = Tp ep = Tp e - 0 rp & 

Post tio (19a), poste (12a) kaj (13a) donas 

Sub la radiko oni havas proksimume (e x Tp)2 kaj oni povas meti 

(28) 

do 

(29) Cl CfVa = V Cl (e x Tp)2 + 8 c x = ± c.(e x Tp) + 8 ex 

Pro eio tio la tuta unua parto de (25) prenas la formon 

(30) 
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Se cl da11ngas la transformon per disvolvo de la vektoro en [ ], cl havos 

~e la esprimo farigis tre simpla per elekto de la signo ,,+ cc, kio montras ke en 
la esprimo por C, (29), la signo devas esti ,,-", do 

(29a) 

La koeficiento apud Cl - cos ~), en (25), same multe simpligas. Sufi~ 
nur utiligi la unuan ligon (12a), poste anstatatli a-r1' per d

' 
- Tl' + CS eS/(1- eS) 

kaj vidi ke al la jam trovita esprimo por la libera membro oni devas aldoni nur 
(c e VI') ell eS/(1 - e2). Tie estas pH bone preni 

c e VI' = C el' VI' + a (c e; VI') = CS (v: - Ti1) + a (VI' c £), 

kaj la plena koeficiento apud (1 - cos ~) estos 

ell e2 [1 + ell (v~ - Tl' -1) : (I - ell) + a A + a (VI' c"e) : (1- eS)] 

all pli dense 

(25b) CS eS {I + a (v! - Tp1) + a [A + (VI' c e) : (1 _ ell)]} 

Fine, la koeficiento apud sin~, konsiderante la esprimon (29a) por C kaj 
(12a) por a, estos 

(c e VI') c-2 y'a (c e rl' - a c x) + [c2 - Tl' + ell e2/(1 - e2)] (VI' e) cSlVa 

Utiligu (12a) por Va, (13a) por CS kaj (13c) por ~ - gi farigos 

Vac-2 (c e VI') CC e rl') + Vii (I - eS) (VI' "J) [rl' el' + Cl ell/ (I - eS)] -

- a (rl' t) (VI' e) + ell (VI' e) (CS - rl' ep)] - a (c e VI') (1 - e2)-1/S x 

El la egalajo 

Cc e VI') (c e rp) = [cx(exvp)] . [(exrp)xc] +c2 (exvp)(exrl') = 

(ear la vektoroj en [ ] nUligas) kaj pro (13a), la tuta koeficiento estas 

(1 - e2)-1/2 {e e2 [ip vp + Tp (VI' e) - a [e (VI' e) (rpe) + (c; VI') xl} 
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Sed ia sumo en la unuaj krampoj estas preskaii nula. Nome - pro (13c) kaj prO 
unu e1 la formuloj (13a) - oni havos 

Tp Vp + Tp (vp e)= Tp Vp + Tp (vp "ip) + T" (vp c) 3 = 3. Tp (vp;) 

La transformitaj koeficientoj - la lasta, la antaUIasta, (25a) kaj (25b) -
donas la plenan esprimon (25) en nova forme 

1 - / = Cl - cos ~) [1 + a (v: - Tp-l)] - 3 A + 3 (1 - cos ~) [A + (vp cs) : 

: (1 - ell)] + 3 c-I e-II (1 - el)-lj2 sin ~ [(vp e) (Pp 'E) c + (c e vp) x - C Tp (Vp "£)] 

La c-funkcioj (23), kun ~ = y YTp/a et (21) kaj a-I = (1 - e2)/c et (12a) donas 

(31) 1-cos ~ = (rp/a)y2 c2, sin ~ = YTp/a Y Cl = [rp(l- e2))l/2 y Cl/C 

Aliflanke, pro (13), la koeficiento apud (1 - cos ~) a/rp estas 

t 

Tp/a + Tpv,-'-l = 1 + rp(a-l-ail ) = 1-23Tp J (v + gri3Pp-/ vp).F de 
o 

kie estas utiligita 
d 

(32) de (a-1 - ail) = - 23 (vF) + 2rp3 (Pp Pp) + 2 (vp. 3/F) 

Pro 00 tio kune la lasta espriroo por 1 - / faritas 

(33) 1-/ =yll Ca + 3 (Po + PlY Cl + Plly"cJ 

(30a) Po = - A = c-2 e-2 [Cc e vp) (Pp i) - c (vp e) x] 

(33a) 
{

PI = c-Z e-II vr; [(Vp e) (Pp c) - Tp (Vp e) + (c e vp) x/cl 
P, = rp [a-1 A + (vp c e) c-ll - 2 J~ (v + g Ti3 Pp - / tip) . F dt] 

kie x el (28), "£ el (13c). 

. ;;' 

Kio koncemas la membrojn de ell e2 g el (a26), oni facile kalkulas ilin utili
gante la espriroojn (29a) por C kaj (13c) por e. La libera membro - kun (13a) 
por ell - faritas 

(26a) 

En la koeficiento apud (l - cos ~) trovitas la sama esprimo kun la kontraiia 
signo kaj necesas aldoni ankoraii 

aet (c e Pp) = ael [Cc ep Pp) + 3 (c £ Pp)] = aell [c· (Pp vp) + 3 (Pp c r)] = 

(26b) 
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tar .;...:.. lau (12a)--

kaj poste sekvos la alii) lau (lla), (13), 1) el (21) kun (19a), (32), nome 

a-I - a1' -I el (32). 

Kaj fine, por la koeficiento apud sin ~, per la samaj formuloj oni trOvas 

El 

la esprimo en la [ ] transformigas pluen at 

La dua sumato havas nur la perturbo-parton; la tria kaj la kvara donas kune 

kaj la esprimo plisimpligas: 

En la duan sumaton metu e = e1' + 8 e, plue - lau (13a) - r1' + ('1' e1') = C:' 

kaj fine oni havos 

- c2 e2 r1' Va + 8 Va [('1' e) ('1' e) + (c e '1') x/c - c2 r1' ('1' e)] 

Pro eio tio kune la espdmo (26), multiplikita per c-2 e-2 n, kie n el (21), kun 
utiligo de (31) farigas 

(35) 

(35a) 
{ 

C2 e2 Qo = rp3/2 [c 2f~ e) ~ ~ (f1' t) (c e f1':]~ + c2 
Q2 = r;1/2 ('1' c e) 

c3 e2 QI = rpl [c (1"1' e:)(r1' e - e2 r1') + (c e r1') xl .. 

kun x, "£ kaj e el (28a), (l3c) kaj (34). 
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6. 

Restas ankorau nur precizigi la kvanton J en la esprimo (22), surbaze de 
tio kion oni havas en (a22). 

La integrendan funkcion, he1pe de la ligoj (21), ni povas skribi l.lnue en la 
formo 

rb 
YCt b'lb + y l Cl b-2 (b~)' + 3y3 Ca b'lb - -- X 

Cr;p 

X {Ca' - (a' - r;)[C cos ~ + (a - r;p) sin ~] + sin ~ [CC' + (a' - r;)(a-r;p)]} X 

X [C cos ~ + (a - rp) sin ~]-1 

Lau (19a) kaj (21) oni havas 

2CC' = (aB - ac2)' - 2(a - rp) (a' - r~) 

kaj la supra esprirno faritcls 

- rb [ dC + ~ sin ~ (a2 - act)' ] r;1 C-l [C cos ~ + (a - rp) sin ~]-1 

Ce tio oni havas 

(36) 

(37) 

{ 

(12*) a' = 23 at (v F) 
(5*) r'p = r;l (7p 7;) = - 8 cri1 Cfp F) 
(21*)j(19a) 2lJlJ' = - a-I r; + a-I rp a' + Cl rj)s rp - 2r;1 cc' 
(10*) (as - ac2)' = (2a - c2) a' - 2 a 8 (c 7 F) 

Surbaze ci tion, en (22) oni devas kalkuli J el 
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La plia konvena transformo, sed ne grava, povas esti kunigo (ella unuaj tri membroj) 
de la partoj kun (rp F), (ii F) kaj (c r F). 

Per tio estas kompletigita la utiligo de la novaj elementoj (rp, vp) kiella vek
toraj orbitelementoj en la perturbata movigo. 
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