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Summary. Motion (4) of the center of two masses and their motion (5) about the center
result from integrals (6) and (8). At the proximity the masscenter moves along a orbit which slightly
" deviates from elliptical one, as much less as the planets are nearer one to otker, regardless the mass-
relation. The motion about the center takes place in a plane which is as much stable as the mass-
rclauon is nearer to 1, but changes can be large when it is not so. In case p<10~67 can occur con-
version from the temporary to the long proxnmty, but probabxhty is infinitesimal.. More less are
possibilities that then occurs a realy collision of planets (if their surfaces are very rough).

BoZ. Popovié, KRETANJE DVE]JU JAKO BLISKIH MALIH PLANETA — Kretanje
(4) centra dveju masa i nnhovo kretanje (5) oko centra xma)u integrale (6) i (8) Oko proksimiteta
se teZifte krede po putanji koja zanemarljivo odstupa od elipti¢ne, utoliko manje ukoliko su planete
blde jedna drugo;, bez obzira na odnos masa. Kretan)e oko teXista je u ravm koja je utoliko stabil-
nija ukoliko je odnos masa bli%i 1, ali promene mogu biti znatne kad nije tako. U sludaju p< lO"“r
moZe doéi do pretvaranja prolaznog u trajni proksimitet, ali je verovatnoca za to nistavna. Jo§ manji
su izgledi da tada dode do stvarnog sudara planeta (ako su im povriine jako neravne).

1. LA MOVIGEKVACIOJ

‘ Estu M maso de Suno, m1, mz, r1, r: masoj de du proksinwgaj planedetoj kaj
iliaj suncentraj pozicivektoroj. Estu plue C centro de la masoj m, m, kaj gia po-
zicivektoro estu r. Signu ankoral

- i

(D p=re—ri, |P|=i;,, |ril=ry, lral =7y, ] =7;

* Prezentita antail la Astrcnomia sckcio de la Sepa kongreso de matematikistoj, fizikisto
kaj astronomoj de Jugoslavio, Beli¢i — Budva, 6 — 11. de oktobro 1980.
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kaj ni havos

@ [r=p.1r1+pnzrz, wi=mg: (m+my), (F=1,2)

n=r—psp, Tre=rt+p1p

L

El la movigekvacioj de la masoj mi, mz:

F - -
—Ea' = —(M+m) 7 r—my (rs’ ra—p2p)
3 (de)
‘(i:zr)zz = —(M+mg) 13 rg—m (r{ 11+ ¢7%9)
oni ricevos
d2r -3 -3
® @i —(M+m+mg) (uary n+parz )=

= —(M+m+mg) [r3r+ (uarp?+pary3—r ) r+ppe 73 —r76l

dzp -3 —3 —3
(5 (de)? = —(m +my)e e+ M@ n—rz rp)=
| = —(m+mg) p~2p—M (72— r—M(p1ry’ +uar)

ge kio la gravita konstanto k2 estas jam Cie enkalkulita en la maso. Ili donas plue

(40) ;j;[r xj—}]=—mm(M+m1+mz) (T = xp)
o) ;;- [ex§]=M(}:’—rr’) (rxe)
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kaj la unuan movigintegralon (areointegralo)

dr ~dp) _
(6) (r xd—t]+y.(px};)—c
kie | ‘
@) =1 pg (M +m1+mg)|M

ne dependas de la gravita konstanto, sed nur de la masrilatumo.
La ekvacioj (4) kaj (5) ebligas trovi ankatl la energi-integralon. Nome
dr d*r 2

dp d?p
2M—.—+2 M+m+my) — - ——=—mpus(M+m+my) - —+
M wapa( 1+ mp) - 1442 2) )

’

_ - d
+ 2p1 e MM+ my +m) (17— 1) - 22—
dt
—3 —3 dr . 2Y
—2M (M +m+m)(prry N+ porz ry) -d-7=m1p.2(M+m1+m2) . +
—_ dar. , , dr
+ 2M(M+ m1+m2) [P’l (‘LZ [71 3 rl .Ez___rl—zrl__r-z—z r2+ 112—3 rz . .7:'_)._

’ . dfz dr
— e (’T"l T

dt
do
2 2 Y
2m ‘E] +prta M+ +m) [ﬂ’] -y Mimtmy {"""’2] n
de dt de mi+my o
+2 M (M+my+mg) [ (F7) + pa(r7 )]
El tio sekvas la energiintegralo de la mascentro.
2 2 ' '
(8) [ﬂ] +p(‘if] —gp. Tt | 2mp (-"—1+ﬂ}+ hM
de de e prpg \r1 13

2. MOVIGO DE LA MASCENTRO DE DU PLANEDETO]J

La integraloj (6) kaj (8) estas la integraloj el la trikorpa problemo, sed en la
formo esprimanta movigon de la mascentro de du donitaj planedetoj kaj ilian movi-
gon Cirkall la mascentro. En la areointegralo 8angoj de la mascentra ebeno kaj $an-
goj de movigebeno Cirkalu la mascentro interkompensigas, tiel ke sufiéas trastudi
unu el tiuj du movigoj. Pro tic observu iom pli detale movigon nur de la mascentro.

El la ekvacio (4a) oni vidas ke $angoj de la sektorrapido de la mascentro estas
éiam en ebenoj ortaj sur r, sed ili estas tre malgrandaj &irkati la proksimecostato,

car rz X r1 kaj p havas nur etan intenson. El (2) ni havas

=r—2u(r-p) +pdet,  r2=r+2u(r-p)+ulet
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. 21-312
)] {r‘—3="3[1—2*‘2'!'7p+[u2£]] 3+ 3ur-S(reg)
r r
NrPr3—3ursi(r- )
(10) =1 R 38 (r-p) = 3r-4pcos < (1y¢)
Car krome estas

|rxp|=r-p-sin X (r,p)

evidentas ke 8angoj de la ebeno (kaj de amplekso) de mascentra orbito restas ne-
glekte etaj kiam p estas tre eta grando (kompare kun r). Latie ebeno de la mascentra
orbito estas preskats konstanta. E€ pli, plifortigo de la proksimeco ne nur'ne malbo-
nigas tiun konstantecon sed plue plifortigas gin,

p—>0=>——[r x_] ->0

— tio ja kun kvadrato de la distanco, senkonsidere masgrandojn de planedetoj.
Kiom la mascentra orbito deflankifas de elipsa orbito? La perihelia vektoro
(Laplas — Hamiltona)
dr

dr
11 e=—x|rx—|—(M+ il
(11) dtx[ xdt] ( m1+m2)

ne estas tute konstanta, 8ar #i subifas al perturboj kies forto laui ekvacio (4) estas
F=(M-+my +mg) [p1 703+ pa 3 —r-9) 1+ pa g (70 — 179 o,
kaj la perturba ekvacio (Popovic, 1949.) estas

d
=(M+mg+my) {(r xa_:..) X (Wt +peryi—r3)r+

. — -3 dr) dr }
+ ry —r r x—|xp——x(rx
pape (r2 " —ry )[( dt) P ( P)]
La dua parto de la esprimo en { }, pro (10), havas la rangon g2 kiam p estas eta gran-
do. Kaj en la unua parto la eta grando trovifas en la dua parentezo ( ). Por vidi
kian grandecordon havas tiu grando, utiligu denove (9) kaj ni tuj vidos ke en tiu
esprimo forfalas ankali termoj de la unua grado de p, t. e.

(12) prT + parz —r-3=0(p%)

Sekve ankall perturboj de Ia perihelia vektoro estas duaordaj kompare kun p,
same kiel la integralo de areoj, senkonsidere la masojn de ambail planedetoj.
plifortigo de la proksimeco &i tiuj perturbo; ege malkreskas, pro kio la mascent.ra
orbito des pli proksmngas al la elipsa ju pli forta estas la prokmmeco Lal la ekva-
cio (4) ka) lat1 1a supraj proksimumigoj, oni povas diri ke la perturboj estas neglek-
tindaj jam kun p? << 10~4 7,

El &io tio devenas la konkludo ke dum la proksimeco de du planedetoj, ilia mas-
centro movigas lai orbito tre malmulte devianta de ebena elipsa orbzzo, des malplz Ju
pli la planedetoj proksimas unu al la alia.

8
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3. MOVIGO CIRKAU LA MASCENTRO

Por movigo de du planedetoj irkati ilia mascentro, necesas trastudi la ekva-
cion (5), utiligante laibezone la integralojn (6) kaj (8).

El (6), konsiderante tion ke ni konstatis ke rx:—r estas preskal konstanta,
¢

sekvas ke p.pxgg ankail estas preskaii konstanta. Ciu Sangeto e la unua vektoro
t

elvokas same tiel etan Sangon Ce la dua vektoro. Sede, se p estas tre malgranda,
intenseco de Sango de la dua vektora pligrandigas 1/u foje, pro kio relativaj $angoj
de sektora rapido povas iam esti ankal sufie grandaj. Konsiderante (7) kaj (2),
tio okazas kiam unu el la masoj m1, mz estas eta rilate la alian. Movigebeno de du
planedetoj éirkate la komuna mascentro estas des pli stabila ju pli iliaj masoj estas proksi-
mume egalaj kaj §i subigas al pli grandaj Sanfoj kiam masoj de planedetoj grave
diferencas.

La rolon de la masrilatumo oni povas vidi pli precize se oni skribas la espn-
mon (7) en la formo

1M ['f§+2+'ﬂ]
w Mim+mg \m my

kies maksimuma kvanto proksimas al (4) (kiam m; = mz), kaj gi farigas des pli gran-
da ju pli granda estas unu el la masrilatumoj. Por iom granda masrllatumo, oni
povas preni proksimume

1 =2+72 gy --—2+
y. m © my

(la unuan esprimon oni havas kiam » estas grave pli eta ol g, kaj la duan ‘espri-
mon en kontralta okazo).

i tio povas esti e€ tre granda kvanto (sed konstanta dum la difinita movigo!),
kaj gian influon dum la movigo Eirkal la mascentro oni vidas el la integralo (6) en
la formo

‘_’_P=_[c_ . ?:')
dt de

Por la esprimo en ( ) ni vidis ke i estas preskalt konstanta, tuj kiam p? estas eta
kvanto, pro kio do en tia okazo la areorapido dum la movigo &irkall la mascentro

estas same preskall konstanta, sed des pli granda ju pli granda estas la rilatumo
de du masoj.

Konekse kun Sangcj de movigebeno cirkali 1a mascentro, estas bone mencii

¢i tie ke el la integralo (6) sekvas ke éiu intensoSango de r x g—': provokas &efe di-
: ’ t

p .

rektoSangon de la vektoro ¢ X ;E, kaj direktosango de la unua vektoro provokas
r

Sangon de la dua samtiel en la direkto kiel en la intenseco.

Por pli proksime vidi Ia manieron de movigo &irkal la mascentro, trovu espri-
mon por la perihelia vektoro de tiu movigo. El la ekvacio (5) ni vidas ke &i tiu mo-

9
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vigo povus esti proksima al neperturbata movigo se la unua termo estus multe pli
granda ol la alia parto, kio povas esti nur se p estas treege eta. Ekirante nur de okazo
plenumanta tiun kondion, el la esprimo simila al (11) ni havos

(13) e=£g>< pxi] (my+mg) = e
de de e

de dp
—=M|ox | x[(F3=r7Dr+ (ur3+par73) el +
(133) o (P dt) (2 —=rTr+ (g + ) 1+

+ M:—p x (rxe)ry}—1d)
t

Konekse kun la proksimumigoj (9), (10), konsiderante la konstaton ke p X -3—9 estas

. : t
preskal konstanta dum proksimeca stato, ni povas konstati ke &iuj sumatoj en (13a)
havas la rangon p, do ankai: tie ni vidas ke perturboj de la perihelia vektoro estas
neglektindaj nur kiam p estas treege eta kvanto.

Kiom eta devas esti la distanco p por ke la movigo de du planedetoj cirkau
la mascentro estu elipsa? Ni taksos tion per tio ke ,,perturboj” el (5) devus esti multe
pli etaj ol estas la unua termo. Senkonsidere la unuoelektojn oni havas m; 4+ mz ~
~ 1012 M (pritakso de maso de iom grandaj planedetoj), pro kio devus esti

o= e+ Qe ® +par ) pl<Ll 8 p- 10-2
all proksimume v
(14) r3pLp 210712, resp. p<L10-4r

Esence nenio $angigus se pritakson de la maso ni malaltigus je 10-13, e€ pli malalten.

Tiom densaj proksimecoj (t.e. ke la distanco reduktigu je almenali 10-% a.u.)
ne estas trovitaj, pro kio oni povas aserti ke movigo de du preskau egalaj planedetoj
¢irkati la mascentro (dum plej proks1ma pozicio) okazos en preskaus konstanta ebeno,
sed neregule kompare kun elipsa movigo. Kaj kiam grando; de du planedetmasoj grave
diferencas, tiam ankat la movigebeno — kiel ni vidis supre — subifas al gravaj
8angoj, des pli grandaj ju pli granda estas la masrilatumo.

4. EBLECOJ DE KOLIZIO

Por ke ni analizu kolizi-eblecon de du planedetoj kun etaj masoj, rigardu
movigojn de unu kaj de la alia dum alproksimigado. Lali la ekvacioj (3), ¢&iuj el ili
movigas, oni povas diri sendepende unu de la alia, lati iomete perturbita elipsa mo-
vigo. La perturboj devenas pro la termo mp~3p, e kio m (my all mp) estas maso
de la alia planedeto. Se ni prave prenas m & 10-12 M, la perturboj estas nesen-
teblaj gis kiam Mr-2> M 101%-2, te. gis kiam

(15) o> 106

Gis kiam tio estas, ne ekzistas dinamikaj kalizoj por alveno de progresa falado
de la distanco. Sed aliflanke ankaii la ekvacio (5) donas nenian garantion ke tia di-

10
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stanco ne malgrandifos progrese, &ar se ni volus trakti la movigon (5) kiel elipsan
perturbatan (t.e. ke la distanco ne estu subigata al relative grandaj 8angoj), tiam la
»heperturbata” unua termo estus grave pli granda ol estus ,,perturboj” el aliaj du
termoj, kion ja oni ne povas aserti. Pro tio plua malgrandigado de la distanco inter
¢ tiuj du planedetoj estas lasita al hazarda sekcio (respektive preskau-sekcigo)
de iliaj orbitoj kaj al hazardo ke amball planedetoj trovigu samtempe proksime de
la sekcopunkto.

Car &i tie ja temas pri mallongdatira perturba efiko, oni povas libere preni
ke la perturboj estas sensignifaj gis p > 10~%). Ni vidis ke tiam movigo de la
mascentro jam farifas preskauelipsa (vere jam de p2>10-%), sed ke la movigo
irkall la mascentro havas ankorali neregulan karakteron (en preskall konstanta
ebeno) — gis kontentigo de la kondiéo (14).

Tiel ni alvenas la konkludon ke movigperturboj de unu el planedetoj estas
gravaj efe inter la limoj (14) kaj (15). Se ekde p & 10~%r daurigas malgrandigo
de la distanco, &éu pro geometriaj ecoj de la orbitoj éu pro la perturboj, kaj se tiel
(progrese al1 per iaj osciladoj) oni venas al p &~ 10-%r, oni denove alvenos la staton
de preskali neperturbata movigo de du planedetoj &irkalt la mascentro.

De tiu momento nin ja ne plu interesas movigo de &iu planedete aparte sed
movigo de la mascentro kaj ilia movigo &irkati la mascentro. Konekse kun tio kion
ni vidis por movigo de la mascentro, je tiom etaj distancoj movigo de la mascentro
estas elipsa, kun neglektindaj perturboj. Sed kio koncernas la movigon €irkau la
mascentro, oni povas ankall gin preni kiel preskat elipsa, éar estas kontentigita la
kondi€o (14) por povi preskaii neglekti perturbojn de la elipsa movigo.

Se do oni alvenos al tiel densa proksimeco kia estas (14), plua neglektebleco
de la perturbo; forigus rapidan plietigon de la distanco kaj la distanco haltigus plej-
parte je konstanta nivelo (kun oscilado altrudata pro ekscentrigo de preskauelipsa
orbito éirkal la mascentro). Cu alvenos ,,frenezrapida kurado” de planedeto éirkal
la alia? La integralo (6) montras ke tiuokaze la rapido dp/d: ne farifos grandega,
éar por tio devus esti p < 10712, kio tute ne eblas. Tiam fakte kreifas duobla pla-
" nedeto, Car ne plu ekzistas gravitaj katizoj por ilia disifo — la proksimeco estus
tiuokaze ne plu efemera sed daiira.

Tiaj €i okazoj estos kompreneble raregaj, ¢ar ni ekiris kun du supozoj. Au
ke geometriaj ecoj de la orbitoj estu tiaj ke la interdistanco etigu je (14), kio en gis-
nuna seréado de proksimeco estas trovita por nur paro da okazoj (ekz. Lazovié kaj
Kuzmanoski, 1978.). A ja ke la distanco etifu tiom multe pro forta efiko de per-
turbo, kio same estas neprobabla. Sekve, transformo de efemera prokcimeco de du
planedetoj al datira proksimeco povas okazi, sed maloftege.

Konekse kun tio trudigas tuj natura demando: éu tiuokaze unu planedeo
falos sur la alian, nome &u okazos ilia fizika kolizio? Ci tio sendube dependas plej-
parte de formoj kaj dimensioj de la korpoj. :

Se ni prenos kredeble reale ke la specifa pezo de planedeto estas duoble pli
granda ol la spec1fa pezo de Suno, tiam el la masrilatumo por la duondiametro o
de planedeto ni trovos

3 .
263=10-1283, G=10-4S/V/2~54 km
respektive ¢ X 26 km, se la masrilatumo estos prenita 10713,

11
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Ni vidis ke la preskatielipsa movigo ekestas kiam farigas p & 10-6r ~ 450 km.
Tio montras ke tiuokaze la du planedetoj ankal per siaj surfacoj estas grave proksi-
maj unu al la alia. Se tiam ilia reciproka movigo havas negrandan ekscentrigon,
ankali je tiu distanco ili poves movigi kiel duobla planedeto. Sed la ekscentrigo
povas ne esti tre malgranda, pro kio en periastro povas okazi forta proksimigo (al
kio povas ankotall pli kontribui — kvankam tre malmulte — la perturba efiko de
unu planedeto al la alia).

Tiam, post kelka; turnifoj, povus okazi pure fizika, sed tan@anta, kolizio.
Ce glataj surfacoj &i tio estus nur mallongdatira kontakto, sed sufiéa por tio ke parto
de la gravita rapido transiru al la rotacia rapido kaj ke post &iu plua periastro la
kontakto estu pli forta — la planedetoj iom post jom tute kunigus. Ci tiu procezo
estus ankorali pli rapida, akompanata per ofta niveligado de malglatajoj, se la sur-
facoj estas neglataj.

5. SANGO] DE LA ORBITKURBIGO]J

Estas ankorali unu demando donanta la respondon interesan por pli bona
konatigo kun movigo de du proksimaj planedetoj. Temas pri kurbigoj de orbitoj
de ambat planedetoj aparte kaj pri kurbigo de orbito kiun sekvas ilia mascentro.

Por trovi kurbigon de la mascentra orbito ni utiligu (el diferenciala geome-
trio) la esprimon

(16) : Kie [dr dzr]{ dr|-
de de? de

Unue estas evidente ke §ango de & tiu kurbigo ne povas ekesti tra la senfino, Car
la kurbio estas kontinua funkcio (| dr/dz |+ 0). Por ke la kurbigo 8angigu tra nulo,
devus nuligi la esprimo en la unua parentezo. Car — lau (4) —

dr dr

dr dr
—x— [ {M+m+m r"3+ )| x—|+ r3—p3 X —
dr de® / M+t mg=(m H )[ de ] * p.z( 2 )[p dt]

la unua sumato, dum la proksimigo, pro (10) evidente ege superas per sia intenseco
la duan sumaton, kaj por Gefajo de la unua sumato — (9) donas

dr
rx-—
dt

1“'3

Ci tiu esprimo 8angigas dum la proksimigo tre lante kaj ne povas nuligi (ni ja vidis
ke dum la proksimigo la movigo de la mascentro estas preskau elipsa)

Late, orbito de la mascentro de du proksimaj planedetoj ne sangas sian kurbzgon
e¢ dum la proksimigo, i do kondutas same kiel orbitoj de planedoj.

Por unuopaj orbitoj de du proksimaj planedetoj ni uzu la saman esprimon
(16), helpe de la ekvacioj (3) — sufie por nur unu el du planedetoj. Oni do devas
vidi ¢u povas nuligi la esprimo

12
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2
—d—'lx a’n =Mrp3 [rl x—)-l—
dt  di
ar dr.
’ +(m+me)(uaryir+ paryir) X d—;—mz p (P X -;1]

Aplikinte (2) kaj (5), ni vidas ke la Eefvaloro de la meza sumato estas (m1 -+ m2) r~3r X
X —Er—l, g estas sensignife eta kompare kun la unua kaj la tria sumatoj, éar la masoj
;

de planedetoj estas treege etaj. Restas do
n

dry d’n d
—x ~(Mr73n—mgp-3p) x ——
de  di® (Mri*ri—mae~e) d
La unua vektoro en la parentezo estas pli granda ol la dua konstante &is
p= 104, sekve intenseco de la dua vektoro superas intensecon de la unua dum la
proksimigo. Krom tio ja p konstante S8angas sian direkton rilate al r1, pro kio tre
probable alvenados situacioj ke la vektoro en parentezoj estu samlinia kun dri/d:.
Sekve la orbito de unu (do ja de la alia) planedeto — rilate al Suno — tre probable
8angas sian kurbigon, de la konveksa eksteren al la konveksa internen kaj inverse.
Kiam ekestas tia Sango? En tiu pozicio r1, dri/ds kaj (Mr1=3r1 — mg p—3p) estas
tri samebenaj vektoroj, t.e. samebenaj estas r1, dn/dt, p, kaj same ry, dri/de, ra.
Lau tio, sango de la kurbigo ekestas tiam kiam la suncentra rapido de unu p anedeto
venas en la ebenon kiun difinas la pozicivektoroj de la planedetoj. I

*
* *

Fine mi menciu ankorall unu flankan rezultaton pri movigo de du proksi-
megaj planedetoj. Krom la konstanta ebeno difinita per la areo-integralo (6), ekzi-
stas alia ebeno kiu estas preskai konstanta dum la prksimifa movigo. Tio estas la
ebeno difinita per la vektoro

dfl drz
C*= — 4+ malrg x —=
m1(r1xdt] 2{2 dt]
Nome, (3) donas

dac*
dt

kaj &i tiu kvanto estas proksimega al nulo, pro la eteco de &iuj faktoroj konsisti~
gantaj Sin.

=mymg(rL x ry) (r;3—1r;3)
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