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NICHTAQUIDISTANTE DISKRETISIERUNG
DER GRENZSCHICHTDIFFERENTIALGLEICHUNGEN
UND EINIGE EIGENSCHAFTEN VON DISKRETEN ANALOGA*

In dieser Arbeit betrachten wir eine Diskretisierung von Randwertaufgaben
der Form

(RWA) —x"=f(, x) in I=[0,1], x (0)=2zy, x(D=z

mit irregulﬁren Gitter I € I. Wir setzen dabei voraus, daB} die L6sung x (z) von
(RWA4) sich in [0,e], 0<e <1 stark @ndert und in [e, 1] nur wenig. Die Rand-
wertaufgaben mit diesen Eigenschaften findet man in Biologie, Chemie, hydro-
dinamischen Schmiertheorie und besonders bei Grenzschlchtdlﬁ'erennalglelchungen
(boundary layer problems), [10a, b] [9]. Meistens ist ¢ der Ordnung 10-2—10-3.
Daraus folgt, dal man bei iquidistanten Diskretisierung von (RWA) 102—108
Punkte in I, braucht, um einige Punkte in [0, €] besitzt und damit Néhrungslo-
sung von (RWA) in [0, ] hat. Da bei Dieskretisierung von (RWA) gute Nihe-
rungslésung und nicht zu viele Punkte in I haben wollen, ist nichtiquidistante
Diskretisierung notwendig, [1g].
Diskrete Analoga von (RWA) ist der Form

(DRWA) Apx=BnFpx+rp in Rl

wobei n+1 die Michtigkeit von I ist. Ay und By sind (n+1, n+1) — Matrizen,
d.h. As,By e L (R'%), rp=(20,0,... 0, z1) € R*», und F, ist i. a. nichtlineare
Abbildung R’A, in sich mit

(Fax) (=F (& x () (ze In).

In § 2 beschreiben wir die Diskretisierung von (RWA) und Matrizen A5 und By.
In § 3 beweisen wir die Inversmonotonie von A, die u. a. aus folgenden Griinden
von Interesse ist, [8a], [2]:

1. Sie sichert die eindeutige Losbarkeit von (DRWA).

2. Sie ist niitzlich bei Konvergenzbetrachtungen fiir Iterationsverfahren zur
Lésung von (DRWA).

* Diese Arbeit enthilt Teile meiner Dissertation, die von prof. Dr. E. Bohl, Univer-
sitdit Konstanz, engeregt und unterstiitzt wurde.
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3. Sie ist Voraussetzung flir den Stabilitits — und Konvergenznachweis
bei n—oo.

Wenn der kleinste Eigenwert A, von Apx=»ABpx bekannt ist, oder ein Ao <Az,
dann kann man sehr praktische Voraussetzungen zur Konvergenzaussage fiir
Iterationsverfahren zur Losung von (DRWA) und zur Stabilititsungleichung
haben (vgl. [le], [2]). In § 3 bestimmen wir Xo.

Im dquidistanten Fall ist unsere Matrix A, die gut bekannte Matrix, [lc, d]

(21, [3), [5), [8al,

—p2 -
—1 2 -1

-1 2 -1
A2

In diesen Fall findet man die Behauptung des Stazes in [le], aber den Beweis

aus [le] kann man hier nicht verwenden. Hat (RWA) das Grenzschichtphinomen

bei r=1, oder bei t=0 und r=1, dann ist es moglich auch geeignetes Gitter zu
konstruieren.

1. Bezeichnungen [1b], [8b]

Seime Nund T={l,2,...,m}. Fir x, y € R™ sei x <y bzw. x<y & xi<y
bzw. x;<y; fur alle { e T. Entsprechend sind < und < bei Matrizen element-
weise zu verstehen. Fiir x € R™ sei

T0(x)={ie T:x;=0} und T+ (x)={i{e T:x:>0}
Fir jedes e>0, e € R™ ist
lxl|e=max {¢;1|x;] :i€ T}
eine Norm [la]. Sei A=(ai;) € R™™ eine reelle Matrix. 4 heifit
nichtnegativ, falls a;; =0 (7, T),

L — Matrix, falls a;;>0, ai; <0, 1 #J (t',j eT),

M — Matrix, falls 4 eine L-Matrix mit nichtnegarven Inversen ist.

Fiir A seien Aq, Ao, AT und A~ € Rmm festgelegt durch

aijy fir i==j

(Aa)y= > A=A+ 4o
0 fiur i#j5
aij falls a;;>0

(A= »  A=A++A4-
0 falls a;;<<0
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Sind Ty und T» Teilmengen von T, und ist 4 € Rm™, so sagen wir, da3 A4 die
Menge T1 mit Ty verbindet, wenn es zu jedem 7 € T1 endlich viele Indizes

20, 11, ..,ir EN{r=r () e N) mit
aik_lfkio
und #=41, i, € Ty gibt.

Ist eine Grofle x definitionsgemifl gleich einem Ausdruck y, so schreiben
wir x:=y statt x=y, wenn sonst Mifiverstendnisse moglich sind.

2. Diskretisierung von (RWA)

Sei xect(l), I=[0,1], h>0, ke R, aye R\{0}(j=1,2,3), 4720y fiir
127 (5, j=1,2,3) und ¢, t+ash e I. Dann haben wir [11]

¢)) —x"" (O)=h"2 (ax (t+o1h)+bx (&) -+cx (t-+ah)+
tdx (t+osh)+O (B2)
mit
_ 2 (a2tog) b —2 (o1 +oataa)

oy (o —az) (1 —oa) ’ x1%208 ’

@
. 2 (1 +ag) i 2 (a1 to2)

ag (ag—o1) (wa—os) ? g (ea—aq) (as—og)
Gilt
3 1< 0, O<ap<<as,  a1-tas>0

dann haben wir
<0 fir og-taa <0,

@ a<<0, b>0, ¢<0 d{
>0 fir og+oaz>0.

Fiir a1+ a2=0 aus (2) folgt

) d=0, a=c— _iz=_a;z.

und fiir o1 +as=0

(6) c=0,a=d= ——:—=—a§,‘3.
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Fir neN, k>0k;e R (j=1,2,...,n) sei
n

) H1=3 ky,

=1
und mit n>3
8 I],={to=0, ty=tj1+ksh:j=1,2,..., n}.
Das Gitter I, i. a. ist nichtiquidistant (irregulir), und firr k;=1(G=1,2,...,n)
aquidistant. Sei weiter
(9) 1 <ki <k‘l+1 (1=1’ 2’ ey ”—2)’

pﬁ vo .
kn= ) kp-1-; fur eines pn-1€ {0,1,2,...,n—2}.
=0

Ist (9) erfiillt, dann ist I moglich so konstruirt, dafl fiir >0 beliebige viele
Punkte aus I ~{1} in [0, ] liegen.
Sei

az (5)=ki+1, a8 () =0z (1) +kise

(10)
G=1,2,. .., n—1;3 hnsri=Fn).
an (== kg li=1,2,...,n—1)

=0

wobei pp-1 durch (9) bestimmt ist, und p,e{0,1,...,i—1} (¢=1,2,...,n—2)
soll man so wihlen, dap

(12) o1 D +oa ()20 G=1,2, . .., n—2).
gilt. Aus (9)—(12) folgt
(13) a1 (1)<0, 0<atz (i)s% o ()

o1 ()-+os ()20 (i=1,2,...,n—1),
(14) o1 (n—1)-Faz (n—1)=0,

ity hel(j=1,2;i=1,2,...,n—1),
titos(D)heI(G=1,2,...,n-2).

Die Bedingungen (9) und (12) kann man leicht erfillen, etwa pz-1=0, d. h.
kp=ky-1 und py=0(1=1,2,...,n—2).
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In ¢ e Iy dieskretisieren wir (RWA) mit der Formel (1) mit a3 =0 (), xa=
=g (1), xg=0g (f). Bezeichnen wir entsprechende Koeffizienten a, b, ¢, d mit a,
by, ¢i, di. Dann haben wir

B2 (ayx (tetoq () B)+bix (1)) +eix (ei+-aa (1) )+
+dy (t14-as (6) B)=f (&4, x (20)).

Die diskrete Analoga von (RWA) ist jetzt der Form (DRWA) mit Bp=diag
05 1,...,1,0)e R*, ry=(20,0,...,0,21)e R und

on -
aio b a di
az azo be Ca da
(15) Ap=h2
ap-2,n-8 An-2,n~4 - . - An—2,0 bp~2 Cn—2dn-2
an-1,n-2 An-1,0-8 « + an-1,0 bp—1 Cn-1
A2

wobei fir 1=1,2,...,n—1; ;=0,1,2,...,i—1
a falls j=py,
0, falls j#pi.

Bemerken wir, daf$ aus (14) d,-1=0 folgt. Die Einzigen positiven Elemente auSler-
halb der Hauptdiagonale der Matrix A, konnten 4; (f=1,2,...,n—2) sein. Sei

ti={ia1 ()+oe (>0, i=1,2,...,n—2}.
d;>0, falls iex}.

Dann gilt

Aus (12)—(14) gilt fir =1,2, ..., n—1

<0 falls d4;>0,
a4<0,¢:4

<0 falls d4;<0.

3. Inversmonotonie von A;

1. Satz 1. Es gelte (9) fur kje R(j=1,2,...,n). Sei & durh (7) definiert
und 20=0, f=ti1+kh, ((=1,2,...,n). Fir Vektor ¢ee RI» mit den Kompo-
nenten
(16) es=sin [M

eR+(=0,1,...,n
1+2.s)e +@ )
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gilt dann ¢>0 und
(Ane)i=ne;>03G=0,1,...,n),
wobei

1 falls $=0,n
h—-Z
a={— [at (et-1-pi—er)+ci (er1—er)+
e
+di (esr2—er)], fallsi=1,2,...,8—1.

Beweis. Es ist 0<¢; <1 (#=0, 1,...,n) und aus (18) folgt ¢>0. Offenbar

ist (Ane)i=e; (=0, n). Weiter gilt

(Ane)s=h2 (a1e¢-1-p;+- bier+- crer1 -+ dier2)
(=1,2,...,8—1).
Daraus folgt, wegen b= —(a;+c:+di)

(Ape)i=h"2 (a; (e1-1-p;—e1) +ci (esr1—eg)+
+d; (ea2—er) ((=1,2,...,n—1).

Damit ist gezeigt, da Xe;>0 ist. Man soll noch ;>0 (i=1,2,..

weisen. Fiir z=n—1 haben wir

—o(t)=0e(t)=En,

h
ei-1+egr1=2e; COS T kny
+2¢
—2ap1= —2Cn—1=bn—1=2a§2("— 1)'
Jetzt ist
W2
(Are)yp1=——— (2en-1—(en—2+en))
o (n—1)
—2 —

__ ¥, [ 1—cos 733(_"__1&)

af(n—1) 1+2¢

=2 (ea (n—1)h)en-1=An-16n-1,

h .
Ze], €20, ceR, ist.

wobei A (h)=2h"2 ( 1—cos 7

6
Es ist n 23, ae(n—1)=kyp, h—_1=ij. Aus (9)
=1

.sn—1) be-
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folgt

n—1

kn< Z kj:
=1

B2k ag(n—2)h< it
2k, 2
Wegen =0, folgt A(xg (n—1)A)>0.
Wir beweisen jetzt daB A>0(i=1,2,...,n—2) ist. Sei fir ein festes
te(1,2,..., n—Z}x: =ay (f), o2:=o2(), oz:=03(?) und

i
— wh , 1:=i+ Z ks
142 B =

Dann ist e;=sin « T, gr1==sin « (7+ag), eire=sin « (7+uag), e1—1—p;=sin a (v+x),
wobei p; durch (12) definiert ist.
Es ist
—r<<x<<—1.
Aus

A2
E(x):=7 (Ane)1>0, xe (—=, —1).

folgt A;>0. Es gilt

_ tatos _ ag+x
O T o 7 ey 2T

a2+x

(a8 —x)(oxs—a2)

f (as),

flx)= 1 (sine (t+x)—sine ).
x

Wegen ag—x>0, ag—oa>0, ag— x>0, ist £(x)>0 fir x € (—t, —1], genau dann,
wenn

b (x): =(e§—ad) f (x)—(af —2%) f (e2) +

+(oc§—x2)f(a3)>0, X € (_T: —'1],
gile. :

Jetzt beweisen wir, daBl {'(x)<0, xe(—7, 0], und

P(x) =4(0)>0, xe[—7,0]
gilt:

Daraus folgt M>0. Zuerst beweisen wifr
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Lemma 1. Fir f(x) gilt
@ ) =207 xe [ al,
=L J:

g(x):=sina (v-}+x);
(b) I (<0 falls xe[—=, as];
© f'(®)>0 falls xe[0,as] und ar>n/2;
(@ F(x)>0  falls xe[—n,as).
Beweis., Die Funktion g(x) ist analytisch in [—~, a3] und gilt

£(W=g O+ > g (0)-]?

=1
(a) Es ist offenbar
1 oo xj—l
Jx)=—(g (x)—g ()= D g"(0)~—-.
x =1 J!
(b) Es gilt
F@=— e
mit

g1(x): =ax cose (t-+x)—sina (v x)-+sina .
Aus g;(x)=—a? sinx (t-+x) folgt
=0 falls x=-—n=,
>0 falls xe(—=,0),
g1(x) { =0 falls x=0,
<0 falls xe(0,w/a—1),
[ =0 falls x==n/a—r.
Jetzt haben wir
a1(x) <1(0)=0, xe(—7,wfa—1).
Aus x € [—r, as] folgt

™

0 <
o (t+x) 112

(et+tir2)<m,

d.h.

x € [—, mla—x].
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Aus (a) folgt

und damit f'(x)<<0.
(©) Es gilt

mit

g2(x): = —2ax cos « (t+x)+(2—a2x?) sin « (t-+x)—2 sin at.

Wegen
fiir av>nf2 folgt

ga(x) 1 >0

>0

f’(0)=-;—g1(0)= —a?sin v <0

&3 (x)=—0Bx2 cos « (t+x),

falls
falls
falls
falls
falls

f'(x)=:ls g2(x),

x € [—~, 7f20—7),
x=r[20—7,

x € (m/20—7, 0),
x=0,

x € (0, wja—1).

Aus x e [—r, ag] folgt x<<mfa—=, und fir ar<<w folgt n/x—r<<0. Jetzt haben

wir

Aus (a) gilt

g2(x) >g2(0)=0,

£7(0) =% £9(0)= —% 3 cos a,

und wegen =w2<at<m ist f(0)>0.

(d  Esist

mit

g3 (%) =(6ax—o3x3) cos « (t-+x)-+(32x2—6) sin « (t+x)-+6 sin «r.

Weiter ist
und
=0
, <0
g3(%) —0
>0

falls
falls
falls
falls

(%) =$ g3(x),

g3 (x)=0t3 sin o (1+x)

x=-—1,
xe(—m,0)
x=0,

x € (0, mfe—1).

x € [0, as].
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Es gilt g3(x) =g3(0)=0, falls xe [—~, a3].
Aus (a) haben wir
fo)y=— (4)(0)—% ot sin at>0
und damit
f"(x)>0 fir xe[—m,as]-
Lemma damit ist bewiesen.
Wir zeigen jetzt: {/(x)<<0; ¢(x)=¢(0)>0 falls xe[—r,0]. Es ist
§’ (x)=(x§—0B) ' (x)+2x (f (x2)—f (03))

und wagen f'(x)<<0; flog)>f(ag) (weil aa<<ag), folgt ¢'(x)<<0 und $(x) =¢(0)
falls x € [—~, 0].

Um ¢ (0)>0 zu zeigen, betrachten wir zwei Fille.
I ar<w/2. Nach (a), Lemma 1, haben wir

¢ (0) =(x§—o) f (0)—af f (az)+d f (xa)

=(a§—ad) 1 (0)+ Z s (0)( of a1—od of1).
S|
Wegen  f(0)=g'(0)=acosar,
gilt
y =550 “’) [dad —adod 1],
=2 ! .
Offenbar ist
(—1)*F-1a2%-1 cos o (t-+x), falls j=2k—1,
g9 (i=1,2,...)
(—1D*a2k sin a (t+4x), falls j=2%.
Jetzt ist
$(0)=—ofsina < (oz%o@,—agaz)_aa cos at (afud—adud)+
~+sin at Z (— 1)k ( 21 «Zagt-1)
k=2 @r)!
+cos art E (— k-1 ﬂ (agagk 2 oBud _2) ,
k=3 (2B—1)!
und

¢ (0) =o?agus (x3—o2) sin ar-+sinatr D' (Ase+Aars2)+
k=1

+cosat D! (Bax+1+Bak+a)
=1
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mit
Ag: =(—1)%*

2. 4k-1__ 41 _
(4k)|(°‘2°‘3 adudt-l), (k=1,2,...),

adk+2

Augro: —(—1)2k+1 %
ax+2: =(—1) @)

(aZad®tl —o2udk+l), (k=1,2,...),
adk+l
Bag+1:=(—1)%* (4k—+1)T( dodk —adadk), (k=1,2,...),

adk+s
B =(— 1 g —aladi) (=12,

Wegen 0<ar<wf2 ist sinar>0, cos ar>0. Weiter ist fir k=1, 2,...

ok o2
Aag+ Asgr2= 2| y4k-3__y4k-3__ k-1 y4e-1) |,
TR ) #3 [“3 T (4k+2) (4k+1) (@5 )]
A A > * 202 k-3 —_yir-3_ o?aj 4"4].
et Aden (4k)1“2°“’[“3 " @k +2) (4kt1)

Wegen oaxg<m, k=1 gilt
b w1

(4k+2) (4k+1) 42 3
Es ist ag>2¢z und daraus folgt

Ase+Asera>— @n! “2 o [“ék's (1 —‘;_] _'“gk‘a]
k 2
(4k)! 3
% ag [2 ——1]>0
(4k)' 3 3

Weiter gilt

ot o] s 4k-2
B4t+1+B4k+a=m“2°‘s @yttt —

_ o? 4 41;]
(4k+3) (46 +2) (e5* —e®)
4k+1
> Gy [t (1) e
k+1
>T4°]‘g—l—)-'— 2 dadt- 2(24k-2 %—1]>o
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weil 24k—2-%>1 fiir 21, a3 =202 und gilt
o2 (agk_a‘zlk) a20d - odk-2 < 1 T
(4k+3)(4k+2) 42 4

wegen aog<<T.
Jetzt kannman leicht sehen, daf

$(0)>0 falls xe[—7,0] und ar<<w/2.

I art>na. In diesem Fall gilt f”/(x)>0 fiir x € {0, ag] (Lemma 1, (c)). Wegen
f()<0 fir xe[—7,03] (Lemma 1, (b)) gilt

0<f(0)—f (x2)<f(0)—f(as)

weil 0<<ag<<ag. Jetzt haben wir folgende Situation

0 G, . '0} b4
f(0)
flay) . flas)
B C 3
A _T\
e
£ 0

weil  f(0O)=acosot<0 wegen w/2<ar<{® Aus AABE
AACD folgt (az>ag)
0§ _as _AC_CD_ f©O)—f(x) _ f(0)~f(eg
o3 @2 AB BE ~ BE' FO)—f (x2)
und weiter (wagen f(0)—f(az)>0)

of (f(O)—F (a2))>af (F(0)—f (s))

oder

¢ (0)=(of—af) f (0)—of f (=)t f (3)>O0.

Damit ist der Beweis des Satzes 1 beendet.
Im speziellen Fall kann man etwas mehr {ber A; sagen.

Lemma 2. Seien die Voraussetzungen des Satzes 1 erfullt. Dann gilt
T 2(l) = —oa(f) =M= (a2 (),
— 1< —ag(t) ()<< —aa(t) =i = (wa(D)h).



Nichtéquidistante Diskretisierung 211

Beweis. Mit Bezeichnungen aus dem Beweis des Satzes 1 soll man nur
zeigen, dafl £ (x) monoton wachsende Funktion in [—7, 0] ist. Donn folgt

E(—ag) falls xe[—oe, —1],
E(x)=
El—ag) falls xe[—as, —a2).

Weiter fir x=—ug (di=0 nach (5)) haben wir

£ (—ag) =—1 (—sin o (1—o2)—sin « (1+ag)+2sin art)
2a3

=L sin et (1 —cos aez) =i h2) (agh) sin at.
od 2

Daraus folgt o
(A ;.e)¢ =2h—2E ( — Otz) =A (azh)e¢
und
A=A (agh).

Wollig analog fiir x=—a3(c;=0 nach (6)) haben wir
£ (—a3)=% h2 Magh) sinat und M=Xx (agh).
Jetzt bleibt zu beweisen, daf3 §(x) .Iﬁonoton wachsende Funktion in [—r, 0]
ist. Aus dem Ausdruck fir £'(x) folgt fir xe[—~, 0]
D(x)>0=>E'(x) >0,
mit
D (x): =(a3—a) [(az—x) (a3 —x) f' (x)+
+(aa+oz—2x) £ ()] +(ee—x)2 f (wg)—
— (g —x)? f(ata).
Wegen f"*'(x)>0 fir xe[—r, ag] (lemma 1, (1)), folgt xi1,x3 € [—1, as]
(23) x1<xp =f" (1) <[ (2).
Betrachten wir D (x) und zeigen D (x)>>0. Offenbar ist
D' (9)=F"(x) (oa—x) (o8 —) (x5 —t2) — 2 (x) (9 —t2) — 2 (xa— ) (08) + 2 (03— ) (2)

oder
D'(x)=(a3—a2) (ata—x) (a3 —x) (%) —2 (a3 —ax2)

_[f(x)_(aa—x)f(az)—(az—x)f(as)].

x3— o2
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Wegen

Jo (D)~ fag) . (=) (ra—2)
o3~z 2
Wobei ¢ abhingig von x, ag, a3 ist, und gilt
min{x, g, g} <o<<max{x, as, a3},
haben wir
D'(x)=(az—x) (xa—x) (xs—at2) (f"(x)—f"(6)).
Fir xe [—r,aa] ist
(18) x<o<os.

Jetzt ist D'(x)=(az—x) (as—x) (za—a2) (f"'(x)—f""(6)), und wegen (23), (24)
folgt D'(x)<<0, xe[—=,az] und D’(ag)=0. Daraus folgt x € [—T, aa]=D(x)>
> D(a2)=0. Weiter haben wir D(x)>0, x € [—, 0] und damit £'(x)>0, x € [—7, 0].

2. Satz 2. Die Matrix Ay, (15), ist

a) M— Matrix, falls tf=0 ist
b) i.m. Matrix, falls 7370 und fur jedes ¢ e 7%

(19) o ((+1) ==
gilt, wobei z; kleinere Losung der Gleichung
(@) 224ag ((+1) z2+as (1+1)A=0
mit
Al —1 n os (1+1) ag (7) (o () —0f ()

ag (- 1)+oz (1) daz () (oF ()—od () (6 G+ 1)—af G+1))

Beweis. a) Sei 14=0. Dann gilt nach (4) ;<0 (1=1,2,...,n—2), at<<0,
¢ <0, b>0, (i=1,2,...,n—1), d.h. A4 ist L -Matrix. Mit dem Vektor >0
aus dem Satz 1 gilt I (4pe)=0. Unsere Behauptung folgt jatzt nach M -Kriterium
[2].

b) Sei 14£0 und A:=h2A4;.Wir definieren

28 M=Aas+B, L=E+A43C

mit nichtpositiven Matrizen B und C, fir welche A-=B+C ist. Jetzt beweisen
wir die erste Bedingung des ML -Kriteriums A <ML, d.h. ([2])

(21 A§<BAzC.
Sei weiter

~

di=

d; falls ie~
(G=1,2,...,n—2)

0 falls i¢rs
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Dann ist
00 -

0 0 d _
0 0 4

Ag= .

. dn—z
00
0

Wegen Ag=diag (h%, b1, ..., bn-1, h?), ist A—=A—Aq—Af. Sei

- 0 —
apo 0 3a di—d1

a1 an 0 jc da—dz

B=
an-2,n-8 . . « Gn—2,0 0 -} Cn—2 dn—z—zn—z
An-1n2...8-1,1 an10 O  dcpn
— 0 —
Y a falls j=p, :
(i=1,2,...,n—1)
a‘11= - -

G=0,1,...,i—1

0 falls j=~pi.
Offenbar gilt B<0 und C=A-—B<0. Jetzt ist (21) dquivalent mit
ddibi <cicpa fur de vl
Fiir beliebiges aber festes 7 € v seien
yi=a (7), a=az (), P:=ag(@)

(22)
x:=oc1(i-|—1),\ v:=ag (i+1).

Wegen ag (1+1)=8—o>0 ist (21) dquivalent mit

_2 (Y-|-B—a~|—x_|_ By B*—y® Y+ <0
Y (@—) x da (2 —3%) (Y —B+o) P—a—x
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bzw.
(23) LV FE S a )
x Y—B+a y—a—x
mit
o BY B
4o (x2—y?)

Wegen 7 € 14, a+y >0, (9) und (13) gilt
a<f—a, atx<0, =B, y=2(@—w).
Die Bedingung (23) ist erfiillt, fails (24) .gilt:
(24) g (x):=(P—y+B—0) (2 +yx)+(y*—(B—0)?) (B—«) <0.
Offenbar ist g (0)>0 und '
8 (—)=Px (a—y)+(y—B+o) (ay—o?+(B—a) (y +B—)).
Wegen a—y<<0 gilt
BD=y e (E ) Dt
+4 =B+ (y+—22) (@—57),
()= () (s =4 )
—4 (B—a) (B—20a) (a2—y2))<0.
Weiter gilt
PoytBam (LB e (s e 2 252
1 0 Y2 o .2
T @) [Yoc [o. +—2—]+oc B—a) (a2—y )] >0,

weil 3 >2ax.

Daraus folgt g (x) <0 fiir x € [z1, 22], wobei 21, 22 die Losungen von der
Gleichung g (x)=0 sind. Wegen p—y+B—a>0, —y/2<—a, g (0)=g (—y)>0,
g (—a)<<0 haben wir z1 € (—v, v/2) und 23 € (—a, 0). Aus x=¢; ({+1) <—do (1) =
=—a folgt g (x)<0 flur o ((+1) € [21, —a=2 (7))

Da die Gleichung (20) dquivalent mit der Gleichung g (x)=0 ist, die Be-
dingung (21) ist unter den Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt.
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Offensichtlich gilt My <0. Ly <0, d. h. M und L sind L-Matrizen. Matrix
M ist auch M-Matrix, was wir beweisen. Mit ¢e=3 haben wir (Me)o=(Me),=FH2,

(Me),,_1=—;—an_1+bn_1 und fir :1=1,2,...,1n—2

1
% a;—f—b;—}—? ci+dy fur 7 ¢ ‘r},
1 1 ~
(Me)¢=? aH-bH-? c+di—dy= )
? aH—bH—? Ct fir 7e ‘I.'E.

Wegen ¢; <0, 2;<<0 und %a¢+d¢<0, ist

(Me)i>ai+bi+ci+di=0, (i=1,2,...,n—1).

Es gilt, also, I} (Me)=@, und-nach M-Kriterium [2] folgt, daf} die Matrix M-
-Matrix ist. '

Mit dem Vektor e aus dem Satz 1 haben wir I9 (4e)=@. Daraus nach ML-
-Kriterium [2] folgt die Behauptung des Satzes 2.

Im Satz 2 ist gezeigt, dass A, M-Matrix ist, falls t;=#, d. h. falls

Di
(25) a2 )=k < Z kij=—oa (@) (=1,2,...,n—1).
=0

gilt. Die Koeffizienten p; =1, 2,...,n—1) sind durch (9) und (12) bestimmt.
Satz 3. Sei b=k =1,

i—-1
(26) Ri<kin< Y kg (i=3,4,...,n—1),
=0

Seien &k, und pr—1 nach (9) bestimmt. Dann ist es moglich pee {0, 1,...,:i—1}
(=1,2,...,7n—2) so zu wihlen, daffi die Matrix 4, M-Matrix ist.
Beweis. Wegen ky=Fk ist (25) mit p1=0 fiir /=1 erfillt. Aus (9) folgt,

daf3 (25) auch far i=n-—1 erfillt ist. Fiir 1=2, 3, ..., 7n—2 p; soll man so wihlen,
da3

i )
ki+1 < Z kd—j gki+l +k‘i+2 (7-=2: 3: “eay "_2)’
7=0

gilt, was nach (26) immer méglich ist. Z. B. man kann p; fir /=2,3,...,n—2
mit folgenden Massnahme nehmen.
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pi=pi+]‘
S

p1 kreigen wir wenn JA-Entscheidung vorkommt, und wegen (26) ist
21€{0,1,...,i—1}.

Bemerkung. Wegen ki=ky bekommen wir aus (25)

Pi i-1
ki< ) k5 < ) by <20 (i=2,3, ..., n—1)
=0 =o

d. h. ist k>24-3k; fiir eines i€{2,3,...,n} kann A, nicht M-Matrix sein.

3. Fir die Funkction g(x) aus (24) gilt g’ (—v/2)=0. Daraus folgt
z1€(—Y, —y-+a), wobei z; die kleinere Losung von der Gleichung (20) ist. Die
Bedingung (19) ist erfiillt, falls

27 o ((+1)>0z ()—os (1) ievg
gilt. Jetzt haben wir als die Folgerung des Satzes 2

Satz 4. Die Matrix A ist

a) M-Matrix, falls t;=0, ist

b) i. m. Matrix, falls tz#@ und fir { e ©5 (27) gilt.
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Der einfachste Fall 1 (¢) (=1,2,...,n) zu rechnen ist py=0 (1=
=1,2,...,n—1), ky=kp—. Dann sind die Bedingungen (9) und (12) erfillt
und es gilt di =0 (=1, 2,...,n—1). Daraus folgt. A5 kann M-Matrix sein nur
im Fall ky=Fk (=2, 3, ..., n), d. h. im dquidistanten Fall. Im diesem Fall wegen
(9) ist (27) immer erfiillt.

3. Satz 5. Sei fir die Matrix Ay, th=90, oder t7#¢@ und fir jedes fe T}
w (+1)>n

wobei 2z die kleinere Losung von z2tag(f) 2+az (f+1) A=0 mit A aus dem
Satz 2 ist. Dann

a) gibt es den kleinsten positiven Eigenwert A5 von Azx=»Bpx,

b) gilt As =29, wobei :

o=min {A:i=1,2, . ..,0—1}

mit A; aus dem Satz 1 mit e=0.
Beweis. a) Es ist 431 >0 (Satz 2) und B=diag (0, 1,...,1,0)=0.
Daraus folgt A;'B, >0 und der Spektralradius p=p (4;1B5) >0 ist ein
Eigenwert der Matrix A;!'Bj. Daraus folgt, daBl Ap=p~! der kleinste positive
Eigenwert von Apx=2ABzx [la], [2] ist.

b) Fiir ¢ aus dem Satz 1, wegen =0, gilt ep==¢,=0.
Daraus folgt
(A;,e)¢=(Bhe)¢=O (i—eO, n).
Wie im Satz 1, haben wir
(Ane)i=M (Bae)y (1=1,2,...,n—1)

Ape=2oBpe
Da A;1>0 ist, folgt e>xoAz! Bre und [|A4;1Baelle <Ag! Wegen p (A31By)=
=21 gilt A1 <] A1Bnel e » [2]- Daraus folgt A3l <Agl, d. h. Ao <Ap.
Als die Folgerungen des Satzes 5 haben wir folgede Behauptungen.
Im Fall daB} fir 1=1,2,...,n—2 :

und

i
ki tkita=as ()< ) ky=:T
=1

gilt, haben wir
—t<—ag (1) < (1).
Nach Lemma 2, dann gilt fiur :=1,2,...,n—~2
N> {A (ag (D) B) falls —ay (2) <op (1),
(s r) falls o ()<—us (3).



218 Dragoslav Herceg

Die Funktion A (h)=2h2 (1—cos wh) ist fur 4 e [0, 0. 5] monoton fallende
und daraus folgt

MZA(2ksh) (1=1,2,...,n—2)
weil 2kg s (7) =202 (1). Jetzt haben wir
Ao =M (2ksh).
Ist in (9) und (11) p4=0 (7=1,2,...,n—1) und gelte

1
kin=0s () <)) ks
i=1

dann gilt nach Lemma 2
Ao ZN(knh).
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Dragoslav Herceg

NEEKVIDISTANTNA DISKRETIZACIJA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA SA FENOMENOM
GRANICNOG SLOJA I NEKE OSOBINE DISKRETNOG
ANALOGONA

U radu se neekvidistantnom diskretizacijom sa mreZom (8) formira diskretni analogon
(DRWA) za (RWA). MreZa I, je formirana tako da [0, £], 0<e< <1 sadrZi §to veéi broj tataka mre-
Ze In, §to je pogodno za numeriéko reSavanje problema tipa (RWA) koji imaju fenomen grani¢nog
sloja u t==0. U § 3 dokazana je inverzna monotonija matrice A, i odredena vrednost 2o za koju
vaZi 20<An, gde je A» najmanja pozitivha karakteristi®na vrednost za Apx=2»ABpx. Koristedi se
rezultatima teorema 2 i 3 mogu se refiti mnogi problemi vezani za refavanje (DRWA): egzisten-
cija i jednoznalnost re§enja x» od (DRWA) konvergencija postupka paralelne sedice, nejednalina
stabilnosti, konvergencija diskretnog reSenja x; ka kontinualnom refenju od (RWA}.

Rezultat teoreme 1 u ekvidistantnom slu¢aju nalazi se u [le], ali dokaz iz [1e] nije moguce
primeniti na neekvidistantan sludaj.

Ovaj rad sadrZi deo moje doktorske disertacije, koju sam zapoteo pod rukovodstvom pro-
fesora dr Ericha Bohla u Matemati¢kom institutu univerziteta u Miinsteru, SR Nemaé&ka. Zahva-
ljujem se Institutu za matematiku PMF-a u Novom Sadu i SIZ-i za nau¢ni rad SAP Vojvodine,
koji su mi omoguéili 1 finansirali osmomese¢ni boravak u Miinsteru.



