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Pap Endre

NEKI PRILOZI TEORIJI »-KONVEKSNIH FUNKCIJA

0. U radu [3] definisali smo n-konveksnu funkciju nad polugrupom. Is-
pitan je odnos izmedu n-konveksnosti i p-konveksnosti, gde je p faktor broja n.
Dokaz teoreme 2. iz rada [3] izveden je Cauchy-evom indukcijom. U ovom radu
dokaz ¢emo dati obi¢nom potpunom indukcijom i to na dva razli¢ita nacina, ko-
riste¢i ideje J. Aczél-a [1] date za realne funkcije. Na taj nacin ilustrujemo mogudé-
nosti dokazivanja i pri ovako op$toj definiciji konveksnosti funkcija. U radu {3]
su dati i neki primeri primene teoreme 2. iz {3] U ovom radu dajemo jo$ jedan
nov primer primene.

Na kraju rada navodimo nekoliko nacina za generisanje novih n-konveksnih
funkcija iz zadatih.

1. Ponovi¢emo neke osnovne oznake i definicije iz rada [3]. Neka je (X,*)
komutativna polugrupa. Uzimamo da je

n def
* Xy =X1%...%¥Xpn 1
i=1

def
n[x]=x*. .. *x.

n

Funkcija y,:X - X za dato n € N, jeste funkcija antistepenovanja reda n ako
vazi

(A1) Ya ()*yn (¥)=yn (x*¥),
(A2) 1 [ya (x)]=x, za sve x,ye X.

Neka je (Xi, *) komutativna polugrupa sa funkcijom antistepenovanja s,
a (X, @) je parcijalno uredena komutativna polugrupa sa funkcijom antistepe-
novanja 8,. Funkcija f:4A—>X> je n-konveksna funkcija nad skupom AcXi, sa
osobinom da za sve xie dii=1,2,...,n je

n
(K) yn( * x¢) € A, ako:
i=1
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ili zadovoljava slede¢u nejednakost
12 n
Flyn (% %)) <8a (D f (x0))
=1 =1

ili leva i desna strana u prethodnoj nejednakosti nisu uporedljive, za sve x; € 4
ii=1,2,...,n

2. U ovom delu ¢éemo dati dva razli¢ita dokaza teoreme 2. iz rada [3].

Teorema (Teorema 2. — [3]). Neka je (X1, *) komutationa polugrupa sa
Junkcijama antistepenovanja yn 2a sve n e N i neka je (X2, @) skup realnth brojeva R
(ili skup R+ nenegativmih realnih brojeva) sa uobiajenom operacijom sabiranja (mno-
Zenja). Tada 1z 2-konveksnosti funkcionale f:A—R (R*) nad AcXi sa osobinom
(K) za sve ne N, sledi njena n-konveksnost nad A za sve ne N.

Provr dokaz. Koristedi jednakost

n41l n+1l
(n+1) [yats (yn ( * x))]l=vn ( * x1)
1=1 =1
lako je dokazati da vazi
n+l n+l
Ya+1 ( * x) =2 (yn ( * xt)*Yn (xn+1)*(n—Dyn+1 ( * x)])).
1=1 =1 t=1

Po pretpostavci teoreme njeno tvrdenje je tatno za 2, a po induktivnoj pret-
postavci za n. Koristeéi prvu pretpostavku jedan put, a drugu dvaput dobijamo

n+1

f(ynn (1 *1 x:))*f (Y2 (ya ( *1xi)*Yn (xn+1%(n—1)[Yn+1 (t *1 x))) <
= = =

n n+1
< % (F (rn & 20)+1 (yn (msan(n= D) [ran . )<

=1

—( Z f(x1)+(”—1)f(Yn+1( * xt)))

n {1 =1
Qdatle sledi ta¢nost tvrdenja za n+1.
Drugi dokaz. Koriste¢i jednakost
n+l n+l
(n2—D¥n+11n (¢ - x)]=(n—1)[yn (‘ * x1)]
lako je dokazati da vaZi

Yat1 ( * xt) =vn ((n—1D)[yn( *lxt)]*Yn (Yn+1( *lxt)*("— D) [xz+1]))-
-1 =
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Po induktivnoj pretpostavci tvrdenje teoreme je taéno za n. Triput prime-
njujuci ovu pretpostavku dobijamo

f (Yn+1( . xt))—f (Yn ((r—D)yn ( * xi)]*Yn (Yn+1( . xt)*(n—l)[xn+1])))<

=1 i=1 1=1

— ((n— D f (yn ( * xz)) +f (Ynt1 ( * x.;)*(n— D [xan]) <

i=1
1 n n+1
Sz (n—1) t);lf (x)+f (Yans (j_*lxt))wt(n— 1) f (xa+1))-

QOdatle sledi tadnost teoreme za n-{1.

Primetimo da se u drugom dokazu pri prelazu na n+1 nije koristila 2-kon
veksnost funkcije (kao u prvom dokazu), ve¢ samo n-konveksnost.

3. Dacemo jednu novu primenu prethodne teoreme.
Teorema 1. Za svaki asocijativni komutativan grupoid sa sredinom M (eng.

mean grupoid — L. Fuchs [2)) postoji injektivno preslikavanje u skup realnih brojeva
koje ofuvava poredak i takvo da je

n 1 n
) Flxx)=—"% f(x)
i+1 n (=1
za sve x;eM 1 i=1,2,...,n 1 svako ne N.

Dokaz. Kako je x2=x za svako x € M, to je sa vz (x)=x za x € M definisano
antistepenovanja reda 2 nad M. Na osnovu teoreme 15. iz [2], str. 183 (1) je ta¢no
za n=2, §to moZemo i ovako zapisati

e y))=-;~ (F )+ () 2a x,y € M.

To znati da su funkcije f i —f 2-konveksne.

Primetimo da je nad M definisano antistepenovanje proizvoljnog reda n e N
sa yp (x)=x za xe M. To sledi iz jednakosti x®»=x za »n>=2. Kako su ispunjeni
svi uslovi prethodno dokazane teoreme, to zaklju¢ujemo da su funkcije f i —f
n-konveksne za svako n € N. Qdatle sledi taénost jednakosti (1).

4. Naveiéemo dva nadina za generisanje novih n-konveksnih funkcija iz
poznatih.

Teorema 2. Neka je funkcija f:A1—>Xo n-konveksna nad A1 =X1, a funkcija
g:As—>Xy n-konveksna nad Asc Xy i A=A1n Az nije prazan skup, rada je funkcija

Fx)=f(x)Dg(x) (xe4)
n-konveksna nad A.
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Teorema 3. Neka je (X1, *) komutativna polugrupa sa antistepenovanjem
Yu, (Xo, @) parcijalno uredena komutativna polugrupa sa antistepenovanjem 8p i
(X3, ©) parcijalno wuredena komutativna polugrupa sa antistepenovanjem en.
Neka je f:A1—+Xa n-konveksna funkcija nad A<=X), a g:As—Xs n-konveksna funk~
cija nad As=Xo, f (A1) c A2 i iz x <y 2a x,y € Az sledi g (x) <g (y). Tada je i funk
cja G (x)=g (f (x)) n-konveksna funkcija nad A;
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Pap Endre
SOME REMARKS ON THE THEORY OF n»-CONVEX FUNCTIONS

Summary

We have defined in paper [3] the notion of n-convex functions. We give in this paper
two different proofs of theorem 2. from {3]. We also give a new application of this theorem. We
generate new n-convex functions from the given n-convex functions.



