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Nikoli¢-Despotovic Danica

REPREZENTACIJA I OSOBINE JEDNE KLASE OPERATORA

U ovom radu data je reprezentacija jedne klase operatora u polju M opera-
tora Mikusinskog. Ispitani su i uslovi pod kojima su operatorske funkcije pred-
stavljene datom reprezentacijom neprekidne u datoj tacki, u smislu neprekidnosti
u operatorskom ra¢unu [5]. Problem neprekidnosti specijalnih klasa operatorskih
funkcija raspravlja se i u radovima [6], [7] i [8], a ovaj rad prodiruje rezultate
dobivene u njima.

Reprezentacija jedne klase operatora
Obelezimo sa S onaj podskup polja operatora M Ciji elementi imaju sledeéu
osobinu: Reéi éemo da operator azie M. f, geC, g #0, pripada podskupu Sakofig
tmaju apsolutno konvergentne Laplasove integrale u poluravni Re z>x0>0, gde xo
zavisi od f i g. Sa indukovanim operacijama iz polja M skup S je polje, a poznato je
da je S#M [2].

Neka je a=i €S. Funkciju kompleksne promenljive z=x-1y.

g
A C))
_ O )
gde je
@)= @ e=dr i g* (=g () e=dr
0 0

nazvacemo tada Laplasovom transformacijom operatora a. Na taj nacin svakom ope-
ratoru ae S odgovara funkcija @ (¢) i mi tad piSemo a=g (2). Obelezimo sa S
sliku polja S pri transformaciji d-=a (z); elementi skupa S su funkcije d ()=
_f*@)

g* (2)
fizam izmedu polja S i S u oznaci

. Ditkin je dokazao da transformacijom a=-a (2) uspostavijen je izomor-

S=S [21.



42 Nikoli¢-Despotovi¢ Danica

Tako npr. ako su a i b kompleksni brojevi i Re >0, ceR, s operator diferenciranja
u polju M i (F1 konfluentna hipergeometrijska Kumerova funkcija [1] [4] [3]

_ b
pri izomorfizmu S--S§ operatoru * ={ : Fi(a, b; cz)} odgovara funkcija
(s—c@ (T

—b

(vidi npr [3] i [8]).

(z—c)
Lema. Neka su AeR, o<v<<1i @ (a, —v; z) Wrightova funkcija [9], tada
operator _1, n=1, 2,..., ima reprezentaciju
(s"+1)m
-1
) “lfzs{ O 0,—v;—xr™) iy -3 (n,n—l—l;—lx)dx}
(8" +0)» n! VX
0
> n—1
:sl"{ DO, —v;—axr) a e ﬂ}
(n—1)! vx
0
> n—1
:s{ D1, —v;—xr V) ad e‘”dx}‘
(n—1)!

Q

Sem toga, vaZi slededa relacija

1 1 1 1 1
(@) == + N e |
GRSV NGES VRS CICES NS LIGEDN
Dokaz. ObeleZimo sa Gy (¢) funkciju definisanu na slede¢i naéin

n
Grn(t)= j‘(l) 0,—v;—xt™v) z—'lFl (n,n-l—l;—lx):’—z

0
Ovako definisana funkcija ima smisla za svako neN. To sledi iz ovih osobina
Wrightove funkcije (vidi npr. [6]).

(A)

[V
O0,—v;—xt™) — ! <A (W), tx 1 =0,
x
o> 1 -y 1
B) @ (0,—v; —xt7")~Jar 2AMx 2=V exp(—ar 1~ x17Y), x—>00

v

gde je a=(1—v)1-v
kao i osobina funkcije 1F; ([1] str. 266 i 268).
(C) Ako je A>0 1 x—>o0, tada je
1F1(n, nd1; —ax)=ne=2* (—ax)~1 [1+0 ((Ax|-1)].
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Ako je A<<0 i x— o0, tada je
1F1(n, nt1; —xx)=n! (Ax)~7? [140 (|ax]-1)]
(D) Ako je k=(1—n)/2 i ako je & (—Ax) ogranifeno, tada je
1By (ot 1; —Ae)=nl [(—he) K12 e=2912 By (2 & () -0 (1lD),

gde je Fn (x) Besselova funkcija n-tog reda.

Primenom matemati¢ke indukcije dokazademo da reprezentacija (1) vazi za
svako neN. Proverimo najpre datu reprezentaciju za n=1, odnosno pokaZimo da
je

(142 Gy=/* 1

gde je [ operator integraljenja u polju M.
Kako je

vx

Glz[jtb(o,—v;—xt“)x1F1(1>25—1x) c‘ii]
1]

3 :[—x Fir(,2; =)0 (1, —v; —xt) —}—j e O], —v; —xt™) xd}

z=0 0
:l"{j"l)(o, —vi—xt V) e M @]
0

vx

:[— re O (1,—v; —x™)] —1/r ‘. e M@0, —v; —xt7Y) 9}
=0 0 e
=~[—~{L fe‘“ D0, —v; —xt7) dj},
A A VX

0
to iz relacije (3) sledi da je

A G1=["+1-—{ S(D (1, —v; —xt™) g% dx]
0

=[+1-G
Stoga je
(1A Gi=/1,
odnosno reprezentacija (1) vaZi za n=1.
Pretpostavimo da reprezentacija (1) vazi za n==k, odnosno da je

[

4) (1A Gr=0+1 _ .
@) (1) Gy i G
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Tada je

Grr1= {
Geror

D0, —v; —xt)

dx
Fi(h+1, h+2; —an) &
LR x)vx}

(2]

S—38

!I

1F1(k—}—lk—}—2 =)D (1, —v; —xr) | +

( =0
—}—j e O(l, —v; —xt— ") — }
0

[e.v]

—p U e P (0, —v; —xt- v)ﬂd”]

k! vx
0

pri ¢emu smo se koristili osobinom ([1] str. 242) da je
[xi+t 1y (R, k425 —h)) =(R+1) 2 1F1 (42, B+2; — ).
=(k+1) xk e—7=,
Stoga je

k 1
Mvc;kﬂz{x ® (1, —v; —xt- “)a+—)1F1(k+l, oy —)\x)dx}

0
={ Oj O (1, —v; —xt“’)ﬁ(k"l‘l) [1Fs (ks k15 —da)— =] dx}

vXx

ZZ{j(D(O —v; —xt~ “)—1F1(k k+1; —)\x)—} Gr+1
0

ili
Gr1 1+ =Gy
a na osnovu reprezentacije (4) tada je
Z —_—
(SV—I— )\)k+1
Prema tome reprezentacija (1) vaZi za svako keN.
U dokazu drugog dela leme koristicemo se sledeéom vezom ([1] str. 252)

Gr+1=

£ Fi(a+1, c41; 2)=1F1 (a+1, ¢, 5)—1F: (a, ¢; 2).
c
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Stoga je
x1Fi(n,n+1; —7\x)=% GF1 (n—1, n; —Ax)—e= %)

x1F1(n—1,n; —7\x)=n; I GF (n—2,n—1; —Ax)—e )

x1F1 (1, 2; —kx):% (1F1 (0,1; —7\x)~e‘”“).

Koristeéi zadnje relacije, a na osnovu dokazanog prvog dela leme zakljuéujemo
da je

Gﬂ:i Gp-18® — ~]~ Gy.
A A

1 1 1 1
={——s [* Got—Gpat-- +—G1),
A A A2 Ar

§to je i trebalo dokazati.

Posledica leme. Na osnovu izomorfizma polja S i S, S=S, i reprezentacije
(1), analogno kao u [3], sledi:

Neka je a kompleksan broj takav da Re a>>01 neka je 0<<v<1. Tada je operator
1

—(—W €S moguie prikazati u obliku
s¥ -t

v; —xtY) —ﬂ— 1F1(a,a+1; —hx) dx}
vx

(N H)“ [(a+1)

a--1
=5 j(D(l, —v; —xt™Y) X e gl
[0 I (a) }

Neprekidnost u talki jedne klase operatorskih funkcija

Neka je data klasa operatorskih funkcija oblika

(s) O()m——— 1 ueN, 0<v<I,

(e (%) & +B ()7
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gde su « (x) i B (x) realne, numericke neprekidne funkcije nad intervalom I=/c, dJ.
Neka xoel i a (x0)=0, B (x0)520. Slededa teorema daje potreban i dovoljan uslov
za neprekidnost u tacki xo klase operatorskih funkcija (5).

Teorema. Neka su zadovoljeni slededi uslovi:

(1) a=a(x) i B=Q (x) jesu realne, neprekidne funkcije dok je xel

(ii) xeel, xo izolovana nula funkcije o (x), o (x0)=0 B (x0)7O0.

Potreban ¢ dovoljan uslov da operatorske funkcije (5) budu neprekidne u talki

B

x=xo Jeste da postojt okolina Vy tafke xo u kojoj je v (x)—? >0, dok xeVo\ {x0}.

Dokaz. Uslov teoreme je dovoljan.
Na osnovu relacije (2) operatorska funkcija (5) moze se prikazati u obliku

o 1 1 1
()= — 2| — e T R £
On=g g’ [(asv+6)n B (xsv+ D) ans%)}

Ako postoji okolina tatke xo, Vo u kojoj je v (x)>0 dok xeVo\ {xo}, operatorska
funkcija

Q1 (%)= V+(3

neprekidna je u tacki x==xo [6], 2 na osnovu zadnjeg razvoja operatorske funkcije
(5) sledi: kad x-—>xp i xeVo\ {x0}, tada

Qn (%)->Qn (%) = 87 (x0) ( 3

odnosno O (x) je neprekidna funkcija u tacki x=1xo.

Uslov teoreme je potreban.

Postoji zatvorena okolina V (x0) u kojoj B (x) ne menja znak i B (x)7%0. Za sva-
ku drugu okolinu ¥V, C V (x0) postojalo bi tada bar jedno x, eV, za koje je v (xn)<0.
Medutim, kako po pretpostavci teoreme |y (xn)| nije ograniéeno kad x—xo, to bi
tada v (xn) > — oo kada x,-+>xp. Wrightova funkcija ima osobinu da je za 0 <<x < oo,
>0, ® (0, —v; —x7¥)>0, te zato za svako A>0, i A<C<B je

B

-1 -1
PO, —v; —xt7Y) il ‘”de O 0, —v;—xr~ V)——n e Y — & _
(n—1)! vx (n—D)! vx

A

B
n—1
_C e—CYJ'(D(O,—v;#xt—")d—x-
A

(n—1)! vx
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Kada bi On (x) bila neprekidna u tatki x=uxy, postoyala bi tada fe€, fZ£0, tako da
za TeR*t je an (x) Ee[o 71X {z,} 1€ bi tada i

T y xn-ldx
{j@(O —v; —xt V)Y (n—l)'\;J
0

bila ogranitena funkcija za 0<r<7T, x=x9. Medutim, za O<u<T je
i oo
n—1
f @ [e= @0, —vs —ay)- T _E gy | -
(n—1)!vx
0 0

T 00
= ‘f(u)dej‘fb(O,—v;— V) g e . PN
0 0

(m—1)! vx

T B

dx

e ldy | DO, —v; —xy¥)—,

(n—1)! jyj ( Y )vx
o 4

a kako y——oo kad xn—xo to predhodnim izrazom ne mozZe biti tada predstavljena
ogranitena funkcija, odnosno, kad x,—>x0, xpeVan\ {xo} tada za ma kako veliko
N vaii

‘f( P i

B T B
C f e J dy f ® (0, —v; —y ) ESN.
(n—1)! J vx
0

Ovo bi stoga bilo u kontradikciji sa &injenicom da je f Qn (x) ograni¢ena funkcija.
Prema tome pretpostavka od koje smo posli nije taéna, odnosno funkcija (5) je
neprekidna u tacki ¥x=xp u smislu neprekidnosti u operatorskom rafunu [5].
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Nikoli¢-Despotovic Danica

THE REPRESENTATION AND THE PROPERTIES OF A CLASS OF
OPERATORS

Summary

The field M of Mikusinski operators is the extension of the integral domain ¢ [5]. In this
paper, the two following basic problems are investigated in the field A.

(a) The representation of a class of operators in the field A.

(b) The continuity in the point of a class of operational functions in the sense of continuity
in operational calculus [5].

As applications the following results were obtained.

Lemma. Let MR, 0<v <1, O (o, —v; 2) be the function of E. M. Wright and 1F1(n,n+1; 2)
be the confluent hypergeometric function. Then the following represemtation is valued

1 __ w@o s - R 1o Z
E;"+7\)_”_S 0, —v; —xt P 1(n,n+ ’_x\;c
0
[e )
n—1
=S{S(D(l, —v; —xt—V) (n_“l)!e—m dx} n=1,2,..)
0

where s is a differential operator in M.
Let us consider the class of operational functions of the following form

@ Q, ()= neN

1
(o (x) ¥ +B (O
where o (x) and [ (x) are numerical continuous functions on the interval I=[c¢, d] and xo€ [,

o (%0)=0, B (x0)70.

Theorem. The necessary and sufficient condition for the operational function (1) to be con-
tinuous in the point x==xo, 1S the existence of a neighbourhood Vo (x0) tn which

y=£x;>0, while xC Vol {x0}.
*4

(x



