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Endre Pap

UNIFORMNA OGRQNICENOST FAMILIJE f-PREBROJIVO
ADITIVNIH VISEZNACNIH SKUPOVNIH FUNKCIJA
SA VREDNOSTIMA U POLUGRUPI*

Abstrakt. U ovom radu se pomoéu Dijagonalne teoreme izvodi vazna teorema tipa Niko-
dyma o uniformnoj ogranifenosti specijalnih viSeznalnih skupovnih funkcija.

1. Uvod

Danadnja strujanja u matematickoj analizi sve se vi§e priblizavaju strukturi
polugrupe. Teoriju mere sa vrednostima u specijalnoj topoloskoj polugrupi ra-
zvio je M. Sion [14], a nekih rezultata u tom pravcu ima i u radu P. Antosika
[2]. L. Berg [3] uoCava da se Kklasi¢na analiza sa svojim pojmovima: skupovi,
funkcije, grani¢ne vrednosti, neprekidnost, redovi, integrali, i, s druge strane,
funkcionalna analiza (u Sirem smislu) sa svojim pojmovima: rastojanje, funkcio-
nela, mera, distribucije, operatori, mogu objediniti polugrupom obogatenom sa
jo§ nekom strukturom. Polugrupe su i ranije imale veliku primenu u funkcio-
nalnoj analizi — E. Hille, P. Phillips [7], ali to je uglavnom analiti¢tka teorija
polugrupa, vezana za operatore nad Banachovim prostorom.

Teorija skupovnih funkcija podstaknuta potrebama teorije mere i integrala
razvila se danas u samostalnu matemati¢ku disciplinu. Uopste, pod skupovnom
funkcijom podrazumevamo funkciju definisanu nad nekom familijom %% podsku-
pova darog skupa H a sa vrednostima u nekoj topolosko-algebarskoj strukruri
A. Danasnja stremljenja idu kako ka generalizaciji strukture A i familije %6, tako
i uzimanju $to 3ire familije 7 skupovnih funkcija. Tako skupovne funkcije mogu
imati za skup vrednosti: ne-negativne realne brojeve, realne brojeve, proSireni
skup realnih brojeva (sa+ oo ili— o), kompleksne brojeve, Banachov prostor (N.
Dunford, J. Schwartz [6]), normirani vektorski prostor, lokalno konveksni vek-
torsko topoloski prostor, grupu sa normom (J. Mikusifiski [10], L. Drewnowski
[4], [5]), topologku komutativhu grupu (P. Antosik [2]), semi-topolo§ku grupu
i polugrupu (P. Antosik [2]), komutativohu Hausdorffovu normalnu topolosku po-
lugrupu (M. Sion [14]), parcijalno uredenu komutativnu polugrupu (L. Berg [3]).

U ovom radu ¢emo dokazati teoremu tipa Nikodyma o uniformnoj ograni-
Cenosti za specijalne viSeznadne skupovne funkcije sa vrednostima u polugrupi
sa wops$tenom kvazi-normom. Osnovno sredstvo u dokazu ¢e nam biti Dijagonalna
teorema (v. [12]).

* Rad raden u Matemati¢kom institutu, Beograd.
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2. UopStena kvazi-norma nad polugrupom

U ovom paragrafu éemo definisati funkciju koja predstavlja uopstenje funk-
cionele iz rada [12].

Neka je (X, #) polugrupa, a (G, ) komutativna totalno uredena grupa.

Apsolutna vrednost |a| za elemenat a € G definisana je sa

la] = max (a,—a).

Definicija 1. Funkcija f: X—G za koju vaZi
(U1) flexy) < fO+f);
(U2) flx=xy) = 1f—-f)

za sve x, ¥ € X, je uopStena kvazi-norma nad X.

Uslovi (Uh) 1 (Uz) su nezavisni {(primeri iz rada [12]). Oéigledno je funk-
cionela iz rada [12] specijalan slucaj uopstene kvazi-norme (kada je G aditivna
grupa realnih brojeva).

Uopstena kvazi-norma je ,ne-negativna”, tj. f(x)=0 za sve xe X, gde je
0 neutralni elemenat iz G. Dokaz je isti kao u [12].

Uoti¢emo jo$ neke vaZne osobine uop$tene kvazi-norme.

Primedba 1. Ako je X polugrupa sa neutralnim elementom e, tada se u
definiciji 1 moze dodati uslov

(Us) f(e)=0.

Primetiéemo da se uslovi (Nx) £=1, 2, 3 iz rada P. Antosika [1] nad abelovom
grupom, mogu prodiriti na funkcije sa vrednostima u komutativnoj totalno ure-
denoj grupi. Tada su aksiomi (Us) 7=1, 2, 3 i (Nx) k=1, 2, 3 ekvivalentni nad
abelovom grupom (dokaz isti kao u radu [12]).

Uvodimo uredajnu konvergenciju nizova u G (B. Z. Vulih {15]).

Definicija 2. Niz {xn} elemenata iz totalno uredene grupe G uredajno je
konwergentan sa granicom x € G, u oznaci lim, x,=x, ako postoje dva monotona niza

t—-00
elemenata iz G opadajuci {zn} i rastuct {yn}, takvi da je

D x= infyp, = sup zn
nEN neN
2) Bn<xp<<yn 2an=l,2,....

Osobine uredajne konvergencije nizova mogu se naéi npr. u monografiji B. Z.
Vuliha [15], str. 38—45.

Definisemo sada funkciju d: XX X-»G na sledeéi naéin

¢y dxy)=1fx)—f]| zax,yeX
Funkcija d je pseudometrika (. Kurepa [9]).
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Definicija 3. Niz {xa} C X konvergira ka elementu x € X ako je lim d

n—oo
(2, x)=0, u oznaci d-lim x,=x. Oligledno, da granica iz definicije 3 u op$tem

n—rco
slucaju nije jedinstvena. Ona je jedinstvena onda i samo onda ako je funkcija f
injektivna.

3. Relacija ekvivalencije nas polugrupom

Nad polugrupom X definiSemo relaciju ekvivalencije

def
x~y & fx)—=f(y)=0.

Relacija ~ je saglasna sa konvergencijom nizova — definicija 3, tj. za dva niza
{xn}, {xn} C X takva da je xs ~ x5 2za ne Nuvek vaZi x ~ x, gde je lim d

n—rco

(%n, x)=0 i lim d (xn, x")=0. Naime, neka niz {x»} konvergira ka x e X, tada
—roc0

je otigledno svaki elemenat x’ € X, za koji vazi x’ ~ x, granica niza {x;}. Po-
kaza¢emo da niz {xn} ne moZe konvergirati ka elementu y € X koji nije u rela-
ciji ~ sa x. Po pretpostavci je

lim [ (xa) —F(x) | =0

lim [ f(xn) — f(¥) | =0.

n—ro0

No tada je (L. Fuchs [8], str. 30)
) lim (1f@n) =f@ | + [f@) —f)=0.

Kako je uvek
[fGa)—f@ ] + [ fem)—fD =21 f@—fO)

to na osnovu (2) sledi, zbog ofuvanja relacije < pri grani¢nom prilazu (B. Z.
Vulih [15], str. 39), da je f(x)=f(»), tj. x ~ ¥.

U ops$tem slutaju relacija ~ nije saglasna sa operacijom * u polugrupi X
(primer (Z,+) sa apsolutnom vrednodéu). Zato ¢emo se ubuduce ograniéiti samo
na one slucaleve za ko;e je relacija ~ saglasna sa operacuom *, tj. iz x1 ~ x7 i
X3 ~ xb Za x1, X1, X2, x5 € X sledi x1 * x3 ~ x] * x5.

Klase ekvivalencije ¢emo obeleZavati njihovim predstavnicima.

Sada moZemo govoriti 0 jedinstvenoj granici u opstijem smislu, tj. kada
niz {x,} C X konvergira ka elementu x € X po definiciji 3, tada mislimo da niz
klasa ekvivalencije {xa} C X/~ konvergira ka jednoj klasi ekvivalencije x € X/~.
U sludaju da je funkcija f injektivna, klase ekvivalencije se svode na elemente
skupa X.
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U polugrupu X moZemo uvesti i pojam konvergentnog reda (za slucaj sa-
glasnosti relacije ~ i operacije *) na sledeéi natin: Neka x;€ X (je N). Ako je
za neki elemenat x € X

n
lim d(+ x5 x)=0,
j=1

—+00

n
tada kazemo da je granica niza {_*1 x;} konvergentan red sa ,sumom” x (koja

3
nije u opstem slu¢aju jednoznatno odredena). Prenesemo li sve u koliénik polu-
grupu X/ ., dobijamo definiciju konvergentnog reda kao granicu niza klasa ekvi-

n
valencija {+ x;} sa jedinstvenom ,sumom” — klasom ekvivalencije x.
§=1

4. Dijagonalna teorema

U ovom paragrafu éemo, zahvaljuju¢i dosadadnjim razmatranjima, dati jednu
generalizaciju Dijagonalne teoreme iz rada [12]. Nad G postoji antistepenovanje
vz reda 2 (primedba 2).

Dijagonalna teorema. Neka xi5€ X/~ (4, jeN) 7 za f(y)=0 je d—lim
J—>00

xi7—=y zai=1, 2, ... { postoji

def . n
FO» xi) = lim f( = xi)
JekK 00 s=1

za svako i€ N i svaki skup K C N, gde je {js} rastuci niz svih elemenata iz K.
Tada postoji beskonadan skup I C N i njegov podskup J (konalan ili beskonalan)
takvi da za sve i € I vagi

FCx xi5) = v (f (xur))
jed

Primedba 2. U prethodnoj Dijagonalnoj teoremi pretpostavljeno je da
nad G postoji funkcija antistepenovanja yz reda 2, tj. funkcije y2: G—G za koju
vazi:

(A1) vz (@a+b)=vyz2(a)+yz (b) za sve a, b € G;
(A4z2) vz (a+a)=a za sve ae G.
U vezi antistepenovanja (v. [13]).

Primedba 3. U sludaju da je (G, +) aditivna grupa realnih brojeva, pret-
hodna Dijagonalna teorema se svodi na Dijagonalnu teoremu I iz rada [12]. Ako
osim prethodnog vaZi i da je (X, *) abelova grupa, dobijamo Dijagonalnu teoremu
P. Antosika [1].

Dokaz Dijagonalne teoreme. MoZemo pretpostaviti ako postoji konacan skup
J takav da je

FCx x15) = va (f (xa0)
jed
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za svako 7 € J, tada postoji pozitivan ceo broj » veéi od svakog elementa iz J da je
FCx xi) <vya (f (xu)
jed
za ¢ > r. U suprotnom slucaju teorema je trivijalno zadovoljena. Na osnovu ove

dodatne pretpostavke, odabiramo niz #, 42, ... prirodnih brojeva i konstruiemo
niz bi, b2, ... pozitivnih elemenata iz G tako da je

7C3 mmi=n (f G+

f(x‘in in-}-q) < Yg (bn)
za ma koje #, g€ N, a y] oznacava g-trostruku uzastopnu kompoziciju +ya.

Na osnovu prethodnog i nejednakosti

D
o2 f o) < bu—} (ba) za pi

dolazimo do nejednakosti
D
I i #) > Y2 (f (¥1,1a)) 2za peN.

Pridemo li granici za p— o0, dobijamo tvrdenje teoreme za J=I= {i, 42, ...}.

5. Uniformna ograni€enost

Neka je Ro-prsten skupova, tj. za svaki niz {4} C R vazi U AneR i
n=1

AVBeR za A, BeR.
Posmatra¢emo viseznaéne skupovne funkcije w: R—X/~ (za slutaj sagla-
snosti relacije ~ i operacije *). Funkcija p je aditivna ako je

w(A U B)=u (A) * u. (B) (skupovna jednakost)

zad NN B=@o 14, BeR.

Funkcija p je f-prebrojivo aditivna ako za svaki disjunktan niz {E,} C R
(En N Em=2 za sve n, me N 1 n= m) vaii

k o
lim f(* w(En) = f(@u(U En).
k-0 n=1 =1
Funkcija p je f-ekshaustivna ako je
lim f (i (Ea))=0,
n—rco

za svaki disjunktan niz {E,} C R.
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Sa o oznaciéemo familiju svih aditivnih f~prebrojivo aditivnih f-ekshaustiv-
nih visezna¢nih skupovnih funkcija iz o-prstena R u koliénik polugrupu X/ ...
Neka u G postoji antistepenovanje reda 2.

Sada mozemo formulisati glavni rezultat.

Teorema. Neka je F podfamilija familije Fo takva da 2a neko g€ G (g>
>0) postoji kg € N za svako E€ R tako da je

fWw(E) < keg zapeTF (keg=g+ ...+ g).
e’
kg
Tada postoji r € N takvo da je

f(E)<rg =zapeFiEeR.

Dokaz. Pretpostavimo suprctno od tvrdenja teoreme. Neka je I'; kolek-
cija svih E € R takvih da je

f(E) > 2 g zapeF.

Kolekcije I'; zadovoljavaju uslove leme Mikusinskog.

Lema (J. Mikusinski [10))*. Neka su T'1, s, ... neprazne kolekcije nepra-
znih skupova, koji pripadaju prstenu skupova X, takve da ako je skup iz T'ji1 unija
dva disjunktna skupa, koji pripadaju X, tada bar jedan od njih pripada T';. Tada
postoji, tli

1) podniz {Tm;} 1z kojeg se mogu izvaditi skupovi E;€Tpmy koji su svi di-
sjunkini, ili

2) podniz {Tn;} iz kojeg se mogu izvaditi skupovi EjeTn; takvi da je Ejg1
C E;.

Moze se pokazati da u oba sludaja leme postoji disjunktan niz {E;} C R
iniz {m} C F tako da je:

flu;(E?)) >jg za jeN.

Uzimamo da je xy=up; (E;). Kako je {u} C Fo, to su 2ad0v01jeni svi uslovi za
Dijagonalnu teoremu. Zato postoji beskonacan skup I C N i njegov podskup J
C I takvi da je za sve 1€ ]

Flui(U Ep) = ya (f (wi (Eo)).
jeJ
Na osnovu posledice leme Mikusifiskog dobijamo dalje

Fi(E) > y2(ig) =za iel,

gde smo stavili () E;=F € R. Uzimajuéi da je
jed

2]

{ 1, ako je ¢ parno
1 =

i—1, ako je 7 neparno,

* U originalu je T algebra skupova,
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dolazimo do relacije

.

fa(E) > % za sve €1,

3to je u kontradikciji sa pretpostavkom teoreme da je {u} C FF. To znadi da bar
jedna kolekcija I'; mora biti prazna. Time je zavr$en dokaz teoreme.

Primedba 4. U sluéaju da su funkcije p:R—+X/~ i f: X— P surjekcije,
gde je P={g|ge G, g=0}, tada se uslov f-prebrojive aditivnosti moze oslabiti,
dovoljna je egzistencija

k
lim f( # w(En))
k-—»o00 n=1

za svaki disjunktan niz {E.} C R.

Drago mi je §to se na kraju mogu zahvaliti akademiku prof. dr Bogoljubu
Stankovi¢u na korisnim savetima.
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UNIFORM BOUNDEDNESS OF A FAMILY OF f-COUNTABLE
ADDITIVE MULTIVALUED SET FUNCTIONS WITH VALUES IN A
SEMIGROUP

Summary
Let (X, *) be a semigroup and (G, +) a commutative fully ordered group. The absolute
la| of an element a € G is defined as |a|=max (a, —a).
Definition 1. The function f: X—G with the following properties
(Un) flen)<f@+f);
(Uz) f(xexy) 2l f(x)—f )l

for all x, ye X is called a general quasi-norm on X.
The convergence of sequences in X is induced by the function

d(x»)=1f)—f (@d— lim)
(definition 3) using the convergence of sequences in G (definition 2).
Next we suppose that on G there exists a root function vz, i. €., y2: G—G and hold that

(A1) Y2(a+b)=Y2(a)+v2(b)

(42) Y2(ata)=a
for all a, be G.

We define an equivalence relation on X

def
X~y & fO—f(»)=0
Diagonal theorem. Let x;;€ X/ (4, jeN) and d—lim x;=y, f(»)=0, fori=1, 2, ...
N0

and there exists

n
lim f( % %)
n—rc0 =1

def
f( * xij) =
JEK

for each { € N and each K(C N, where {;:} is the increasing sequence of all elements of K. Then
there exist an infinite set 7 N and a subset J (finite or infinite) such that, for all { € I, we have

FC * x5) 2 v (f (%i3))-
jeJ

Let R be a o-ring of sets. A multivalued set function : R—X/ ., is a member of the fa-
mily Fo if it satisfies
1) w (4 U B)=u (4A)*p. (B) (set equality) for 4 " B=g and 4, BER;

k o«
2) lim f( % p(E)N=f( U Ea)
k~ro00 n=1 n=1

for each disjoint sequence {E»} C R;
3 lim f (@ (Ex))=0 for each disjoint sequence {E.} C R.

N—>co
Theorem. Let 7 be a subfamily of the family 7o such that for some g € G (¢>0) there
exist kge N for all E€ R such that

fE)<kpg for peF
(kgg=g+ ... +2.
S, e’

kE
Then there exists r € N such that

fwE)N<rg for weF and E€R.



