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B. Stankovié¢

MAJORACIJA KOEFICIENATA TAJLOROVOG REDA
KANONICNOG ELEMENTA ALGEBARSKE FUNKCIJE

Posmatraéemo polinom po kompleksnim promenljivim u i z:

D F(z,w= kgopk (2) u* E,:Z('; 05 (w) 24,

gde su P (2) polinomi po 2z, a Oy (u) polinomi po ». Nasa osnovna pretpostavka
je da je F (z, ) nerazloziv polinom, tj. da se ne moZe napisati kao proizvod dva
netrivijalna polinoma po u i 2.

Obelezi¢emo sa D (z) polinom koji se dobiva eliminacijom promenljive «
iz jednacina:
OF (z,u)
ou
Skupovi S1, Sz, S3 i S su: Si={z, Pn(2)=0}, S:={z D(2)=0}, S3=
={z, P, (2)=0} i S=81 U Sz ‘
Talke iz S2 su talke grananja potpune analiticke funkcije definisane sa:

@ F (2, w)=0 0.

3) F(z,u) Ekéopk (2) uF=0,

a u okolini tataka iz S; jedna ili viSe grana ove funkcije ne ostaje ograni¢ena. U
okolini svake tatke z=a¢S jednatina (3) ima n-razli¢itih korena, pa time i n kano-
ni¢kih elemenata sa centrom kruga konvergencije u a. Neka je (K, g) kanonicki
elemenat tako odabran da je g (a)=b %01 F (a, ) = 0. Za polupretnik p kruga
konvergencije K znamo da je p=min la—z|, z€S.

Na$ cilj je da dobijemo 3to bolju majoraciju koeficienata Tajlorovog reda
za g. Potreba za takvom majoracijom javlja se pri kori3¢enju operatora J. Miku-
sinjskog [3] za priblizna reSenja parcijalnih diferencijalnih jednadina.

Uvedcemo pojmove sa kojima cemo se koristiti.

Neka, je f(2) regularna funkcija u otvorenom skupu D i neka je n ()=
=n(u, D, f) broj resenja jednatine f (2)=u koja leZze u D. D. C. Spencer [4] je
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uveo povrsinski srednje p-valentnu funkciju u D (areally mean p-valent). To je
regularna funkcija u D za koju je:

2r R
i_[ jn(re"“)rdrdﬂng% 0<R.
e

6 0

M. Biernacki [1] suZava prethodnu klasu funkcija i uvodi kruzno srednje p-va-
lentne funkcije u D (circumferentially mean p-valent). To su funkcije koje su re-
gularne u D i za koje

2
1 j n(Re®) dd <p, R>O0.
2

Primetimo da ako je za svaku konaCnu vrednost u# n (u, D, f) < m, tada je
po obe definicije za p-valentnost p < m. Takav je slucaj za svaki kanoniCki ele-
menat definisan jednalinom (3).

U knjizi W. K. Hayman-a [2] moZe se nadi slede¢a teorema:

Teorema A. Pretpostavimo da je f(2)= Z and® povr§inski srednje p-va-

lentna u hkrugu |z| <1 1 da je M(r,f)= Maxlf(z)] Cl—r~ o0<r<l,

C>0, o >—;~. Tada je. | an| <Ar(p, o) Cn*~ 1, n=1.

Glavna teskoca u koridéenju ove teoreme je u tome Sto se za A (p, «) zna
samo da je to konstanta koja zavisi od p i « i §to o nafoj funkciji g znamo jedino
da definise kanoni¢ki elemenat potpune analiticke funkcije definisane relacijom
(3). Ne verujemo da se preko kori§¢enog dokaza ove teoreme moze dobiti povolj-
na procena za A (p, a). Zato ¢emo u ovome radu primeniti drugi prilaz proceni
koeficienta an.

Tvrdenje. Neka je (K, g) kanoniéki elemenar koji zadovoljava jednaéinu (3)
sa centrom u tacki a¢ Ss. Neka je p=nun la—z|, 2 € S\ Ss. Tada za koeficienar
an Tajlorovog reda kanonitkog elementa (K, g) vasi:

|a,,| gi e2[1 _#
pn ndk+1

U dokazu ovoga tvrdenja koristiCemo se slede¢im poznatim rezultatima:

Teorema B, ({2] strana 95) Ako je f (2)= Z an 2™ krusno srednje p-valentna
1 f(2) # 0 za |z| <], tada je -

1f(2) | <l ao] (14+7)22] (1—r)2P, |2|=r, O<r<l.

Teorema C. Neka je f (2) povrSinski srednje p-valentna u |z|] i 0<A <2,
tada je:

k-1
] (n+-kPm-1|ap), k>0, ntk>4.

2n
I (r,f)=ﬁj.lf(r e df
0
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<A4omfy+pr

To

A
Md[’ O<ro<<r< 1,
L

(vidi [2] strana 45).
Pored ova dva rezultata KoristiCemo se i lemom koju ¢emo dokazati:
Lema. Neka je f(2)= ). an 2" krugno srednje p-valentna funkcija i razh-
7%=0

&ta od nule u krugu |z|<l, tada je:
_2
n4k+1

Dokaz leme. — Iskoristimo navedene teoreme B i C i ¢injenicu: ako je funk-
cija kruzno srednje p-valentna, tada je i povrsinski srednje p-valentna.

MG@D
A

£-1
[a,,|<4ez[l— ] (n+k)>™ g, k=0, n+k=4.

T

IUJ)<AMMJ7+pj

To
-
2p 2p
1470 +£ 1412 dr
1—7o To 11—t
To
,

|aor[
P ]
laol[

N

<
1—7ro ro ) \1—t (1—1)?
To
< 1470 21’[1—Ho_ 2p L 2p (l—H]z’"l.
- 1—r0) U—=ry r@p—1)) re@p—1{1—r

Ako izaberemo roz—fs(%, tada je [(147re) | (1—10)—2pfro 2p—1)]1>0, pa se

(1 4r6)/(1 —7o) moZe majorirati sa (1+7)/(1—r) i tada je:

ap-1
1(r, f)<4lao (1 +’) P
1—r
QOdaberimo r:ﬁk—_—]21>—59~, jer je po pretpostavci n+k>=4. Sada je
nt+k+1 5 100
k-1 k-1
1—I_rzn—l—k i r‘”:rk—l(l—l— 2——)n+ <e2{l——~-2—] )
1—r n+k—1 n+k+1
Sada je lako dobiti majoraciju Tajlorovog koeficienta
2n
1
ma%l;jffha<ii-vvwnw<—1mn.
2my zn+l 2w e re

l2[=r 0
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Iz prethodnih nejednadina sledi:

k-1
Jan|<4ez[‘ —— 2 |t knta, k20, ntka.
ntk+1
Dokaz tvrdenja. — Pretpostavili smo da je za odabrani kanoni¢ki elemenat

(K, g) centar a ¢ S3. To se poluprecnik p moZe tako smanjiti da je g (g) % 0, |z—
—al|<p-p se moze odrediti iz uslova p = min |a—z|, 2 € S| 83, jer ako je g (2,)=0,
tada mora biti i P, (20)=0.

Koriste¢i se transformacijom {= (z—a)fp, tatka z=a prelazi u {=0, a
krug |z—a|<<p u krug |{|<<1. Isto tako je i g (2)= Z an (z—a)"=Zan p* (=

n>0 nz0

=G ({). Funkcija G ({) zadovoljava uslove leme pa je:
2

anp? <4 |l ———
[an o™ ( nt ki1

A1
) (n+k)2m1lag|, k=0, n+tk=4.

Iz ove nejednatine sledi i nase tvrdenje.
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B. Stankovié

ESTIMATE OF THE TAYLOR SERIES COEFFICIENTS OF A
CANONICAL ELEMENT OF THE ALGEBRAIC FUNCTION

Abstract

We proved the following proposition which is prepared to be used in the construction
of approximate solutions to a differential equation in the field of Mikusinski operators.

PROPOSITION. Ler (K, g) be a canonical element which satisfies the equation (3), with
its centre in the point a¢Ss. We suppose that the radius p of the circle K is: p=min |z—al, 268\ Ss,
then for the Taylor series coefficients an of the canonical element (K, g) we have:

r—1
__ FR)2n—1]gyl, k=0, ntk>4.
n-l—k-l—l) (nt+k) lay!

The sets S1, Sp, Sz and S are defined in the following way: S1={z, P (2)=0 , Sz:={z,
D (2)=0}, Ss={z, Po(2)=0} i S=S1USa. D (z) is the polynomial obtained from equations (2).
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