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NEKE PRIMENE DIJAGONALNE TEOREME U FUNKCIONALNOJ
ANALIZI*

1. Uvod

U ovom radu smo dokazali nekoliko teorema vezanih za polu-grupe i Banacho-
ve prostore koristeéi pritom dijagonalnu teoremu (E. Pap [10]).

Dijagonalnu teoremu je formulisao J. Mikusiniski u radu [8]. P. Antosik ju je u
radovima joz viSe uopS$tio 1 nasao dalje primene [1] i [2]. Dijagonalna teorema
je naisla na veliku primenu u funkcionalnoj analizi i teoriji mere. Dobijeni su jedinst-
veni i kradi dokazi poznatih fundamentalnih teorema u funkcionalnoj analizi (Bana-
chova teorema, Banach-Steinhausova teorema, teoreme tipa Orlicz-Pettisa za bezus-
lovnu konvergenciju, teorema o ekvivalentnosti slabe i jake ogranienosti temperi-
ranih vektora, itd.) i u teoriji mere (Vitali-Hahn-Saksova teorema, Nikodymova
teorema, teorema Nikodyma o uniformno ogranifenim merama itd.), kao i njihova
dalja uopstenja. U radu E. Pap-a [11] dat je pregled dosada¥njeg razvoja teorije i
primene dijagonalne teoreme.

Teoremu 1. smo dobili primenjujuéi dijagonalnu teoremu za DT-prostor X
[10] na jednu specijalnu beskonadnu matricu gde su elementi konagne sume iz X.

Koristeéi teoremu 1. dobili smo u teoremi 2. uopitenje Shurove leme (J. Miku-
sifiski i J. K. Brooks [9]) na Banachove prostore sa pozitivnom konstantom Macpha-
ila (Deschaseaux Jean-Pierre [3], Macphail [7]).

Rezultati J. B. Diaza i Metcalfa F. T. [4] o komplementarnim nejednakostima
trougla za Banachove i Hilbertove prostore omoguéili su nam da dokaZzemo teoremu
3. (bez kori3¢enja dijagonalne teoreme), koja je u izvesnom smislu bliska teoremi 2.
Teorema 4. je generalizacija konvergencije niza iz prostora 1, ka 0 (G. Kéthe [6]). Te-
orema 5. je integralna modifikacija teoreme 1.

2. Dijagonalna teorema nad DT-prostorom
U ovom radu éemo Kkoristiti uopstenje dijagonalne teoreme date od strane E.
Pap-a [10]. Zato emo dati neka objasnjenja.
Definicija. Za polugrupu (X, =) sa funkcionelom f za koju vaZi
(Fy) fOery)<f()+75);
(F2) fxx9)Z[f0)—f»),

za svako x, y € X, kaZemo da je DT-prostor (skraéenica od dijagonalna teorema).

* Rad sa 5. Balkanskog Matemati¢kog Kongresa, odr#anog 24 — 30. 6. 1974. u Beogradu.
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Sada se moze formulisati:
Dijagonalna teorema. Neka je X DI-prostor. Ako x;€ X (i,je N)i lim

-]
f(x;;)=0za i=1,2,..., tada postoji takav beskonacan skup I pozitivnil celih brojeva i
njegov podskup J (konacan ili beskonacan) da je za svako i € 1

Zf(xij) <
j€1

1
f (j’:;‘ij] = Ef(xii)1

n

gde je * =x;*..%x, |
i=1

4

def. "
f(* xij) =Tlim f( * x,)
jer

n—+w s=1

a {j,} je rastudi niz svih elemenata iz skupa J.

Nadalje éemo podrazumevati da je u izrazu

* Xp,
k€K

gde je K konadan podskup od N, redosled operacija po rastuéim indeksima iz K.

3. Posledica dijagonalne tcoreme

Sledeca teorema, koja se javlja kao posledica dijagonalne teoreme, posluZice
nam za izvodenje nekih osobina redova u Banachovom prostoru.

Teorema 1. Neka je X DT-prostor. Dalje, neka a, eX(n, keN) tako da je
(N Y fan) <o za k=1,2, ..
n=1

Ako postoji rastuci niz prirodnih brojeva {k;};cy i niz konacnih skupova prirodnih
brojeva {S;}icn za koje je

max s<min § za i=1,2, .. da za neko >0
5€S8; SESi+ 1
vazi

(2) f(* ay)>e zai=1,2,... |,

LIS
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tada postoji beskonacan skup I N i skup Sc N tako da je za svako i€l

(3) fx an)> .

ncS
Dokaz. Neka je

Xij= * Ay, .
n€s;

Kako numeritki redovi Y f(a,) (k=1,2,..) Kkonvergiraju, to je zadovo-

ljen Cauchyev uslov, tj. za proizvoljno ¢; > 0 postoji N(e,) da je

4 f f(ank,) <& za n; m> Ne,)

izai=1,2,....Kako je funkcionela f nenegativna i zadovoljava uslov (F,), to je

Zf(ank)> Zf(ank¢)>f( * ank )’

nn’

gde je n;=mins a m;=maxs. Na osnovu (4)
s€8; s€S;

je tada

f( : Apy) <8, za Jzj@), njp>Ne).
n€S;
To znadi da je lim f(x;)=0 za i=1,2,..
jow
Odatle, na osnovu dijagonaine teoreme sledi egzistencija beskonacnog skupa pozi-
tivnih celih brojeva I i njegovog podskupa J da je za svako iel

(S) f( ( * 4 k))> f(* ank):

JET n SJ

gde je
f(* (> a)=lLmf( *( * a,)),

JE€J nES; nsw s=1n SJS

a {j,} je rastuéi niz svih elemenata iz J. Granica sa desne strane prethodne jedna-
kosti postoji na osnovu dijagonalne teoreme. Pokazademo sada egzistenciju izraza
sa desne strane sledeée jednakosti, kao i samu jednakost. Naime, za il vaZi

f(*x (* ay))= f(* a,k,),

JEJ n€S;
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gde je S= léJ S;. Dokazujemo za sludaj kada je J beskona¢no. U sluéaju kada je J
jes

konac¢no prethodna jednakost je trivijalno zadovoljena.
Neka je {r,}.en= U S;. Prvo ¢emo pokazati egzistenciju granice
j€s
Hmf( & o) =f( % Grk;) za iel.
t#0 m=1 n€s

Na osnovu nejednakosti

[fxxy)—fx)| <) za  x, yeX

(vid. E. Pap [10]) i (4) sledi da je za iel i proizvoljno &' >0
u v u n
| £ (% arp)=f(* )] <F(* @) <Y flOri) <€’ 22 u>v2N(&).
m=1 m=1 m=v m=v

To znali da je {f (% @rmk:)} new Cauchyev niz u prostoru realnih brojeva za iel,
m=1

pa time i konvergentan niz.

Niz{ f( % ( % am; ))} nen je podniz realnog konvergentnog niza
s=1 ﬂESjs

{f( % Grmxi)}ocn> P je i on konvergentan i sa istom granicom
1

f(* auy) za iel.
n€s

Zato, ako u (5) uvrstimo (2) dobijamo (3). Time je dokaz teoreme 1 zavrien.

4. Uopstenja Shurove leme

Neka je F realni ili kompleksni Banachov prostor sa normom || ||. Kons-
tanta Macphaila u (E) tog prostora se supremum realnih brojeva p, takvih da za
svaku konaénu familiju elemenata x,eE (iel) postoji podskup J<1I da vazi

i el <80

Sada se mozZe formulisati:

Teorema?2. Neka je B Banachov prostor sa pozitivnom konstantom Macp-
haila jt (B), aueB (n, keN) i

iila,.kuqo za  k=1,2,.. .
n=1
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Ako za svaki podskup S< N vaZi

lim Y a,,=0,
k— o n€s
tada je
lim 3 |au]=0.
k- nEN .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je

lim Z “a,,k

k— o n€

Tada postoji ¢>0 i dva rastuéa niza prirodnih brojeva {p:}ieN i {q;}ieN

tako da je

Pit1

> Jau >

n=pe

za =1, 2,.... Odatle sledi

Piv1
S ] Z1B) 3 | > Bre
n€s; n=p,+1

zai=1, 2,..., gde je u (B) Macphailova konstanta za B, a

Sic{pi+ 1, ey Pit 1}-

Tada, na osnovu teoreme 1. postoji beskona¢an skup Ic N i skup SN tako da
je za svako ief

S ama] > o>

§to je u suprotnosti za pretpostavkama teoreme.

Za specijalne vektore proizvoljnog Banachovog (Hilbertovog) prostora E
mogu se oslabiti pretpostavke prethodne teoreme. Naime, vaZi

Teorema 3. Neka je E Banachov prostor, a,eE (n, k,eN), Y |aq| <o
n=1

za k=1, 2, ...ipostoji broj r>0 i linearna funkcionela g sa jediniénom normom, da je

(6) OS r” ankii < Re g(ank) (n, kEN)
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Tada iz
lim ) a,=0

k= o nEN
sledi
fim Y | ay] =o0.
k= oneEN

Dokaz. Za vektore a, koji zadovoljavaju (6), na osnovu rada Diaza i
Metcalfa [4] vaZi

(7) r zlllank” < ” Z=lank|l za k= 1, 2, ..

Pustajuéi da m— 0, iz suprotne pretpostavke, tj.

lim Ziia,,k”;éo, sledidajei  lim ) a, #O0,

k- nEN k—+wo néEN
§to je kontradikcija.

Primedba 1. Primetimo da je dokaz prethodne teoreme izveden bez koris-
éenja dijagonalne teoreme, zahvaljujuéi nejednakosti (7).

Primedba 2. Ako je Banachov prostor E iz teoreme 3 i Hilbertov, tada us-
lov (6) prelazi u

0< || @] < Re(ams, @)(n, keN),

gde je uzeto g(ank) =(ank, (1).

5. Teorema sa dualnim prostorom
Daéemo sada jedno uopStenje konvergencije niza iz prostora 1; ka 0 (G. Kdothe
[6]).

Teorema 4. Neka je E Banachov prostor a E' dualni prostor od E. Neka a,cE
(n, keN) i

S laal<o @  k=1,2,...
n=1
Ako je
lim i fn(ank) =0
k=»wn=1

za svako (fl,fz, ...)el?iE', ”f,.nE' =0ilil
1
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i lim ||a,k||=0 za n=1,2,.. tadaje
k—~> a
= ]
lim Y {|au=0.
k—aoon=1

Dokaz. Ako bibilo lim } |a,]+#0, tada bi postojalo £>0 niz prirodnih
k- a0 neEN

brojeva {k;} ;cy tako da je

® Ylaw|>e za  i=1,2,..
neEN
Postupiéemo sli¢no kao i u [6] birajuéi N,eN tako da je

had W€
<2
n=1;1+1”a"k1| 5

Tada je zbog (8)
Ny
4
Z I[a"klll >Z&
n=1 5

Odredimo f, za n=1, ..., N, da je f,(am,)= ” Qnk, " 1” f,,]l z=1 (na osnovu direktne
posledice Hahn-Banachove teoreme). '

Neka je k; (j;=1) tako da je
2

ok 1
2_’ “ankj“ < —&.
n=1 2 5

Odredimo N, > N, tako da je

[} | 1
n=N22+1”anka || < ge.

Tada je
N3 4
5 Jone | > 22, pae
n=1 2 5

N2

> o |- 20

n=N;+1
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Odredimo f, za n=N, +1, ..., N, da je f(am; )=|am; | i |f,|E'=1. Nastavljajuci

ovaj postupak dobijamo

Ng Ng 3
n=st—:1 + 1f"(ank’) ="=Ns§ +1 hankjsn >_5 °

za s=1, 2, ... (No=0).
Sada na osnovu teoreme 1. sledi da postoji beskonacan skup /=N i skup
S <N tako da je za svako iel

3
[t >

§to je suprotno pretpostavci teoreme.

6. Integralna verzija teoreme 1

Dademo na kraju integralni analogon teoreme 1. Koristi¢emo integral u smislu
Bochnera (vid. npr. Hill—Philips [5]) koji je uopstenje Lebesgueovog integrala na
funkcije koje preslikavaju realnu pravu u Banachov prostor.

Teorema 5. Neka je E-Banachov prostor, {g,(1)} niz funkcija koje presli-
kavaju interval [a,00) u E tako da je

af][g"(t)||dt<oo za n=1,2, ..

Ako postoji rastuéi niz prirodnih brojeva {k;} ;. i niz ogranicenih merljivih skupova
{S:} icn za koje je

sups < inf 5, infs—o0 kada i— o, da za neko >0 vaZi
s€S; s€Si+1 S€S;

Hfgki(t)dt ii>£ . za i=1,2,... ,
Si
tada postoji beskonacan skup I= N i merljiv skup S< R, tako da je za svako iel
o1
[ foe (ot > e.
s 2
Dokaz. Postupi¢emo sli€no kao i u teoremi 1. Uzmimo da je

xijzfgk,.(t)dt-
Sj



Neke primene dijagonalne teoreme N

Kako je
wv
Jgd|dt<co  za  k=1,2,...
a
iinfs— oo kada i— 0, to se lako moZe pokazati da je limx;;=0 i |x,~,- >gza i=1,2,..
SES; jow

Na osnovu dijagonalne teoreme postoji beskonafan skup I=N i podskup J<=1
da je za iel

1
]|jZ€:J({Jgk,(t)dt)|l = llUISj gk,(t)dl‘” >2—a,
jeJ

j€

jerjeSinS;=¢ (i#j)) i U S; je merljiv skup. Time je dokaz teoreme 3.
s
zavrien. !

Pomo¢u prethodne teoreme 5. moZe se dobiti veé¢ poznata integralna verzija
Shurove leme (u prostoru funkcija L! (a.))» ali u nedto slabijem obliku nego 3to je
recimo u knjizi K. Yosida [12].
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SOME APPLICATIONS OF THE DIAGONAL THEOREM IN
FUNCTIONAL ANALYSIS

Abstract
J. Mikusinski formulated the Diagonal theorem in paper [8]. P. Antosik [1], [2], generalized

this theorem. The Diagonal theorem has many important applications in functional analysis and
the measure theory.
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In this paper the authors prove some theorems in semi-goups and Banach spaces using the
generalized Diagonal theorem of E. Pap [10].

Definition. Let (X, *) be a semi-goup. Let f{x) be a real valued functlon on X with
following properties:

(F1) fixwy) < f(x)+f(y), (F2) fixey) 2 [fix)—=fy)|,

then X with the functional fis a DT-space.
The following theorem is a consequence of the Diagonal theorem [10].

Theorem 1. Let X be a DT-space and ageX(n, keN) so that

Zf(ank)<cD for k=l, 2; XX
a=1

If there exists a sequence of natural numbers {ki};cn and a sequence of subsets of the set N {Si}icn
so that max s <min s, for i=1, 2,... and £> 0 such that
N SESi41

f(*ay)>e  for i=12,...,

nEs,

then there exists an infinite set Ic N and a set S N so that for every icl
- 1
f(* ay)>—-¢ holds.
ntEs 2

Using theorem 1 we have the generalization of Shure lemma.

Theorem 2. Let B be a Banach space with the positive Macphail constant U(B), anEB
(nkeN) and

lad<o o k=l2...
r=1
If for every subset S N is
]jm Z a,,k=0,
k- BES
then
lim Z ”ank” =
k- REN

Using the results of J.B. Diaz and F.T. Metcalf [4] we have, in theorem 3, other generalization of
Shure lemma.

We have in theorem 4 the generalization of the convergence of sequences from space 1; to 0
(G. Kothe [6]):

Theorem 4. Let be E a Banach space and E’'a the dual space of E. Let aygeE(nk€eN) and

S lewl<co  for k=12....
n=1
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If
lim 3 £,(au)=0

for every (f1,f2,...)E°IQIE’, nf,.nE, =Qor 1and
1

lim au)=0 for n=1,2,..., then
k+ @

lim ) ”a,,k” =0.
ksoon=1

Theorem 5 is a integral version of theorem 1.



