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Mr Aleksandar Ivié

O NEKIM ARITMETICKIM FUNKCIJAMA VEZANIM ZA
RASPODELU PROSTIH BROJEVA

U teoriji prostih brojeva veliku ulogu igraju funkcije A,(n) i Ay(n)
(Specht, [1], str. 18) koje se definidu na sledeéi nacin:

logp n=p™, p prosto

Ay(m)= zu ) log* —,

din

pri ¢emu je p(n) funkci’a Mobiusa, a sumiranje se vrSi po svim deliteljima
broja » ukljuujuéi 1 i samo ». Funkcije A,(n) i A;(n) vezane su slede¢im
identitetom A. Selberga (Specht, [1], Chandrasekharan, [2])

M M=) tog nt > M)A []

din

iz kojega se posle sumiranja po svim » koji ne prema3aju x dobija formula
koja direktno vodi ka elementarnom dokazu teoreme o prostim brojevima.

Prvi cilj ovoga rada je izvodenje nekoliko identiteta sa funkcijama A, (n) i
Ay (n) koji se dobijaju pomocu (1), a iz kojih se mogu dobiti interesantne ana-
liticke procene. U tu svrhu se posmatra funkcija

,F.(n)_~=.zg(d.)g[‘;i]log” d .

din

. A S : .

pri gemu .je k prirodan broj ili nula, a g(n) je proizvoljna aritmeti¢ka funkcija.
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n
Kad d prolazi skupom delitelja broja n,gtakode prolazi tim skupom, pa
ée biti
n n n
Feon= s @s(G]loga= > g5 ]s@tont 5=
dn dln
E
n k n [ E_i i
=/ g(d)g||(logn-logd)’= > g(d)g || > (1) | . |log""n-logld=
din dln : i=0
E s
i * ki n i i * ki
(-1 ; log—nzg(d)g = log'd= z(-l) ; log™'n- F, (n).
i= din i=0

Time se dobila rekurentna formula za izratunavanje F,(n) (odnosno F,-, (n), jer
se F,(n) potire sa F, (n) za k parno) koja u sludaju gin)=A; (n), Fo(n)=A,(n) —
—A; (n) log n daje sledeée identitete

n .
(2) Ay (n)logn=A, (n)logtn+2 E AM@A [;] log d,
dln

- n
® Mo logtn=A,log s Glogn > A(d) [ |togza-
din

- 42 Ay (DA, {%} log *d,

dln

i, kasnije, jo§ komplikovanije identitete.

Iz (1) se trivijalno dobija A, (m)>=A,(n)logn, jer je funkcija A;(n) po
definiciji nenegativna. Sledeéa teorema daje ogranilenje funkciie A,(»)sa gornje
strane:

| 1
Teorema 1. Ay(n)<<2 A, (n)logn+ _z‘logzn—Alz(n).
Dokaz. Iz (1) se vidi da ako n#p® ili n#p®¢® (p i g prosti), tada za
n
neko d koje deli » ili d ili ;‘sadrie vie od jednog prostog faktora pa je tada
. : p°
Ag (n) = 0. Ako je, medutim, 7 = p°% onda A, (1) = A, (p%) logp® + zAl () N\ [7) =

1159
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alog®p + Ay (1) Ay (9% + Ay (9) A (0°7) + Ay () A (®5) + ... + A(p) Ay (D)=
alog2p+(a— 1) log2p = 2alog?®p — log?p =2 A, (n)logn — A (n). Za n= =p° q dobicde se

M= D M@, [” dq) M%) As(@)+ As (0) A (¢°) = 2 log p. Tog g jer je u

dipa gb
a.

d

ostalim slucajevimaili A, (d)ili A, [p ] jednako nuli. Primenom nejednakosti

1 1 1
2xy <L (x +3)* dobija se A,a (n) = 2logp - logq< —~ (logp +logq)?<< — (alogp +
1 1
+blogq)* = —~(log p” 2= ~ log’n.

1
S obzirom na to da su— log?n i 2 A, (n) logn — A% (n) za prirodne vrednosti

argumenta » nenegativne funkcije dobija se teoréma 1.

Kako se funkcija A, (n) moZe, slitno funkciji A,(n) (Prachar, [3]), pred-
staviti u obliku

m—1

A= D u@log T,
| - |

to se prirodno namece proufavanje slede¢ih funkcija koje generali$u funkcije

Ay(m) 1 Ay(m):

@ A @=Zu (d)log* 7 = Z w(d) (1og jf;]k

din dn -
Za funkcije A, (n) postoji rekurzivna formula koju daje

Teorema 2. Za svako m koje je manje od k vaZi

m—1
, o "
Ay ()= A () og™n + [ . ] An @) A,,,_,( ]log .
Dokaz. A, (n) = Z w(d) log* -‘—i Z w (d) log™ — - logk_m % -
din din .

> u@yog” Z 9= D p@logn LR

din . dsn
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n n .
> n@log™ 1 A= D p (@) (0B 5y 108" Ao (9=

dsn o
S e e
gu (d) (s z og™" . log's—
m o |
z [ i ]zAk-—m (9)log™* Elog‘ su@d=
i=0 dsin
z[ ]22 5 m“)‘Og"‘"—logsu(d)—
i=0 o
m—1 | .
z ( '7 ] zAk—m (s)log's A,,_, [“:‘] + ZA"_"' () IOg"'sz u(d)=
C e
m—1
= Aen () o+ z ( :” ] zAk—m (@) Az [_Z] log'd.
=0 din

U dokazu je korid¢ena poznata osobina funkcije M6biiusa2p.(d)=

din

In=1
={0 1’ kao i relacija log"n=zA,, (d), koja se iz (4) neposredno dobija:

' din
primenom M¢ébijusove formule inverzile. U specijalnom sluaju m=1 dobija

se identitet

(5) Ay (n) A -1 (n) logn + z Apy (@) Ay [...:_],
din

. '
L P

koji je dobio Kasara, [4] i koji predstavlja generalizaciju identiteia (1). Iz (5)
indukcijom sledi da je A, (n)=0 kad n ima vi$e od k razli¢itih prostih faktora.
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Iz teoreme 2 se uzimanjem raznih vrednosti za m i izjednalavanjem A, (n) mogu
dobiti razni identiteti sa funkcijama A, (n), kao na primer

n n
(6) Az(n)logn=A, (n)log’n+3 z A, (;) A, (d)logd + 3 z A @A [7] logtd.
din d|n
Teorema 3. A, (n)loghn<<A, (n)<kloghn.
Dokaz. Za k=1 nejednakost postaje
Ay (n) < Ay () < logn,
§to je oligledno iz definicije funkcije A, (#). Time je zapolet induktivni dokaz;
neka je nejednakost tacna za neko k. Iz (5) sledi
n
Apn(m)=A,(mlogn+ > A, () A7),
din '
pa se primenom induktivne pre-postavke dobija
Apiy (n) = A, (n) logn > A, (n) log*—'n-logn = A, (n) loghn.’
Time je prvi deo nejednakosti dokazan, a drugi se sli¢no dokazuje:

n
Aty (n) < Kloghn - logn + z A (d) logg <

dn
Klog**1n + logn ) A, (d)=Kklog**'n + logn - log*n = (k + 1) log**+n.
din
Stavljanjem dobivenih nejednakosti u (5) sledi

7 A, ()= A () log"‘ln+ZA (d) A, { ]log""’d

din

(8) A () < (k~l)log"n+(k—l)z [ llog*—ld,

din

$to predstavlja odtrije, ali manje praktitne rejednakosti od teoreme 3.
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Analiticke  procene. Sumiranjem (2) po svim koii ne premasaju x
dobiée se : .

ZA, (n) logn = ZA, () log?n + 2 Z ZA1 d) Ay [ ] logd.

u<x . n<x din
Ako se upotrebe poznate funkcije teorije prostih brojeva

$y (%) = Ay ()

n<x

b ()= Z Aan)

n<x
i iskoristi poznati rezultat (Specht, [1])

Pa (x) = 2xlogx + O (x),
parcijalnim sumiranjem se lako nalazi

ZAZ (n) logn = 2xlog?x + O (xlogx)

n=<x

ZAI (n) log?n = {, (x) log?x + O (xlogx)

§to daje =
9 2xlog®x + O (xlogx) = §; (x) log®x + 2 z Al(m) A; (n) logn,
jer je ™

s DV

n<x din mn<ox

Ako se sada iskoristi teorema o prostim brojevima u sledeéem obliku (Prachar, [3])

(10) $ (%) = x + O (xe=°\ %)
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dobija se

x
(11) ZAI (m) A, (n) logn =7 log2x + O (xlogx).

mn<x

Parcijalnim sumiranjem poznate formule (Chandrasekharan, [2])

A (n
Z :n) =logx+ O (1)

n<x
dobija se
-
(12) xlog?x + O (xlogx) = 22 A, () o logn
n<x
j U opStem slu¢aju
A, logk+1x
(13) Z—n log*n= P + O (loghx).
n<x
Oduzimanjem (12) od (9) dobice se
(14) —p (%) log?x = Z A, () logn [ ] + O (xlogx),

n<x

pri ¢emu je koriséeno (11) i funkcua p(x) ¢, (x) —x, pomoéu koje se teorema
o prostim brojevima (10) moZe napisati u obliku

"cl/log x

)

Relacija (14) se moZe poopdtiti, kao Sto pokazuje sledeca

(15) p(x)=0(xe

Teorema 4. Za k> 2 vaZi
(16) —p(x) log”x=ZA (n) log”—lnp[ ]+O(xlog’“1x)
n<x

Dokaz. Malocas je pokazano da (16) vaZi za £=2, pa ako se pretpostavi
da vazi za neko A, onda ée biti

—p (%) logh+lx = zAl (n) log*-nlog % P (_i‘] zAl (n) loghn o ( ] + O (xlog*x),

n<x n<x
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3to se dobija mnoZenjem (16) sa logx, pa ostaje da se pokaZe

z A, () log*-1 nlog % ) (%] =0 (xlog"x).

n<x

Iz (15) sledi

x x X X Vi x
EAI () logk-1 nlog—n‘ e [;] =0 ( Z A, (n) logh-1 nlog; " e ‘o 7] =

n<x n<x

x0 [ z M) logt1n)=0 (xlog"x]

n
n<g

pri ¢emu je korii¢eno (13), kao i ¢&injenica da je

X Vi
log—— ¢ Vies . _ o (D).

posto funkci‘a xe—* opada za dovoljno veliko x, jer je ¢>0. Time je zavrien
induktivni dokaz teoreme 4.
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ON CERTAIN ARITHMETICAL FUNCTIONS CONNECTED WITH THE
DiSTRIBUTION OF PRIME NUMBERS

Summary
n
Let Ap(n) = Z w (d) logk FE where @ (d) is the M&bius function.
din

Then the following is proved:

a) A, (n)log n=A, (m) logtn +2 Z‘ A @ A, (%) log d,
dln
1
b) A, (n)<2A,(n)logn+ Y log*n—AJ (n).

c) For every m less than &

m—1
Ak (1) = Ak—m (n) logmn + Z ( :" ) ZAk-m (D) Am-i (—}) logid.
i=0 din

d) A, (») logk—In<< A (n)<klogkn.

e) —p (x) logkx = Z A (n) logk—1np (%)+ O (xlogk—1 x), k22,

n=g

where p (%) =Y, (x)—x,

and $y (%) = ZAr (»).

nz
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