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Dr Olga Had$ié

EGZISTENCIJA IMPLICITNE FUNKCIJE U LOKALNO
KONVEKSNIM PROSTORIMA

Za razliku od normiranih prostora, gde je pitanje egzistencije implicitne
i inverzne funkcije jednostavno radeno [7], u lokalno kanveksnin prostorima
ovaj problem je delimi¢no ostao neresen. Talnije, nije utvrdeno u kojim lo-
kalno konveksnim prostorima i za koju definiciju izvcda vaZe teoreme o imp-
licitnim i inverznim funkcijama koje bi bile analogne onima za normirane
prostore. U radu [2] definisan je diferencijal u smislu Gateauxa i Frecheta u
lokalno konveksnim prostorima, a metodom: nepokretne tacke u [1] je dokazana
teoroma o cgzistenciji im»olicitne funkcije. Sli¢an rposturak je primenjen i u
radu [5], gde su uslovi za egzistenciju restriktivniji. Cilj ovog rada je, pak,
da se kori$écnjem opStije teoreme o nepokritnoj tatki u lokalno konveksnim
prostorima dobije teorema o egzistenciji.

Rad se sastoji iz tri dela. U prvom delu date su osnovne oznake, defini-
cije i teoreme koje ¢e se koristii u dokazivanju egzisteacije implicitne funkcije;
u drugom delu data je teorema o nepokretnoj taCki i neprekidnoj zavisnosti
nepokretne tatke od parametra, a u treem osnovna teorema.

1. Definicije i rezultati izneti u ovoj tatki mogu se naci u [1].

Definicija 1. Neka je E wektorski prostor i (Eylea familija vekiorskih
prostora E, koji su snabdeveni nekom topologijom. Prosior E je pseudo-topolosko
wedinjenje prostora E, ako su zadovoljeni slededi uslovi:

i) E=UE,
re A

i) Ako A' € A { A" € A postoji A€ A tako da je Ey, UE,,CE, i topologije pros-
tora Ey, t E,, su finife od topologije kofe E, indukuje na E,, i E,, respektivno.

Neka su Ei F dva lokalno konveksna prostora sa topologijom generisanom
familijom seminormi |-|,, « €&/, cdnosno ;~|5, Be #. Linearno preslikavanje
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T prostora E u prostor F je neprekidno samo ako za svako B € # postoji « € of

tako da je lim | Tx|g=0. Lako je videti da je ovaj uslov ekvivalentan uslovu:
| x loe—>0

sup |Tx|g<oo.
|xla=1

Prema tome, da bi linearno preslikavanje T prostora E u prostor F bilo
neprekidno potrebno je, i dovoljno da postoji preslikavanje o:o/—> # tako da
je sup |Txjg< oo za svako Be 4.
[xlo B) =1
Neka je #(E, F) prostor neprekidnih linearnih preslikavanja prostora E
u prostor F i ]T|ga:lslup |Txlg. Oznatimo sa Lo (E, F) podskup svih onih
xjoo =1 .

elemenata iz ¥ (E, F) za koje je:

sup |Txlg< 0.
e @ =<1 .

Tada je podskup Z¢(E, F) lokalno konveksan prostor sa familijom se-
minormi: :

T8, 9 &) =sup {|T] 8y, 0@, [ TIBo o @5 -+ + 5 | Tlgn o @ s

gde B=(B:, Bs5....5 B,) polazi svim konalnim podskupovima od #. U [6]
je pokazano da je & (E, F) pseudotopolosko ujedinjenje prostora Lo (E, F).

Definicija 2. Neka su E i F dva vektorska prostora nad telom skalara
K snabdevena strukturom pseudotopoloskog wujedinjenja i neka je T preslikavanje
VuF (VCE), pri éemu x€V i za svako he E te(—¢«, €) x+theV. Ako
2a svaki elemenar he E postoji limes:

8 T (x, h)=1imi [T(x+th)—T®)]
>0 I

ek

kagemo da je preslikavanje T diferencijabilno u smislu Gateauxa u ralki x.
Preslikavanje h—> 8 T (x, h) naziva se diferencijal u smislu Gateauxa, funkcije T
u tacki x. .

Diferencija 3. Neka su E i F dva lokalno konveksna prostora sa
familijom seminormi |-y, o€ i |-|g,B € B respektivno, a preslikavanje T neka
je definisano u okolini tatke x € E sa vrednostima u F. Pretpostavimo da postoji
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neprekidno (po h) preslikavanje dT (x, h) koje zadovoljava slededi uslov: za svako
Be B postoji a €A tako da je

T x+h)—Tx)—dT (x,h)|p
hm =0.

>0 [l

Diferenctjal u smislu Frecheta preslikavanja T u tacki x je dT (x, h)

Ako je preslikavanje T diferencijabilno u smislu Frecheta u tadki x, tada
je ono diferencijabilno i u smislu Gateauxa i vaZi 8 T (x, h)=d T (x, h). Izneéemo
i jedan dovoljan uslov da iz diferenciiabilnosti u smislu Gateauxa sledi diferenci-
jabilnost u smislu Frecheta. Neka su E i F dva lokalno konveksna prostora
sa familijom seminormi |-|q, €/ i |-|g, Be B, a £ (E, F) prostor neprekid-
nih linearnih preslikavanja prostora £ u prostor F, posmatran kao pseudo-to-

polodko ujedinjenje prostora #g(E,F). Ako je preslikavanje prostora E u pros-
tor F takvo da postoji izvod u smislu Gateauxa u 1edn01 konveksn01 okolini
tatke x € E, koji neprekidno zavisi od x u odnosu na*topologiju u E i pseudo-
topologiju u ¥ (E, F), tada je preshkavan;e T diferenciiabilno u smislu Frecheta
u tacki x.

I.ema. Neka je T preslikavanje prostora E u prostor F i x,€ E. Pret-
postavimo da izvod T, u smislu Gateauxa postofi u svakoj talki xeV, gde je
V' konveksna okolina talke % i da je T,e¥o(E,F) bar za jedno o #—>.
Tada za svako h takvo da je x,+heV i svako Be B postoji realan broj T,
0<-ro<l, tako daje

[T(xo + h) T(xo)T(xo)lﬂ<} 0T 7o hlg, i) .[:hlq;(p)_.
2. Sledeée dve teoreme dokazane su u radu [3].

Teorema A. Neka je E sekvencijalno kompletan lokalno konveksan vek-
torsko topoloski prostor, |-|u € dovoljna familija seminormi koja definise
topologiju u E, ¢ preslikavanje skupa o u o, M zatvoren podskup skupa E i
T. preslikavanje skupa M u samog sebe. Pretpostavimo:

1. Za svako o€ postoji qu=>0 tako da je
T~ Tyja <qu 2~ Yo @
za svako x, ye M.
2. Postoji xy€ M tako da red:

o n-2

1 g0 Bl Txo— xolp "5t =S (@)

p=1 pa=(}
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konvergira za svako o€, pri lemu je

990 =L dpom =g ?"@W=0[e"Jlln=1.

Tada postoji jedno i samo jedno reSenje jednatine Tx=x koje zadovoljava i
uslov:

n—2
lim [qu,k(a)]]x—x,,]q,,,_, =0 za svako w e,
7n—>ow0 B—0 [C)

Refenje je x=1im T"xy i va#i nefednakost:

n—>co
S(@) =8 ()
|x — Xglp 2 (0 < TE=1
o T(o)
r=0

za svako a€e A 1 k=0,1,... gde je S,() k-ta parcijalna suma reda S (a).

Teorema B. Neka je E sekvencijalno kompletan Ilokalno konveksan
vektorsko topolofki prostor, M zatvoren podskup od E, A ropolodki prostor, ®
preslikavanje topoloSkog proizvoda Mx A u M. Pretpostavimo da je za svako
fiksno x € M preslikavanje: 2 — @ (x, A) neprekidno preslikavanje topoloskog prostora
A u M i da preslikavanje @,:x— @ (x,2) zadovoljava s'edece uslove:

L. |@yx — Dy ¥ <, () 26~ y] P

za svako x, ye M,

2. Za svako aesf i ne N postoji'a,, (7)=0, Qu(n)>0 1 B(x) e, tako
da je:

a) [*le 7 @ <aa(n) |*|g ) 2a sve x€ M;

D)l @<0®

o n—2
c) Redz [H Ox (k)) ay (n-1)
n=1 k=0

konvergira
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Tada je preslikavanje A—~x(A), gde je Dy [x(M)]=x(2), neprekidno presiikavanje
Au M

3. U ovom delu dokazatemo teoremu o egzistenciji i neprekidnosti imp-
licitne funkcije na nadin koji je sli¢an onom u [1].

Teorema Neka je f funkcija definisana i neprekidna u nekaj okolini
takke (x4,y,) € EXF sa vrednostima u F pri Zemu su zadovojeni sledeci uslovi:

I f (500 90) =0

2. U svakoj talki skupa nad kojim je funkcija f definisana postofi izvod
fy(x,y) u smislu Frecheta sa osobinom da je fy (e y) € Lo (F, F) i preslikavanje
(2, ¥)—>fy (o, ¥) je neprekidno u ralki (xy,3,).

3. Levt inverzni operator od f,(xp,%0)s [f,(%0:30) 171 ili desni inverzni
operator [f,(xe,¥0) 17 d pripada Zy(F, F )s gde pres thavanje Po. $=0 ima slede.u oso-
binu: za svako Be B postoji m(B)=0 i 3(B)e B tako da je:

lyloxg<m®) |¥s@® k=1,2,.... yeF.

Tada za svako Pe B poﬂop aBhy(B)eB) in(B) tako da je relacija f(x,y)=0
ekvivalentna sa relacijom y=g(x) nad skupom (xo-+H)x(y,+K), gde je
H-nHy@gn® i K= (nKbry@®re@ ) @ Huy={x|x€ E [xo<n)y Ky3e=

B (S g [ g k=0

={yly€F, |yly=e| 1 g je neprekidno presiikavanje skupa xo+H u skup y,+ K

Dokaz: Neka je UxV okolina tatke (xg,y,) u kojoj je funkcija fxy)
definisana i ispunjava sve uslove teoreme a postoji [f, (x,»)]". Kao i u [1],
uvodimo nove promenljive A i 2 smenom A=x—x, i k=y—y,. Tada je rela-
cija f(xg+ hyyo+ k)=0 ekvivalentna relaciji k=®(h, k), gde je ©(h, k)=Fk—

—[f, (x0:0) 1 f(xu"'h Yo+ k) =[fy (%0 ¥0) 171 X [ fy (x0s ¥0) (K) —f (o + A, 30+ R)] i
o, 0 D=1, (o 30 10X 1, (%090) —f, (¥o+ 130+ B)). Mote  se pokazati da
je [

| (2, B)lgs o 4 8 <] [y (%05 70) 17416 ¢ @ | fy (%o Y0) —
—fy o+ B Yo+ B) [y @5 0 9 (@,
Primenjujuti lemu dobijamo:
) |© (, ) — @ (B, ) | < | @ (s By + 70 (R~ hi3) g @3 2 § (B X
x [k — Ealo ¢ @ <I L (o 70) 17185 ¢ @ [ — Ralo ¢ @) X

X | fy (%os Yo) — fy (o + By o+ Ro+ 70 R+ ) ) [ ® @ ¢ @
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Kako je preslikavanje (x,y)—f,(x,y) neprekidno u tatki (xy,y,) to se za svako
Pe B mogu naéi «(B),Y(B)Hn(B) ¢ (@) tako da iz A+ Hy @y C U-xy i
ke Kypre@C V—yo sledi

1
(%o y0) 17

1y G396, (o + B o+ K oo 9.4 (9 < S
214,

Tada je za svako he Hy @@ k1 1 ko€ Ky@,e@ i 7€[0, 1]

. : 1
O fFe v 17Ul ¢ @ | fo Goyo) —f, ot B yo+ ket t (= E)) ly @re v ®< 5

" Takode je lim ® (h,0)=0 [1]. Pretpostavimo da su « () i 4(B) tako odre-
>0 '
deni da iz ke Hy (), (@ sledi da je:
| | | © (5, 0) |51y (8] - ®)
] ) < 5
YOS 2wy @)1 ¢

gde su S[y(B))] i m [vy(B)] odredeni uslovom 3. . Kako e ]y\ek(p)gm ®)
|¥l5@ za svako Be B i svako ye F, k=0,1,2,.. to ye :

_ .1 .
sup D0 [pry @1 < m ROMRIEITZES < _Z_E(B)',

4 Neka je H= nH, i K=0 (nKgaryo ‘
(4) ~ Neka je Be.@a(ﬁ)"n(ﬁ)l Be'(kzo ek_w(;a)],e(p))

Pokazacemo da su zadovoljeni svi uslovi teoreme B gde je A= H, (3, x) D)
(hk), E=F1 M=K. Iz (2) i (3) sledi da je;

l O (hy k) — O (A ky) ’ﬁ <q(h, ks k3, B) IO ®
1 . ..
za svako he H i ky, ky, € K gde je q(h, &y, 2y B) < ‘2— . Pokazimo da preslika-
vanje @, (k) :k—~®(h, k) preslikava K u K. Zaista
(O E)oviy@1 <[P ) =05 0) |ov y @ 1+ | P (B, 0) oy @1 <
<q (B, ks Bos B) [klovr1ty @+ | @ (B 0) (B, 0) gy 1y g0 <

e® «®
T

‘< 5 =2(B).
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Da je preslikavanje A— @ (h, k) neprekidno preslikavanje H u K, sledi iz nep-
rekidnosti preslikavanja f(x,5) jer i [f, (xp30)]7";, € £y (EF). Dakle, postoji nep-
rekidno preslikavanje o :hA—o (8) =k tako da je

oB)=0 " oH)),

odnosno za g (x) =y0+u$v (x—xy je y=g(x).
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Dr QOlga Had#ié

EXISTENCE OF IMPLICIT FUNCTIONS IN LOCALLY CONVEX SPACES
Summary

Using the fixed point method an implicit function theorem was proved. This theorem
is a generalization of theorem 3 in [1]. .

Theorem Let f be defined and continuous in a neighbourhood V (x,3¢) c ExF and
maps V into F so that the following conditions are satisfied

L f(%030)=0
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2. for every (x4 %0 € V{(%oye there exists fy(x,») in the Frechet sense,
Jr (x,9) € #9(E, F) and the mapping (x,y)— f, (x,») is continuous in the point (x4, ¥,)

3. left inverse [fy (x,30) ]—11 (or right inverse) is in ¢ (F, F) where the map-
ping @, ¢ =0 has the following property: for every B € J there exist m(3)=0and § (B) € @2
so that |y|gr @y<m(B) |¥[s @ k=1,... y € F.

Then f(x,¥)=0&>y=g(x) for evey (%,3)c(x+H)x(y,+K) (see (4)) and g
is continuous on (x,+ H).



