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Abstract

L’approximation par angle de certaines intégrales singuliéres des
fonctions périodiques ue période 27 est evaluée par les meilleures ap-
proximations par angle. Ces approximations se rapportent aux espaces
de Lebesgue munis de la norme mixte. Le théoréme prouvé est ap-
pliqué aux sommations des séries de Fourier par procédés de Riesz et
par procédés logarithmiques.
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1. L’introduction et les résultats auxiliaires

Le livre [2] est consacré aux espaces des fonctions a la dérivée mixte dom-
inante. Dans ce livre les espaces sont définis par les modules mixtes de
continuité et sont examinés par les théorémes de représentation. Dans les
travaux [4], [5], [6], [7] et autres on a démontré que ces espaces peuvent aussi
étre définis et étudiés par les milleures approximations par angle.

Dans le travail [7] est démontrée I'inégalité par laquelle 'approximation
par angle de certaines intégrales singulieres des fonctions périodiques de
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période 27 est évaluée par les meilleures approximations des polynémes
trigonométriques. Ces approximatins se rapportent aux fonctions appar-
tenant & I’espace de Lebesgue & norme habituelle.

Dans ce travail, en utilisant la méthode par laquelle est obtenn le résultat
dans [7], on constate que 1’inégalité analogue est valable pour les fonctions
appartenant aux espaces de Lebesgue de la norme mixte, ot p = (p1,...,Pn).
Dans le cas ol py = p2 = ... = p, = p, on obtient I'inégalité correspondant
a l'espace Lz de la norme usuelle (corollaire 1). L’inégalité dans ce travail a
la forme un peu plus simple (sans puissance) que l'inégalite correspondante
du travail [7]. On a constaté que dans certains cas peut étre omise une
condition du theoréme. L’inégalité démontrée est utilisée pour comparer
les classes de fonctions qui sont définies par les approximations (corollaire
2), et onéapplique aux procédés de Riesz et aux procédes logarithmiques de
sommation de série de Fourier. Cela signifie que I’ensemble des procédés de
sommation, auxquels on peut appliquer le théoréme démentré, est suffisam-
ment riche.

Soient f(z;,...,z,) une fonction périodique de periode 27 par rapport
a toute variable et p = (p1,...,Pn), 1 < p; £ 00. On dit qu’une fonction

WAl = N A llpy21 ez < llonon = .
21r 27 2 _Pn_ 1
= (/ [/ (/ | f |P1 dzl)}?l dz2]172 ..}Pn—l dzn)Pn .
Nous allons utiliser I’ensemble de tous les ensembles d’indices (%1,...,%m),

1< <n 1< j7<m< n Soit T; la fonction appartenant a L et
supposons qu’elle soit un polyndme trlgonometrlque d’ordre I; par ra.pport
a la variable z; et elle est la fonction habituelle par rapport aux autres
variables,.

On appelle (v. [4], [5]) la meilleure approximation par angle de m-
dimensions de fonction f par rapport aux variables z;,,...z;  la valeur

Yl,-l...l.-m(f)ﬁ = CII'I,If “f - ZTthﬁ’ lij =0,1,2,....
i J=1

Soient K{j(t) ,J=1,...,n les noyaux telles que

w(-=r ), [ s @i=r
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/ | &I (t) | dt < M, lim |n{j(t)|dt:0

1
- ! li—oo Jocs<it|<n

oll nous supposons que M ne dépende pas de [;.

La serie de Fourier du noyau ] sera écrite sous la forme
3

) 1 X .
ﬁ{j(t) ~3 + Z 7ljj(kj) cos k;t

k=1

Pour la fonction f € Lz, par ces noyaux, nous formerons les intégrales
. ™ . .
Il]f = — f(;z;l, sy X1, T — [F7% 7 PR $n).‘${j(tj)dtj
-

Ty = I,’;_I{;f, sy f=INE IR .

De ces intégrales, pour chaque ensemble d’indices (¢1,...,%y,), nous for-
merons ’angle
Ui fo= I} f4-+ L0 =Dy, f ==Ly, f+

+o (=0 g S

Nous allons prouver I'inégalité par laquelle la norme || f — uf||5 est évaluée
par les meilleures approximations par angle Y (f);. Nous utiliserons, dans la
démonstration du théoréme, les sommes partielles de la série de Fourier de
fonction f. Pour simplifier, nous c¢’écrirons ces sommes que pour la fonction
f(z1,22) € L de deux variables. Nous désignerons

1 m
Suf = - f(z1 + t1,22) Dy (t1)dty

1

S, f - f(z1, 22+ t2) Dy, (t2)dts

Slllzf = Sllslzfa ll,l2:1723"'

ou le Di(t) designe le noyau de Dirichlet, c’est - & - dire

Nous utiliserons les fonctions

SiLf=8f+5,f—-Su,f
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Comme pour le résultat correspondant dans ’espace L, (v. [6], lemme 2),
on conclut facilement que, pour 1 < p; < 00,5 =1,2,0n a

If = St flle < CYu(FHps I1f = S, s < CY,(f)p

ou la constante C' ne dépend que de p = (p1, p2).

En outre, nous utiliserons le théoréme de Littlewod-Paley ([3], 1.5.2):
si la fonction f € L,(0,27),1 < p < oo, et si sa série de Fourier est

EZO=1 Ak(f)a alors
CHICY 8%y < 1flls < CHICY 85l
v=1 v=1

ou
2u—1

8= A1(f), ba=As(f), b= Y. A(f), v >3,

k=2v—241

et les constantes C,, C; ne dépendant que de p.

2. Résultat fondamental

Théoréme. Supposons que pour les coefficients 'yljj(kj) sotent valables les
inégalités

1— ] (k3) = @;(5)¥] (ky), ki =1,2,.., 15, (= 1,...,m),

ot ¢;(l;) > 0. Pour l; fizé choisissons s; tel que 25 < l; < 2511 et
supposons que la suite \Ilfj(kj) satisfasse auz conditions

(a) | Wi (k) |< Cr | W (RY) |, 0 < K <R < 2%, (95(0) = 1),
(8) | U7.(2k5) |< Ca | Wy (k;) |, 2k; < 2%,
i i i ¥ (k)| ..
() | A‘I’Ij(kj) =] ‘I’Ij(kj) - ‘I’lj(kj +1) < Cs T 0 05 ki <2 -1,
(6) 0 < Cy < gi(ly) | W,(2%9) |

ou les constantes C1,...,Cy4 ne dépendent pas de k; et l;. Alors, pour tout
ensemble d’indices (i1,...,im),1 < i, < n, 1 <j<m < n, et pour 1 <
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p; < 00,p=(p1,--.,Pn), Vinégalité

iy

(1) 1 = iyt flls < C [ 015 (05) Y -+
i=1

ki; =0

o | WY (Ks,) |

2 =5

ki, =07=1

Ykil K (f)z"

est valable, ou la constante C ne dépend pas de f et l;.

St la condition (a) est complétée par l'exigence pour que la suit U soit
monotone, alors la condition () peut étre omise.

Démonstration. Pour simplifier 1’écriture nous allons considérer le cas de
fonction de deux variables (cas pour n = 2). Le théoréme se démontre par
la méthode par laquelle le théoréme du travail [7] a été démontré. C’est
pourquoi nous donnerons la preuve du théoreme seulement pour I’angle
d’une dimension. On a

(2) If = I flip € Yoo (f)5 + 18251 f — I, 524 I3

Considérons la fonction f(z1,z) comme la fonction d’une variable. Alors
sa série de Fourier est

ao(z > .
fr~ 0(2 2) + Z ag, (z2) cos k1zy + by, (z2) sin kyzy
ki1=1

En vertu du théoréme de la convolution on a
ao(%2) |
(T2 .
Illlf ~ = + Z 'y,ll(kl)[akl(:vg) cos kyz1 + by, (z2) sin kq24)
ki=1
En utilisant la condition du théoréme, on aura

241

Sy f = San Ik f = @r(l) Y W (k1) Ak, (22)(f),

ki=1

A (22)(f) = ak, (22) coskyz1 + by, (z2) sinkqyzy .
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Si nous désignons par Pll1 f la fonction

3) P = 20 S ) (k) A )

k1=1

alors on a

(4) Sy f = Saa I f = p1(1) Y {S2e1(PL f) = Spgr—1y(PL )}
v1=0

ol
(271 =271 pour v >1, [271] =0 pour v =0.

En appliquant le théoréme de Littlewood-Paley a la fonction 301 f— 521 I} f
on obtient

1
51 2
“5251f - SZSlIlllf”myl‘l < (,01(11)” (Z ‘531> ”Plﬁcl

v1=0
oil
(51,1 = 521/1 (Pl:; f) - S[2u1~1](P111f).
Par suite
(5) | Sea f = Saei I} fllpy oy <

=

51

< 901(11)”(Z{Sz"l(Plllf)—5[2"1“1](P111f)}2> -

v1=0
Par P’application de I'inégalité
1
16< 8 0<E< ==

IZal_ZIaI,O_E_,pourf 5
de (5) on déduit que
(6) 15261 f = Saer T}, fllpy,e0 <

< (Pl(ll)H ziizo | 52"1(P111f) - 5[2"1—1](P111f) | “pl,m-

De (6) résulte

(7) 1S201 f = S I}, fll5 <

1

< (701(11) {f027r [fo21r (22=0 | 52111 (Plllf) - 5[2"1—1](P111f) |p1) d.’l}l] H}Pz .
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Maintenant nous appliquerons deux fois I’'inégalité de Minkowski: premiérement
par rapport a l'intégration de z; et par rapport a la somme, et deuxiémement
par rapport 4 l'intégration de z, et par rapport a la somme, on obtient

(1S2e1 f = Sau I, f| <

3|

P2

2 31 2 %
< ¢1(h) / > (/ | S2v = Spga—1y P! dfb‘l) dzy ¢ <
0 0

vy =0

51 2T 2 %‘1@ i
< Lpl(ll) E [/0 <-/0 | Son — S[zul—l] |p1 dil?l) d.’l?z} ,

V1=D
c’est - a - dire
(8) 15261 f = $a1 0}, fll <
81
< 1(l) Y 11524 (PLS) = Spam—11(PL H)ll5-
v1=0
Nous utiliserons I’égalité (qui) donnée dans le travail [7]:

2¥1 -1

(9) Sea(PLF) = Spu(PEH) = Y. (Suf—-HAY(m)+

m=[2"171]

+(Sza f = VL (2) = (Spa—f = HYL([227)).

En vertu de la condition () nous obtenons

2¥1 1 2¥1 -1
| O] (1) |
PRI\ ATHIEEDY “‘l;ll*_l_—f_
pr=[2"171] m=[21"1] !

d’ou, en tenant compte de (@), résulte

2¥1 -1 211
D, 1AV ) <IN Y oy <M
p1=[211-1] p=[2"1~1]

Maintenant en utilisant la condition () nous obtenons

211

(10) Yo 1A () <] ¥ (227 | -

p=[2"171]
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Si la suite \Il}l(kl), ky = 1,...,1; est monotone, alors nous obtenons
I’inégalité (10) sans condition (7).

De (9), en vertu de (10) on obtient
(1) 152 (Pof) = Sy (P H)llp <1 U1 ([271]) | Y —11(£)p-
Maintenant de (8) en utilisant (11) on déduit
51
(12) 1520 = S If fllp < 02(h) D 1 94127 ]) | Yigm—1y(F)s-
v1=0
En utilisant la condition (6) nous avons
(13) Yoo (F)s < pr(h) | 97,(27) | Yoo (f)p-
De (2), en vertu de (12) et (13), nous obtenons

81 +1

(14) I = I flls < er(l) Do 1 9L (27 | Yigu 1) ()

v1=0

En utilisant les conditions (o) et (3) de (14) resulte (v. [7]):

k1) |

(15) If = I flls < a(hn) Z k“ 1 Ya (s
k1=0
De la méme maniére on obtient 'inégalité
| U (k2) |
(16) If = I flls < ea(l2) Z 1 Tes
ko=0

Dans la démonstration de l'inégalité (1) pour l’angle de deux dimensions
on utilise le raisonnement par lequel est démontrée la partie précédente du
théoréme et il faut avoir en vue les faits correspondant donnés dans [7]. C’est
pourquoi nous omettons cette partie de la démonstration et nous finissons
la. démonstration du théoréme.

Corollaire 1. Sip; =ps = --- = p, = p,1 < p < 00, alors du théoréme
résultent les inégalités dans lespace L.
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Corollaire 2. Soient w;(l;) | 0,%] (k;) — Wi(k;),(l; — o0),| ¥ (k;) |<
C | ‘Ilj(kj) | pour tout I}, ot la constante C' ne dépend pas de l; et k;. Posons

m
V,,I:{feLp:||f—u1‘1...zimf||,,:0 [Ten0:)] =12, }

=1

Y(Iaﬁa \I/,C) = {f € Lﬁ : Yk‘il---kim (f)ﬁ =0 H(kij + 1)_6 l ‘Ilij(kij) I—l} »
=

.kiJ :071727“-}7 €>0,

Y(I,p,¢)

{f €Lp: erl”'lim(f)ﬁ =0 H L,Oij(lij) , l,'j =1,2,...
i

et supposons que ces relations soient valables pour tous les ensembles d’indices
(t1,. 00y t), 1 <4, <n,1 <j<m< n Alorsona

(17) Y(I,p,¥,¢) C VpI CY (I, P, ¢)

pour 1 < p; <00, p=(p1,--->Pn)-

3. Applications

La sommation des séries par procédés de Riesz (v. [1]) est définie par les

noyaux n?n)(t) pour lesquels

1S A
kM) ~ 5 + Z(l - XIIE)COS kt
k=1

et la suite {);} vérifie les conditions: 0 < A\; < Ay1 3 Ay — o0, —
o0 AZN\; > 0o0u AZ)N <0 3 Ag = O()\l), (/\ — OO), si AzAl > 0.

Dans ce cas \
1— (k)= 2%
71( ) Y P

par suite

(1) = /\l Wi(k) = My pour k=1,...,0—1,
i
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Ui(k) =X\ pour k>1L.

Nous allons prouver que la suite ¥;(k) = A vérifie les conditions du
théoreme. Puisque Ar < Ag4q il est évident que la suite ¥;(k) vérifie la
condition (a). En outre ¥;(k) > 0.

La condition (/) est contenue dans la condition donnée Ay; = O(A;), ({ —
o), si A%2\; > 0. 1l reste & prouver que la suite ¥;(k) vérifie la condition
(B) si A%) < 0.

Dans le travail [1] d’Aljan¢i¢, on a donné I'inégalité
A
Ak+1 — Ak < C?k

d ou

/\k+1 1
2l sl
A T + Ck

(Ia constante C' ne dépend pas de k).

En posant k,k + 1,...,2k — 1 dans P’inégalité précédente alors, par le
produit, on obtient

Aok C C
Rk« =
/\k_(1+2k~1) (1+k)
et puis
/\zk Ck
— < —).
<1+ D)

De cette inégalité résulte que Agx < C2Aj et ce qui signifie que la suite
¥ satisfait a la condition ().

On peut omettre la condition (y) parce que la suite ¥ est monotone.
La condition (§) est équivalente 2 la condition

A

2Ly, 22 <l<2t,

Ags

Puisque la suite \; est monotone, alors A; < Ays+1. Il en résulte, en vertu de
la condition (3), que

ﬂ < Ags+1

< (.
/\23 - /\23 - ¢
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Donc, nous avons prouvé que la suite ¥;(k) satisfait aux conditions du
théoréme.

Par conséquent on a Uinclusion (17) pour VzI, Y(I,p, A €), Y(I,p, A).

En particulier, si AW = &7, r; >0, j=1,...,n, on a
(18) Sr¥efl ¢ VaR™ € STH, 1< p; < 00, >0,

ol

VRO = {felp:|f —uya, flls = O[[ [ + 1)7™],
=1
lj :0,172"",(1 < z] <n,1<j< mSn)},

et SZH sont les classes de Nikolski qui sont définies par les meilleures ap-
proximations par angle (v. [4], [5]) :

—3
oy
S
5
-
-

Il
—

S;H = {fel;: Y ., (f)s<C

7

J

IA
IA

l,=12,...,(1<4;<n,1 m < n}.

2 —_
Dans le cas ou f est une fonction d’une variable, alors les classes V31 = VI
sont les classes de saturation du procédé de Riesz (v. [1], [8]), et par les (17)
et (18) nous comparons ces classes aux classes de Nikolski.

Pour le procédé logarithmique L{V) nous appliquerons le corollaire 2 dans
le cas de fonction d’une variable (alors Yi(f) = Ex(f)). Pour ce procédé
nous avons (v. [8])

Oy
(k) = logl ’
L1

Hk,l = Z ; k<

v=k+1

1

) = —
w(l) fogl °

{
1
U(k) = logl— Y =
v=k+1
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La suite ¥;(k) croit et elle satisfait aux conditions du théoréme. Les sommes
Lgl)(f) sont données par les égalités (v. [8])

{
My L
L (f) = log! zzz

*l
“—

Si nous désignons

o) = {feL If = " f||p—0(10;l)}
A(e) = {feLp:Ek(f):O(ﬁ—llga>},e>O,
1
B - {fELP:Ek(f):O<logk)},

alors, en vertu de (17), on a l’inclusion
(19) Al c V, W Cc B, 1<p< oo, (€>0).
La classe VPL(I) est la classe de saturation du procédé L(1).

Si nous désignons par V,L(®) la classe de saturation du procédé logarith-
mique général L(2), ot ¢ > 0, alors, comme nous le savons déja (v. [9]), on
aV, L® = L(’J). Cela signifie que les inclusions (19) sont valables pour
v, L(q>, g > 0

On peut appliquer le théoréme au procédé de sommation défini par les

somimes
k+1

-1 L p
= 1.

Pour ce procédé nous avons

l/+1
= =1,2,....
’YP() 10g(1—p)21/+1 k )=

Si nous posons p=p;=1— %, { > o0, (p — 1), alors

e(l) = @,
k 1y
v = YO

v=1
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v=1

F1
V() = D, -,
Ui(k) < V(k) .

Par conséquent

If - 51 - ,,f)np_lg,Z,fﬂ“i Wy <

{
1 log(k
<C S o8 D By 1<p<o0, I=2,3,....
=0
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