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Abstract

We denote by L(z,y), I(z,y), and L,(z,y) the logarithmic mean,
the identric mean, and the Lehmer mean (of order r; r real) of positive
real numbers z and y, i.e., )

-y

RO o)

z#y, L(z,z)==x,

I(z,y) = %(z’/y’/)l/(”‘y), z#£y, I(z,z)=r=x,

and
xr+1 + yr+1

Le(z,y) = — ey

The aim of this paper is to present sharp upper and lower Lehmer mean
bounds for L(z,y), I(2,y), (L(z, y)I(z,¥))"/?, and §(L(z,y)+1(z,y)).

AMS Mathematics Subject Classifications (1991): 26D15
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1. Einleitung

In einer im Jahre 1938 erschienenen Arbeit hat C.Gini [17] fiir reelle Pa-
rameter 7 und s sowie fiir positive reelle Zahlen z1,...,z, (n € N) die
Funktionenschar

n n 1/(""”)
Glrson = [Set/ S| vt

i=1 =1

G(7,8;T1y ..y Tp) := exp[z z] In(z;)/ Zz:]
i=1 1=1

eingefiihrt.

Elementare Rechnungen ergeben:
min(zy,...,zn) < G(1,8; 21, ..., Tn) < max(zy,...,zp),

G(r,8;21, ..., n) = G(7, 8T (1), -+» Tj(n))

fiir jede Permutation j der Index Menge {1, ...,n},
cG(r, 8521, .., &n) = G(7,8; 21, ..0) CTy,)

fiur alle ¢ > 0.

Bei G handelt es sich also um eine zweiparametrige Familie von homo-
gene symmetrischen Mittelwerten, die u.a. das bekannte Potenz Mittel

n 1/r
1
M,-(-'l'l, ~--7zn) = G(T7O;zl7 "'7zn) = [; Zz;:l y T 7£ 07

=1

‘ ’ n 1/n
My(z1, ... zn) = G(0,0; 21, ...,7,) = [H mg]

=1
als Spezialfall enthalt.

Fiir die einparametrige Mittelwertfamilie

L (z1,..;2,) = G(r+ 1,721, ..., %) + sz"’l/ sz
=1

=1
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ist von H.W.Gould und M.E.Mays [18] die Bezeichnung Lehmer Mittel
gewiahlt worden.

D.H.Lehmer [24] war einer der ersten Mathematiker, der sich mit den
Mittelwerten L,(z,y) beschiftigte. Angeregt durch die beriihmten Arbeiten
von C.F.Gauf}[16] iiber das arithmetisch - geometrische Mittel untersuchte er
Funktionen M x M*(u,v), die er als Grenzwert rekursiver Folgen definierte:

Wenn
ag:=u, bg:=wv,

Qp41 = M(anabn)v bn+1 = M*(anabn)a 0<ncZ

dann
M x M*(u,v):= lim a, = lim b,,

sofern beide Grenzwerte existieren und gleich sind.

Bei M und M* handelt es sich in Lehmers Arbeit um Mittelwerte aus
den Familien M,(z,y) und L,.(z,y) (vgl. [10], [11], [13]).

Falls die Zahlen z1, ..., z,, nicht alle gleich sind, dann ist das Potenz Mittel
M.(z1,...,2) bekanutlich eine beziiglich r in R streng monoton steigende
Funktion [29, p. 76].

E.F.Beckenbach [6] hat bewiesen, daBauch L,(z1,...,z,) beziiglich r in
R streng monoton steigt, wenn die Werte zi, ..., z, nicht alle gleich sind.

Bemerkenswert ist eine vor kurzem veréffentlichte Note von D. Farnsworth
und R. Orr [15] in der gezeigt worden ist, wie sich das Lehmer Mittel L,(z, y)
fiir ganzzahlige Parameter r geometrisch interpretieren lafit.

Im Folgenden bezeichnen wir mit G(z1,...,z,) und A(z1,...,z,) das ge-
ometrische und das aritmetische Mittel von z,, ..., Z,. '

Ohne Schwierigkeiten beweist man fiir alle reellen Zahlen 7 und fiir alle
positiven Werte z und ¥ :

G(z,9) € VLc(z,9)L_o(2,9)

(L) < S(Le(e,9) + Lr(2,9)) = A(z,)

(Vgl. [15]; die linke Ungleichung von (1.1) ist d4quivalent zu (z — y)? > 0.)
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Eine enfache Verallgemeinerung von (1.1) fiihrt zu folgender Verscharfung
der bekannten Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem arith-
metischen Mittel von n positiven Zahlen durch Lehmer Mittel:

n 1/2 n 1/2"
G(z1, .. Zn) = [H G(wi,xi+1)] < [H Lr(xiazi+1)L—r(zi,zi+l)]

=1 i=1

" 1/n
1
< [H g(Lr(zi,ziga) + L—r(xf’x"“))]
=1

n l/n n
1
= [Hl A($i7zi+1)] < ; ZA(.’I),‘,.’EH_I) = A(zl,_._,zn).

i=1
Diese Abschitzungen gelten fiir alle reellen r und fiir alle positiven Zahlen
Ty ey Tyy Tpg1 = T1, B E N.

Weitere Eigenschaften von L, findet man in [6], [15] und [18].

Die zweiparametrige Mittelwertfamilie

r_ v/ (r—s)
S y] rds rs£0, 24y,

E(T,S;.’E,y) = [:; z5 — y°
mit reellen Parametern r und s sowie positiven reellen Variablen z und y, ist
im Jahre 1975 von K.B. Stolarsky [34] eingefiihrt und seither in mehreren
Arbeiten von diversen Autoren intensiv untersucht worden (siehe [2], [5],
[18], [22], [23], [35]).

Gould und Mays [18] haben bewiesen, dafidie drei klassischen Mittel-
werte: :
das arithmetische Mittel: E(2,1;z,y) = Lo(z,y) = (¢ + y)/2,
das geometrische Mittel: E(r,~r;2,y) = L_y/2(z,y) = (zy)!/?,
und das harmonische Mittel: FE(-2,-1;2,y) = L_1(z,y) = 2zy/(z + y)

die einzigen Mittelwerte sind, die beiden Familien: E(r,s;z,y) und L.(z,y)
angehoren.

Einfache Grenzwertberechnungen ergeben, daBsich E(r,s;z,y) fir alle
reellen Parameter r und s definieren 138t. Insbesondere enthilt E das loga-
rithmische Mittel

r—-y

L(z,y) := E(1,0;z,y) = in(z) — In(y)
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sowie das sogenannte identric mean
1
I(z,y) := E(1,1;z,y) = —(z°/y¥)/ ¥
e

als Spezialfalle.

Das logarithmische Mittel spielt bei einer Reihe von praktischen Proble-
men aus Physik und Wirtschaftswissenschaft eine wichtige Rolle (vgl. [28],
(32], [33]) und ist dariiber hinaus Gegenstand zahlereicher rein - mathema-
tischer Abhandlungen (siehe [2-5], [7-14], [18-23], [25-270, [29-32], [34-36]).

Die Bedeutung des identric mean fiir die Familie £ kommt in der von
Stolarsky [34] entdeckten Formel

1
rT—3

E(r,5;3,4) = exp / in I(at,y)dt

zum Ausdruck.

Der Erste, der sowohl das logarithmische Mittel als auch das identric
mean in die mathematische Literatur eingefiihrt hat, scheint K. Knopp gewe-
sen zu sein. In seinem erstmals im Jahre 1921 erschienenen Werk ”Theorie
und Anwendung der unendlichen Reihen” heifit es:

”Das Intervall a..b, (0 < a < b), werde in n gleiche Teile geteilt;
Tg,T1,T2, ..., Ty seien die Teilpunkte (zo = a, z, = b). Man zeige, dafideren
geometrisches Mittel

1 b
"t/ ToT1Tg... Ty — %(bb/a“)l/(b"“) = exp(b - a/ log zdz)

und ihr harmonisches Mittel

n+1 b—a
T, L 1 _
mtat -tz logb —loga

strebt. ”[21, p. 110], vgl. [19]. .
Insbesondere hat Knopp auf diese Weise die fiir alle positiven Zahlen a
und b giiltige Abachitzung L(a,bd) < I(a,b) bewiesen.

Fiir die beiden Mittelwerte L und I sind eine Vielzahl von Ungleichungen
veroffentlicht worden. In [1], [3], [23], [25] und [35] wird gezeigt, wie sich L
und I sowie das geometrische und das arithmetische Mittel von L und I mit
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Hilfe des Potenz Mittels abschitzen lassen. Fiir alle positiven z und y (mit
x # y) gelten folgende Ungleichungen:

(1.2) Mo(z,y) < L(z,y) < My3(z,y),
(1'3) M2/3(1:, y) < I(=, y) < M].n(2)(z’ ),

(1.4) Mo(z,y) < v/ L(z, ) (z,y) < My 5(z,y),

%(L(z,y) +1(2,9)) < Myya(2,9)-

Alle diese Abschitzungen sind optimal in dem Sinne, dader Parameter auf
der linken Seite nicht durch eine groBere Zahl und der Parameter auf der
rechten Seite nicht durch eine kleinere Zahl ersetzt werden kann.

Die in [3] vermutete Ungleichung

1
Min(2)/(141n(2)) (2, 9) < 5(L(2,9) + I(2,9)), = #y,

ist bisher weder bewiesem noch widerlegt worden.

In dieser Note werden wir zeigen, wie sich jeder der vier Mittelwerte:
L, I, VLT undi(L + I) durch Lehmer Mittel (zweier Veranderlicher) best-
moglich nach oben und nach unten abschatzen 1afit.

2. Ungleichungen fiir L und [

Mit dem Problem, wie sich das logarithmische Mittel nach unten hin best-
moglich durch L, abschidtzen 1a8t, hat sich J. Karamata in einer im Jahre
1960 erschienenen Arbeit beschaftigt. Die von Karamata gefundene Ungle-
ichung '

(2.1) L_yy3(z,y) < L(z,y), =#Y,

spielt bei der Lésung einer von 5. Ramanujan gestellten Aufgabe eine wichtige
Rolle (siehe [20]). Einen eleganten Beweis fiir (2.1) findet man in [29, p. 272].

Auf Grund der fiir alle hinreichend kleinen Zahlen t giiltigen Beziehung

' 1 1
L(1,148) = Lr(1,1+ 1) = =2 (r + 5)t2 + ...
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kann in (2.1) der Parameter —1/3 durch keine gréBere Zahl ersetzt werden.

Da das Potenz Mittel M,(z,y) (mit z # y) beziiglich 7 in R streng
monoton steigt, folgt nach (1.2):

L(z’y) < Ml(z’y)-z LO(z’ y)’ T :I'é Y.

Wir beweisen nun, dafidas arithmetische Mittel von z und y innerhalb der
Familie L,(z,y) die kleinste obere Schranke fiir L ist.

Dazu nehmen wir an, es gibt eine Zahl r € (—1/3,0), so dafifiir alle
positiven z und y gilt:

L(z,y) < Lr(z,9), =#vy.

Setzen wir y = 1, dann folgt fiir z € (0,1) :

zH 4+ 1 <:1:T+1_
-1 In(z)’

lassen wir z gegen 0 streben, so erhalten wir: —1 < —oo. Wir fassen die
bisherigen Ergebnisse zusammen.

Satz 2.1. Fiir alle positiven Zahlen z und y mit x # y gilt:

(2:2) L_y3(z,y) < L(2,y) < Lo(z,y).

In (2.2) kann weder —1/3 durch einen grofieren Wert noch 0 durch einen
kleineren Wert ersetzt werden.

Bemerkung. Ein Vergleich der beiden Doppelungleichungen (1.2) und (2.2)
zeigt, dafidas Potenz Mittel eine scharfere obere Schranke fir L liefert als
das Lehmer Mittel, wohingegen bei der Abschitzung von L nach unten das
Lehmer Mittel basser geeignet ist, denn es gilt:

MO(z’y) = L—1/2(x,y) < L_1/3($,y), T :I'é Y.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden wir das identric mean nach oben
und nach unten bestmdoglich durch L, abschitzen.

Satz 2.2. Fir alle positiven Zahlen z und y mit z # y gilt:

(2.3) L_yse(z,y) < I(z,y) < Lo(z,y).

In (2.3) kann weder —1/6 durch einen groferen Wert noch 0 durch einen
kleineren Wert ersetzt wedren.
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Beweis. Die rechte Seite von (2.3) folgt unmittelbar aus (1.3). Auf Grund
von L < I 1afit sich nach Satz 2.1 die Ungleichung I < Lg nicht verscharfen.

Um die Giiltigkeit der linken Seite von (2.3) zu zeigen, geniigt es nach
(1.3) die Abschitzung

(2'4) L—I/G(za y) < M2/3(z,y), T 7£ Y,
zu beweisen. Wir definieren fiirt > 0 :
3. 2841 t5/6 + 1
f(t)._gln 2 _nt—l/6+1'

Differentiation von f ergibt:

f,(t) B t—7/6(t1/3 _ 1)3(t2/3 + 3t1/3 + 1)
TG 1)(B/6 4+ 1)(t-1/6 4+ 1)

Hieraus folgt
(2.5) f(t)> f(1)=0 fir 0<t#1.
Setzen wir in (2.5) t = z/y mit = # y, dann erhalten wir nach elementaren
Unformunge die Ungleichung (2.4).
Abschlieflend haben wir zu zeigen, dafidie Ungleichung

L:(z,y) < I(2,y)

nur dann fiir alle positiven Zahlen z und y mit z # y erfiillt ist, wenn gilt:
r < —1/6.

Zu diesem-Zweck entwickeln wir die Funktion

tin(t) In 41

WI(t,1)~InL,(t,1) = ~1+ —= P

in eine Potenzreihe um 1; fiir alle nahe bei 1 gelegenen Werte ¢ gilt:
1 1
InI(t,1) —In(L,(¢,1) = —Z(r + g)(t -1 4.

folglich: »r < —1/6. O

Bemerkung. Der Beweis von Satz 2.2 hat gezeigt, daBdas Potenz Mittel
eine schirfere obere und untere Schranke fiir I liefert als das Lehmer Mittel.
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3. Ungleichungen fir (LI)/? und Y(L + 1)

Zu Begin dieses Abschnitts zeigen wir, wie sich das geometrische Mittel von
L und I durch Lehmer Mirrelwerte abschiatzen 1aft.

Satz 3.1 Fur alle positiven Zahlen z und y mit z # y gilt:

(3.1) L_y/4(z,9) < /L(2,9)(z,y) < Lo(z,y).

In (8.1) kann weder —1/4 durch einen grofieren Wert noch 0 durch einen
kleineren Wert ersetzt werden.

Beweis. Auf Grund von

M1/2(z’y) < Ml(zy y) = Lo(Z, y)a z # Y,
folgt die rechte Ungleichung von (3.1) aus (1.4). Nach Satz 2.1 kann die
rechte Seite von (3.1) nicht verscharft werden.
Wir beweisen nun die linke Ungleichung von (3.1).
Eine kleine Rechnung ergibt fiir alle reellen ¢ # 0 :

iﬂtﬂﬁ exp(—1 + teoth(t))

Lt e (et e™) =

und
[L_y/alet, ™) = [1+ 4(sinh(t/4))]2.

Wir werden zeigen, dafifiir die Funktion

g(t) :=1n[L(e', e ) (e', 7)) = In[L_y (e’ ")

=In S“‘}t‘(t) — 1 + teoth(t) — 21n[1 + 4(sinh(¢/4))?], t # 0,
9(0) :=lim g(t) = 0
gilt:
(3.2) g(t)>0 fir ¢t>0.

Setzen wir in (3.2) t = In(2/y) mit z > y, dann erhalten wir nach einnfachen
Umformungen die linke Seite von (3.1).
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Differentiation von g ergibt:
JOsinh(0)[1 + A(sinh(¢/4))?)

= [tsinh(2t) — t* — (sinh(¢))?][1 + 4(sinh(t/4))?] — 2t(sinh(t))? sinh(¢/2)

= L cosn(5t/2) + = sinh(5¢/2) - %cosh(3t/2) + 3 sinh(31/2) + 1

2
1

1
+§ cosh(2t) — tsinh(2t) + (1 — 2t%) cosh(t/2) + tsinh(t/2) — 3

e b t2n+2 .
= T;(an + n)m mit

5. on 1. 1
an = (5)2 - Z) — 4" (n 4 5) und

b= (32 2) 4 ()0 + 5~ 4(n+ D(2n+ 1),
Durch vollstindige Induktion beweist man fir n > 2:
a, >0 und b, > 0.
Folglich gilt fiirt > 0 :
g'(t)>0 und g(t)>0.

Zu zeigen ist nun noch, daBdie linke Ungleichung von (3.1) durch Lehmer
Mittel nicht verscharft werden kann. Hierzu entwickeln wir die Funktion

In[L(1,1+ t)I(1,1+ t)] — In[L,(1,1 4 t)]?
in eine Potenzreihe um 0 und erhalten fiir alle hinreichend kleinen Werte ¢ :
InL(1,1+t)+InI(1,1+¢t)~2nL,(1,1+1¢)= —%(r + i)t2 +

es folgt, daflauf der linken Seite von (3.1) der Parameter —1/4 durch keine
groflere Zahl ersetzt werden kann . O

Bemerkung. Auf Grund von

Mo(z,y) = L_1j2(2,y) < L_ysa(z,9), = # v,

handelt es sich bei der linken Seite von (3.1) um eine Verscharfung der linken
Ungleichung von (1.4).

P
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Mit Hilfe der bisher gewonnenen Ergebnisse sind wir in der Lage, das
arithmetische Mittel von L und I nach oben und unten durch L, bestméglich
abzuschatzen.

Satz 3.2. Fir alle positiven Zahlen z und y mit ¢ # y gilt:

1
(33) L_1/4(z,y) < E(L(:E’y) + I(Il?, y)) < Lo(:l?, y)'
In (3.3) kann weder —1/4 durch einen gréfleren Wert noch 0 durch einen
kleineren Wert ersetzt werden.

Beweis. Die Doppelungleichung (3.3) folgt unmittelbar aus Satz 3.1 und
Satz 2.2. Nach Satz 2.1 kann die rechte Seite von (3.3) nicht verscharft
werden.

Wir nehmen an, es gibt eine reelle Zahl r, so dafifiir alle positiven = und
y mit z # y gilt:
1
Lr(xa y) < §(L($, y) + I(Z, y))

Dann folgt fiir alle nahe bei 0 gelegenen Werte ¢ :
1 1
E(L(et,e_t) +I(e,e™) — L(ef,e™") = —(r + Z)t2 + ..

somit mufgelten: r < —1/4. O
In [3] sind fiir alle z,y > 0 (mit z # y) die Abschatzungen

(3.4) VG(z,y)A(z,y) < VL(z,y)(z,y)

< 3(H(z.9) + 1(2,)) < 5(G(2,9) + Alz,9))

bewiesen worden. Im letzten Teil dieser Note wollen wir der Frage nachge-
hen, welche dieser drei Ungleichungen sich durch Lehmer Mittel verscharfen
lassen.

Satz 3.3. Die lDoppelungleichung

(3.5) VG(z,9)A(z,y) < L (z,y) < VL(z,9)(z,y)

ist genau dann fiir alle positive Zahlen z und y (mit z # y) erfiillt, wenn
gilt: r = —1/4.

Beweis. Die rechte Ungleichung von (3.5), mit r = —1/4, ist in Satz 3.1
bewiesen worden. ‘
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Wir definieren fiir t > 0 :
h(t) := [1 + 4(sinh(/4))?? - cosh(t).

Dann folgt:
h'(t) = 2sinh(t/2)[cosh(t/2) — 1] > 0.
Also gilt:
h(t) > L(0)=0 fiir t> 0,
und somit )
zyh(iln(z/y)) >0 fir z>y>0,
das heifit

[L_l/,,(a:,y)]r‘Z > G(z,y)A(z,y) fir z>y>0.

Wir nehmen nun an, (3.5) sei fiir alle positiven z und y mit z # y erfiillt.
Wenn wir in der linken Ungleichung z = exp(t) und y = exp(—t) setzen,
dann erhalten wir fiir alle hinreichend kleinen Werte £ :

L.(e',e™") — \/G(et, e A(el e ) = (r+ i)t2 + .

also mufBigelten: r > —1/4.

Wie wir in Satz 3.1 bewiesen haben, folgt aus der rechten Seite von (3.5):
r< —1/4. Also gilt: r = —1/4. O

Nach Satz 3.1 und Satz 3.2 gibt es keine reelle Zahl r, so dafidie Dop-
pelungleichung

VI DI@9) < Lila,9) < 5(L(z,9)+ 1(z,9))

fiir alle positiven z und y mit z # y erfiillt ist.

Einfache Rechnungen zeigen, dafauch die rechte Ungleichung von (3.4)
nicht durch Lehmer Mittel verscharft werden kann:

Fiir alle hinreichend kleinen ¢ gilt:
%(G(et,e_t) + A(e!, e)) = (et et) = —(r + i)t2 +o

Damit dieser Ausdruck positiv ist muir < —1/4 sein, und nach Satz 3.2
folgt fiir alle r < —1/4:

Lel@,9) < 5(Lo,9)+ 1(2,).
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REZIME

NAJBOLJA MOGUCA OCENA ZA SPECIJALNE SREDNJE
VREDNOSTI

Sa L(z,y), I(z,y),1 L.(z,y) je oznacena logaritamska, identri¢na i Lehmer-
ova srednja vrednost (reda r; r je realan broj) za pozitivne realne brojeve
z iy, t].

T—Y
In(z) — In(y)

1
I(z,y) = ;(zx/y’“’)l/(“”, c#y, I(z,z)=ug,

l(z,y)= , ¢ #y, L(z,z) = =z,

T+l + y'r+1

L-,-(Il),y) = z"' +y"'
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U ovom radu je odredjena taéna gornja i donjé. srednja vrednost za L(z,y),
I(z,y), (L(z,9)1(z,9)"/? i 5(L(z,y) + I(2,9))-
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