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Abstract

L’étude des champs de tenseurs presque analytiques sur certaines
variétés a été entreprise par des géométres japonais, des résultats trés
intéressants et complets étant mentionnés dans la monographie [7).

Dans cette note nous introduisons une différentielle dans l‘algébre
des formes presque analytiques sur une variété presque complexe quel-
conque et nous démontrons qu'‘elle vérifie un lemme de type Poincaré.
Nous obtenons ensuite une caractérisation des groupes de cohomologie
de la variété considérée, a valeurs dans C.
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1. Introduction

Soit M une variété C*°-différentiable, de dimension 2n et douée de la struc-
ture presque complexe F'. Soit 7(M)’anneau des fonctions C*°-différentiab-
les sur M et désignons par X'(M) le T(M) - module de champs de vecteurs
tangents et par A"(M) le T(M) - module de formes différentiables de degré
rsur M.

1Cette note est dédiée 3 la mémoire du professeur dr. Dumitru Smaranda.
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Définition 1. On ‘dit que w € A"(M) est pure si pour tout X1,...,X, €
X(M) ona
‘ w(FX1,X2,...,Xs) = w(X1,...,FXiy..., Xr) i €27,

A la forme pure w on associe de maniére unique la forme & € AT(M),
définie par
(1) (X1, X2y, Xp) = ~w(FXy,X2,...,X).
Définition 2. La r-forme pure w 8’appelle presque analytique si
(2) (d(D)(X],Xz, se aXr+1) + (dw)(FXhX?a ser aXf+1) = 0.

On vérifie aisément que la forme &, associée i la forme presque analytique
w, est elle aussi presque analytique. Soient alors les couples (w,&), (4,8),
ol w, 0 sont des formes presque analytiques et @, 6 sont définies par (1).
On définit leur produit presque analytique par la formule, [6],

(3) W, INB,0) = (WAO-GAGEAE+wAS)

L’ensemble A "(M) des couples de r-formes presque analytiques posséde
a
une structure de module sur ’anneau

T(M)={(f,9) f,9€T(M): dg+df o F =0}
; r '
et, de plus, le module A (M)= @ A "(M), doué du produit (3), est une
a a '
algébre graduée, appelée algébre des formes presque analytiques.

2. Un lemme de type Poincaré

Soit w une r-forme presque analytique; alors les r + 1-formes dw, d& sont
puras L’¢égalité (2) peut donc s’écrire sous la forme

(4) do = dw

ot dw est la forme associée 3 dw par (1). Mais (dw,dd) € A r+1(M) et

a
alors on peut définir 'opérateur

D: AT(M)— ATTM), D(w,o)= (dw,dd).

Compte tenu de (3) on démontre par un calcul direct la
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Proposition 1.
i) D est un opérateur local et R-linéaire;
ii) pour (w,@)€ A (M) et(8,8)e AP (M)ona

a a

D{(w,&) \(8,8)] = D(w, ) A(6,0) + (~1) (w0, @) A D(8,);

iii) D* = 0.

Soient (U; z!,...,2?") une carte locale au point z € M, w une r-forme
ayant la représentation locale

(5) w= z Wi, '___',-,dz'.‘ A...Adz'r
1<..<tr

et F,-" les composantes de F relatives a la base canonique.

Proposition 2. Pour que la r-forme w, donnée par (5), soit pure il suffit
que
Flwkiy..i = Flwiy k.,

pour tout j € 2,1 et pour toute famille d’indices iy, ..., i, € 1,2n.

Soient M et N deux variétés douées des structures presque complexes
Fpp, resp. Fy. Onala

Proposition 3. Siw € A"(N) est pure et st f : M — N est une applica-
tion presque compleze alors f*w € A™(M) est pure.

A présent nous pouvons démontrer le résultat annoncé, a savoir le

Théoréme 1. Soit U un ouvert de M et (w,&) € A "(U). Si D(w,®) =0

- a

alors il existe un ouvert V C U et un couple (9,5) € A r—l(V), tels que
e

D(8,0) = (w,&).
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Preuve. Supposons que la forme w est donnée par 1’égalité (5). On a dw =0
donc, d’aprés le lemme classique de Poincaré, il existe la r — 1-forme 6 telle
que df = w, 8 étant donnée par la formule, ([2], chap. II, §9),

1 r . . .
® o=( 3 / Wiy (t2)072dE) S (=12 de AL A
i<...<ir /0 i=1
A...Adzh A... Adz.

De (6) on obtient les composantes locales de 6 et alors de la proposition 2.
il résulte que @ est pure. De méme, il existe une r — 1-forme pure ¢’ telle
que df’ = @, celle-ci étant définie de la méme maniére que 6.

De (1) il résulte

(7) Wiy iy = —Fi,:wkiz...i,

et alors les composantes locales de la forme @' sont

. 1
8, o =zt /0 Fltuy oy (1) dt—

r , .M
- Z(—l)J_lz'J '/(; Fslwuug...uj_liju,'...u,_l (tz)tr_ldt. -
=2

Par application de la proposition 2 a la forme w, on obtient

. 1
O:q...ur..l = _F:1 [zu/(; Wiiuug . tiroy (tx)tr-ldt'l'

r !
+E(—1)J_lxb-/(; wuuz.‘.uj_ﬁju,’...u,_l(tz)tr—ldt .

i=2

Un calcul direct montre que les composantes locales des formes & et 6’
vérifient des relations analogues & la formule (7), donc on a §' = 6. D’autre
part on a

(d)(FXq,X2,..., X, )+ (d6)(Xq,X3,...,X,) =

= w(FX1, X2, ..., Xr) + w(X1, X25.. ., X;) = 0

ce qui prouve que @ est une forme presque analytique.
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3 . Cohomologie a valeurs dans C

Les données
U— A'(U); U ouvert dans M
a

(G:U'=U)— A r(j)(w,ib) = (W, @pr); U'cU
: a

définissent un faisceau de T;-modules, noté A 7, et celui-ci est fin parce que
a
le faisceau A" des champs de r-formes est fin.

Si D(f,9) =0, (f,9) € A O(U), alors df = dg = 0, d’ot il résulte
a
Pinclusion Ker(D: A °(U) — A '(U)) € To(U). Mais les fonctions f et
a a
g sont alors locales constantes et donc

(8) Ker(D: A °(U) — A '(U))~ RX(U)

ou R? est le faisceau associé au pré-faisceau constant R2. Nous obtenons
ainsi la suite des faisceaux o '
o D D
(9) O— R — A° — ... AT — ATV
a a a

ot D est le morphisme des faisceaux induit par 1’opérateur défini dans la
section 2 et i est le morphisme d’inclusion. Du théoréme 1 on déduit alors
le

Lemme 1. La suite (9) est une résolution fine du faisceau RZ,
De la définition 1 il résulte le
Lemme 2. Pour r > n+ 1 il n'existe pas de r-formes pures Vno)n nulles.

On sait que les groupes de cohomologie 4 valeurs dans un pré-faisceau et
ceux a valeurs dans le faisceau associé sont isomorphes et alors, des lemmes
1, 2 il résulte le » )
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Théoréme 2. Les groupes de cohomologie a valeurs complezes, de la variété
presque compleze M de dimension 2n, sont donnés par

A%M,C)~ Ker(D: A °(M) — A (M)

H'(M,C)~ Ker(D: A" (M)— A" (M)/D( A ™M)

pour 0 < r<n et

a~(M,C)~ A ™(M)/D( A ""(M))

H'(M,C)=0pourn+1<r<2n.
En tenant compte de (8), du théoréme 2 on déduit la

Proposition 4. Si la variété presque compleze M est conneze alors

’

H(M,C)=C.
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REZIME

SKORO ANALITICKE FORME JEDNE SKORO KOMPLEKSNE
PROMENLJIVE

Proucavanje skoro analitickih tenzorskih polja nad nekim mnogostrukostima
zapoceli su japanski geometri veoma zanimljivi i potpuni rezultati se pom-
inju u monografiji [7].

U ovom radu uvodimo diferencijal u algebru skoro analiti¢kih formi nad,
ma kojom skoro kompleksnom mnogostrukoséu i pokazatemo da vazi jedna,
lema tipa Poincaré. Dobiéemo, zatim, karakterizaciju grupa kohomologije
sa vrednostima u C, posmatrane mnogostrukosti.
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