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Abstract

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB ein bekanntes Ver-
fahren zur Berechnung eines Fixpunktes fiir den Fixpunktsatz von Ka-
kutani auch auf allgemeinere Fixpunktsatze angewendet werden kann.
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1. Einleitung

Sei K eine nichtleere Teilmenge des m—dimensionalen euklidischen Raumes
R™. Mit coK,dK,intK, und K bezeichnen wir die konvexe Hiille, den Rand,
das Innere bzw. die AbschlieBung von K. Das Symbol ac(K) bezeichne das
System aller nichtleeren, abgeschlossenen und konvexer Teilmengen von K.
Sei M C R™. Die ("mengenwertige”) Abbildung F : M — ac(K) heifit
oberhalbstetig, wenn fir jedes zg € M und jede offene Menge G C R™
mit F(z9) C G eine Umgebung U von z¢ existiert, so daB F(z) C G fir
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jedes z € U N M gilt. F heifit kompakt, wenn F oberhalbstetig und F(M)
eine beschrinkte Teilmenge des R™ ist. Wenn F(M) beschrankt ist, ist
die Oberhalbstetigkeit dquivalent mit der Abgeschlossenheit des Graphen
GrF := {(z,y): 2 € M, y € F(z)} in M x K. Kakutani bewies folgenden
fundamentalen Fixpunktsatz

Satz von Kakutani. Es seien C eine nichtleere, abgeschlossene, kon-
vexe und beschriankte Teilmenge von R™ und F : C — ac(C) eine oberhalb-
stetige Abbildung. Dann hat F einen Fixpunkt, das heift, es existiert ein
z € C mit z € F(z).

Der klassische Beweis von Kakutani wurde von Liithi [3] (vgl. auch
(2], [6]) ausgebaut, um ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung eines
soichen Fixpunktes zu erhalten. Dazu werden Triangulationen des R™ ver-
wendet. Zumw Begriff der Triangulation und des Simplex verweisen wir auf
(2], (3], [6]- Den Grundgedanken von Liithi verwenden wir, um fiir den fol-
genden allgemeinen (auch fiir lokalkonvexe Riume giiltigen) Fixpunktsatz
aus [1] ein Konstruktionsverfahren zu entwickeln.

Theorem 1. Fs seien U C R™ eine abgeschlossene Umgebung eines Punk-
tes a € R™ und K eine abgeschlossene, konvere Teilmenge von R™ mit
a € K. Weiter sei F : UN K — ac(K') eine kompakte Abbildung mit folgen-
der Eigenschaft

* Pz +(1—-p0)a ¢ F(z) (zedUNK, g >1).
Dann kat F einen Fizpunkt.

Fur K’ = R™ wurde Theorem 1 von Ma [4] mit Abbildungsgrad bewiesen.
Fiir den Spezialfall U = R™ erhalten wir aus Theorem 1 eine modifizierte
Fassung des Satzes von Kakutani (im Satz von Kakutani kann die Vorausset-
zung der Beschrinktheit von C ersetzt werden durch die der Kompakthejt
von F).

Der erste Teil des Beweises unseres Theorems ‘2 wird gleichzeitig eine
auflerst elementare Herleitung von Theorem 1 aus dem Fixpunktsatz von
Kakutani sichtbar machen.
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2. Hilfsaussagen

Sei T eine Triangulation von R™ und F : R™ — ac(R™). Wir wihlen fiir
jeden Eckpunkt w von T ein f(w) € F(w). Fir beliebiges £ € R™ seien
wy,..., w4y (¢ € {0,1,...,m}) die eindeutig bestimmten Eckpunkte des
t—dimensionalen Simplexes, das z in-seinem Inneren (relativ der Dimension
t) enthilt. Dann existiert genau ein A = (Aj,A2,..., Aig1) mit X; > 0 (i =

t+1 141
1,...,t+1) undz A; = 1 sowie z = Z Aiw;. Man definiert eine Funktion
=1 =1 :
t+1 t+1

f:R™ = R™ durch f(z):= Z/\;f(w;), wobei z = Z/\;w.' €ER™

=1 =1

ist. f nennt man eine stiickweise lineare Approximation von F beziiglich
der Triangulation T

Man sieht leicht, daB f stetig und f(R™) C coF(R™) ist. Falls F kom-
pakt ist, muf auch f kompakt sein und aus dem Fixpunktsatz von Brouwer
folgt dann die Existenz eines Fixpunktes fir f. Unter gewissen Vorausset-
zungen kann mit dem Algorithmus von Merrill [5], der in [3] ausfithrlich
beschrieben wird und verschiedene Vorteile gegeniiber anderen bekannten
Algorithmen hat (s. [2], [6]), ein Fixpunkt einer stiickweise linearen Approx-
imation berechnet werden. In [3, s. 113-115] wird dazu folgende Aussage
bewiesen.

Lemma 1. (Merrill) Der Algorithmus von Merrill berechnet einen Fiz-
punkt einer stickweise linearen Approzimation f einer oberhalbstetigen Ab-
bildung F : R™ — ac(R™) in endlich vielen Schritten, wenn gilt:

(1) Es existieren positive Zahlen M und 6 und ein z € R™ derart, daf8
fir alle z € R™ mit ||z - z|| > M, u(z) € F(z) und y € R™ mit
ly — 2|]| £ § sowie ||y — z|| > M das Skalarprodukt von u(z) — z mit
y — = negativ ist, also (u(z) - 2)(y — z) < 0 gilt.

(2) Die zu f gehorige Triangulation hat einen Durchmesser, der kleiner
als § ist.

Lemma 2. Es sei F: R™ — ac(R™) eine kompakte Abbildung. Dann gilt
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(1) Es ezistiert eine Folge (z}) aus R™, die gegen einen Fizpunkt von F
konvergiert. Debet ist jedes z (k = 1,2,...) Fizpunkt einer stickweise
linearen Approrimation von F beziiglich einer Triangulation T, von
R™.

(2) Jedes z (k = 1,2,...) aus (1) laft sich in endlich vielen Schritten
durch den Algorithmus von Merrill berechnen.

Beweis. (1) Sei (T) eine Folge von Triangulationen des R™ mit d(T},) —
0 (d(T,) bezeichne den Durchmesser von T,). Sei f, : R™ — R™ eine
stiickweise lineare Approximation von F beziiglich T, und z, ein Fixpunkt
von f, (n = 1,2,...). Fiir jedes n existieren Eckpunkte w;(n), w2(n),...,wnt1(r)

von T, und eindeutig bestimmte Zahlen X;(r) € [0,1] (i = 1,...,m + 1)
m+1 m+1

mit Z Ai(n) =1und z, = Z Ai(n)w;(n). Nach Definition der stuckwexse

i=1
linearen Approximation f, von F gilt

m+1

™) Tn, = fn(zn) = Z Ai(n) fr(wi(n)) fiir jedes n.
=1

Weil [0,1] und F(R™) beschrinkt sind, existieren konvergente Teilfolgen
(z) von (z,) und (fi(wi(k))) von (fu(wi(n))) mit klirgo Zr =a € R™ und
klirgo fe(wi(k)) = u; (1 =1,2,...,m+1). Aus d(T}) — 0 folgt kligolo wi(k) =a
fiir alle ¢ = 1,...,m + 1. Da Gr F abgeschlossen ist, folgt aus fi(w;(k)) €
F(wi(k)) und fi(wi(k)) — u; fir jedes i+ = 1,...,n + 1 die Beziehung
u; € F(a). Aus (*) erhalten wir durch Grenziibergang a = "gjl Ai%;, woraus

wegen der Konvexitit von F(a) schliellich a € F(a) folgt.

(2) Sei T eine Triangulation von R™ entsprechend des Beweises von (1)
und z; Fixpunkt einer stiickweise linearen Approximation f; von F. Wir
wihlen ein § > 0 mit § > d(T%) und ein z € F(R™). Da f(R™) beschriankt
ist, existiert ein M > 0 derart, daB ||u — z|| < M — § fiir alle u € F(R™)
gilt. Sei zund y aus R™ mit |lz—z|| > M, |ly—z|| > M, |ly—2|| < ¢
und u(z) € F(z). Dann erhalten wir unter Verwendung der Schwarz’schen
Ungleichung die Abschitzung

(w2) - 2)y-2) = (ue)~2)y-2)+(y~2)y-2)~|ly - =l
lly = z}(M - |ly — =||) < 0.

t

IA



Zur Approximation von Fixj)unkten bei ... 131

Damit sind die Voraussatzungen von Lemma 1 erfiillt, woraus die Behaup-
tung folgt.

3. Hauptergebnis

Theorem 2. Sei U C R™ eine abgeschlossene Umgebung eines Punktes
a € R™ und K eine abgeschlossene, konveze Teilmenge mit a € K. Weiter
sei F : UNK — ac(K) eine kompakte Abbildung mit folgenden Eigen-
schaften:

(LS) Bz + (1 - Bla ¢ F(z) (x€edUNK,B>1).
Dann gqilt

(1) F hat einen Fizpunkt

(2) FEs existiert eine Folge (zx) aus R™, die gegen einen Fizpunkt b von
F konvergiert, und alle zi(k = 1,2,...) kénnen mit dem Algorithmus
von Merrill in endlich vielen Schritten berechnet werden.

F(z) fir z € (intU)N K
Beweis. (1) Sei Fi(z) ={ co(F(z)U{ae}) fir z€dUNK
{a} fir z € K\(U N K).

Wie in [6, S. 58] zeigt man leicht, daBi Fy : K — ac(K) oberhalbstetig ist.
Da F kompakt und Fy(K) C co(F(U N K) U {a}) ist, muB F; sogar eine
kompakte Abbildung sein. Aus dem Satz von Kakutani folgt die Existenz
eines Fixpunktes b € K von Fj. Wir zeigen nun, dafl b auch Fixpunkt von

F ist. “

Dazu sei b € U N K angenommen, denn der Fall b € (intU) N K liefert
bereits die Behauptung und der Fall 8 ¢ U N K ist wegen ¢ € U NK
unmoglich. Wegen a € intU gilt b # a. Aus b € co(F(b) U {a}) folgt

n

die Existenz von Zahlen ¢; € [0,1] (i = 1,...,n) mit Et,- = 1 und von
i=1
n-1
Elementen z; € F(b) (: = 1,...,n — 1) mit b = Etgz; + tha = (1 -
r—
t: n-1 '

n—1
t; .
ts) 21 - z; + tpa. Da Z = 1 und z; € F(b) gilt, folgt aus der
1=

l-tn

=1
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n—-1

Konvexitit von F(b), dal u := Z 1 .'t. € F(b) ist. Angenommen, es

gilt b  F(b). Dann folgt aus b = (1 ~ t,,)u + tna die Beziehung ¢, # 0 und
wegen b # a auch t, # 1. Daraus ergibt sich b+ (1 — f)a = u € F(b) mit
8= 1_-1?,,‘ > 1und b € 8U N K im Widerspruch zur Voraussetzung iiber F.

(2) Nach einem bekannten Ergebnis von Dugundji ist K ein Retrakt von
R™. Daher existiert eine stetige Abbildung » : R™ — K mit r(z) = z fiir
alle z € K.

Wir setzen Fy(z) = Fi(r(z)), (z € R™). Dann ist F3 : R™ — ac(R™)
eine kompakte Abbildung, auf die wir Lemma 2 anwenden konnen. Daraus
folgt die Behauptung von Theorem 2, denn jeder Fixpunkt b von F; ist auch
Fixpunkt von Fj (da aus F2(R™) C K stets b € K und damit Fy(b) = F2(b)
folgt) und damit nach (1) auch Fixpunkt fiir F.

Bemerkungen.

1.) Speziell kann in Theorem 2 fiir K ein Kegel (also eine abgeschlossene,
nichtleere, konvexe Teilmenge mit K ¢ {0}, fiir die mit z € K\{0}
stets tx € K fiir alle ¢ > 0, nicht aber —2 € K gilt) verwendet wer-
den, wodurch wir Anschlufl an die Theorie der positiven Operatoren
erhalten.

2.) Wie man leicht zeigen kann, ist bekanntlich die Randbedingung (LS)
aus Theorem 2 speziell erfiillt, wenn U konvex ist und F(QUNK) C U
gilt.

Wir geben abschlieflend ein Beispiel einer kompakten Abbildung an, die
die Voraussetzungen von Theorem 2, nicht aber die des Satzes von Kakutani
erfiillt.

Beispiel. Sei U = {z € R™ : |[z|]| < 1} und F : U — ac(R™) definiert
durch F(z) = {y € R™ : ||y ~ (3up — 62)|| < 1} mit up € U fest. Es gilt
F(U)= | F(z) = {y € R™ : |ly - 3uo|| < 7}. Man sieht leicht, da$ F

zel
kompakt ist. Wir zeigen, daB F die Bedingung (LS) aus Theorem 2 erfiillt

(mit @ = 0). Angenommen, es gilt 8z € F(z) fiir ein £ € U und ein 8 > 1.
Wegen ||z]| = [[uofl = 1 folgt der Widerspruch 1 > ||fz — (3up — 6z)|| >
| 1Bz + 6z} - ||3uo]| | = | }B + 6] — 3] > 4. Somit sind alle Voraussetzungen
von Theorem 2 erfiillt (mit & = R™) Jedoch gilt nicht F(U) C U, sogar
F(3U) C U ist nicht erfiillt, denn es gilt z. B. Fug)N U = 0.
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REZIME

APROKSIMACIJA NEPOKRETNE TACKE VISEZNACNIH OD
‘GORE POLUNEPREKIDNIH KOMPAKTNIH PRESLIKAVANJA

U ovom radu je pokazano da jedan poznati postupak za izratunavanje nepo-
kretne tacke za teoremu o nepokretnoj tacki Kakutanija moze da se primeni
takodje i na opste teoreme o nepokretnoj taéki.
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