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Résumé. : :
Soit &£ la catégorie des fonctions résiduées entre treillis complets. A partir d'un ensemble S,

on définit Fendofoncteur F (pour un objet I et une fléche r: P—— Q) par F(P) =TS ot
(F(r)}v) = rv. A partir dec chaque partic rvstable ¥ de II(S). on définit un cndofonc«mr Eg par

Eg(P)={ve PS/Vite P, vi(To e F)ct EgoHv) = A {weEs(Q)/ rvsw) L‘opérateur -
de fermeture ug'(P) KP)—= Eg (P) permet alors de définir (pOur chaque F) un morplnsme

l'onctoncl F -—-—-) Eg. . : Sl

Motivation - Dans {1], on associc, 4 tout espace de fermeture (S, F) mis en présence du

treillis complct L od 0 < 1, la partic A -stablede L5
§={ve LS/VXCS, AWX)= AWXD}.

L'opérateur de fermeture p(S) — F est alors la restriction 3 B(S) de T'opérateur de

fermeture LS —3 6.
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On va chercher 3 comprendre comment, pour (S, ¥F) fixé, § évoluc en fonctionde L.

Notations et définitions de base.
Pour un élément a d'un ensemble (particllement) ordonné, on notera da l'ensemble des

minorantsde a.On définit de méme Ta.

Pour des ensembles ordonnés P et Q. unc application r : P —— Q est dile résiduée si et
seulement si, ¥ qe Q, Ix e P tdd que rri(lg) = Jx. Appelons alors associéz de r ia ivnction
r':Q—— P, q+—— x, définie par I'égalité &crite. Observons alors, pour (p,ql e Px Q,
I'implication réciproque r(p) S q < p < r'(q). La fonction résiduée r est nécessairement

. croissante car, siles dléments x et y de P vérifientx Sy, ona :x Sy € ritdriy)) = Ur'(riy))),
done: xSri(rly)), d'od rix)<riy).

Notons aussi que, pour pe P, r-1(Tp)={qe Q/ r(g)2pl = {qc Q/ rip)sq) = Trip).
Nolons enfin que, si 1y Ay— Ay ¢l 131 Ap— Ay sonLrésidutos, on &, pour xc A,

(r2 1 (o) = 1] (r7 () = rp (o) = U y(r's00m.

Donc 1, ry est résiduée, ct son associéeest (i) =r'y 1y,

Introduisons la catégoric R dont lcs objets sont les ensembles ordonnés el dont les fliches
sont les fonctions résiduées. Introduisons aussi 1a sous-catégoric pleine £ (de R) dont les cbjets
sont les treillis complets : les G sont des objets particulicrs de .

Si, par exemple, ¢ : X— X est un opérateur de fermeture d'un ensemble ordonné X, la
surjection A : X—> ¢(X), x — @(x) est unc fliche de R car, pour a € @(X),

Alda)e (xe X/ g <a) = {xe X/ x<al.
Résultats .

Lemme 1 - Ctanf donné un espace de [aﬁcﬂuc (S, F), un traillis complet L. cf une application
v:S—— L, il yadguivalence entre :

a) VXCS, AvOO = Alv(X),

b vte L, v (Toed.
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Preuve.

1. Soitd'abord une application v:S-— L quelconque et X € S. Fixons, un moment, notre
attention sur I'ensemble :

yaN{vity, XcvlTo).
On obtient :

Y= {v1Ty, A2t}
={yeS/VieL, (AN zt=viy)zt)}
={ ye5/viybz AvOD) } = v I(TCA (X)) ).

On en déduit : Az A(vX)).

2). Montrons a) = b). Posons, pour te L, vi(T)=H. Si, ze 1,
v(z) 2 A(v(l-l)) = A(v(H)), doncviz)2t ot z€ H. Ainsi,H CH,ctdoncli=He ¥F.

3). Montrons b) =2 a). L'ensemble Y cst, d'apris sa définition, dans ¥, donc X C Xcy.

Par suite, A (W) SA VOO S A v(X), et done A (v(XD) = A (V(X)). )

L'ensembic § défini précédemment apparalt donc sous un nouvel éclairage, qui sera le seul
pris en compte dans la suite de Particle. - ' ~

La condition b) du lemme 1 permet de retrouver aisément le fait que ¥ st unc partie

A -stable de LS.
Proposition 2. L'endofoncteur Es .
Fixons un ensanble S.
A chague partic Nv-stable F de PS) on peul associer un foncleur :

fg:f—>Y%
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défini par : .
T E,(l’,
Eq(P ——— Q) = (Eg(P)——— Eg(Q)
oh:
Eg(P)={ve S/ vieP,viToe ¥}
o ;

(Eg(MV) = A{w e E5(Q /rvsw}.

Preuve - Montrons, d'une part que Eg (r) st une fleche de £, dautre pari que, Fous des

fiaches P a »R = +Qdc £, ona: (Eg(r) o (Eg(r))) = Eqlryny).

1}. Premier point.
Pour w € E4{(Q}, an a (avec des notations évidentes)

Exrdw) = {veEsM/ Wiwle{ve Eg(P) /rviw}={ve Eg@) /v{rw}.
Mais, pour e P, (r'w) (T = wie-1(T0) = wl(T(() € F. Donc r'w € Eg(P).

Ainsi, (Eg (1) (lw) = {r'w, avec r'w € Ex(P). On en condlut ue Eg (r) est unc application .
résidube, d'associée Eg(Q) — Eg(P) définie par w +—3 r'w.

2). Deuxitme point.
Pourw € Eg(Q),ona:

(Eg(rIHETF )0 (dw) = Eg )V NETF e M dw) = Egr) draw) = Iy raw
= 3((ry 1) (w)) = (Egpiea 1) VA,

Les fonctions a = (Eg r)XEq(r))) ct f = Eg (rz ;) vérifient donc, pour tout w € Eg(Q),
aldw) = B 1l w). Pour v e Ex (", on a donc v ¢ al(Uatv)) = f 4 (atv)), doi

Biv) { olv), De mdme a(v) ¢ Biv). Donc:a=fi.
Dars ke méme contexte, ona la propesition suivante.-
Propasition 3. Un morphisme fonctoriel F ——Lg .

Sait F Uendofoncteur Egs). L'upérateur de fermeture pp : PS———y Fg(I) (associé d un treillis

complet © ) permet de définir un morphisme fonctoriel 2 F—2— Eq .
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Preuve - Utilisons le fait (vu au cours de la démonstration de la proposition 2) que, pour
we Eg(Q), ’w appartientd E(P) etque la fonction résiduée By (r) a pour associée :

W r'w.

On a, pour v € PS (avee des notations évidentes) :

(Eg (HpIXV) = EFORY) Esm—E2D g

= Af{we Ev(@/r;\'r(w} Ppb g
Mais, pour v € PSctwe Eg(Q),ona: I

Qs

rvEweEvirwe v{rw&Erviw. ps )

Donc: (Eg(tMupkv) = A{we Eg(Q) / v { w} wpg (rv) = (g FnXv).

Ainsi le diagramme dessiné est commutatif.

On voit qu'a tout espace de fermeture (S,%) on peut associer 'endofoncteur “cxtension” Eg

et le morphisme fonctoriel p: F—=-—— Eg.

1! reste maintenant & examiner' le lien avee Pextension dc KAN (voir [3]).

L'ambiance du “séminaire de fathématiques Floues™ du Pr. D. PONASSE
(Lyon, FRANCE) et celle de {' ¥East European Category Seminar' 88> (févricr -
mars 1988, Predda, BULGARLE) organist par e Pr. V. TFOPENTCHAROV ne sont

pas étrangéres 6 ['édaboration de ce travall.
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Abstract.
Let i be the category of residuated mappings between complete lattices, From a set S, an

endofunctor F can be defined (for an object P and an arrow r: P— Q) by F(P) =15 and
(F(r){v) = rv. From cach n-closed subsct ¥ of §(5), an endofunctor Eg cans be defined by

Eg(P)={ve P5/VYte P,vi(The F}land (Eg(r))(v)-- A {we Eg(Q) / rv s w). By means of

the closure opcrator gt (P) : F(P) —— Eqr(P), it cax the o defined (for cach F) a functorial

morphism: F — 5 Eg.
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