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Abstract

On the existence of free algebras for the negative theories. We estublish
conditions on a set I of negative sentences (in a finitary =algebraic
language} for which its class of models MZI) has free algebras (in the
classical sence as well as in the “categoriczl” sense)}. This 1s shown to be
equivalent to identify the “positive properties” on the absolutely free
algebras. The answer depends heavily on the set ¥ of operation symbols in
the language. For example, if t is infinite, then MI) always has all free
algebras. When t is flnite, there exists a (positive) sentence 9 (depending
only on t)} which Is such that M(I) has free algebras If and only if T v {y}

is consistant.
0. Introduction

La notion d’algébre libre est en général différente selon qu'on se
place du point de vue traditionnel de 1'algébre universelie ou du polnt de
vue catégorique. Dans la premlére partie, nous établissons quelques llens
slmples entre les deux- définitions, wontrant en pariculier qu’elles
corréspondent lorsque la classe de référence est l'ensemble des modéles
d’une famille d'énoncés spéclaux de Horn et d’énoncés négatifs., Nous
abordons ensulte le probléme de 1'existence des algébres libres dans les
clesses de modéles des théorles négatives. (l.e. axiomatisables par des
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énoncés négatifs), probléme qul se raménera A 1'étude des “propriétés

positives" des algébres absolument libres.

La deuxiéme section met en lumlére des relations entre la syntaxe des
énoncés négatifs ayant la propriété désirée et la cardinalité du type. En
particulier, si le type est de cardinalité infinle, toute théorle négative
engendre une classe ayant les algébres libres.,

Dans la trolsiéme section, nous montrons que les propriétés positives
d'une algébre absolument libre de rang finl et pour un type finl découlent
toutes d'un seul et wéme falt, lequel se formule par un énoncé positif ¢. Il
s'en sult que le probléme de 1'existence des algébres libres pour MX), pour
une théorle négative I, est équivalent & la consistence des L v {¢}.

Les résultats exposés ont été en partle annoncés dans {4].

1. Algebres libres et algebres librement engendrees

Un type x d’algébres est ic! un langzse du premier order sans symbole
de relation. A T est assoclée une sulte d'entiers non-négatifs (ao. a'
av"">1<0'('t) auxquels ccrrespondent des symboles d‘opérations {qu'on
eppellera pzr le suite operateur;. par abus de langage) at-alres notés 01 ou
c1 selon que a1> 0 ou que 31-0 respectivement. ¢(T) cst appelé 1'ordre de T.
Les (x-)algébres sont les structures pour T et un (T-)-homomorphisce f: 4+ B
est une fonction f: 48 entre les ensembles sous~jozents telle ‘que
f(ci) = cv {on confondra toujours par la sulte les opérateurs avec leur
interprétation dans les structures) et pour touvis foraule atomiguc ¢ et pour
toute suite (sl.sa....) € AN, 4 |= ¢ lsl.sz....l implique B |=9
lf(s‘).f(sz).,..l. (1) désignera indifféremment la catégorie ainsi
déterminte ou la classé de ses objects.

Le foncteur oubli G: ¥(t) +» Ens a un adjoint & gauche F, et si X est un
ensemble de cardinalité « , CFX est (4 un isoworphisme prés) 1'algébre
absolument llbre sur a générateurs (= algédbre des polyndmes a -aires de [3]),
qu’on notera Vi d.éslgnera ¥ %u ¥ 'selon qu'il existe y < o 1) avec a'- 0
ou non. Pour 4 € ¥(t), on notera |4| la cardinalité de Cd. S1 |4|=1, on dira

que 4 est triviale. Remarquons que lecs algébres triviales sont toutes
isomorphes entre elles.

S K est une full‘.le de Tt-algébres, e‘ dégignera la relation de
congruence sur W' définle de la fagon sulvante: gl P.q €W & ators p™ q(B‘)
51 et seulement sl p(bo‘bn""’bé""} = Q(bo’bx""'bs"") pour toute
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suite <bn‘b1""’b6"">6<¢ dans B et pour tout B € K. On notera également
par K la sous-catégorie pleine de ¥(t) déteraninée par K. Pour alléger
1’écriture, on écrira parfois 4 pour Gd.
Soit a un cardinal. K est dit avoir 1'algébre ilbre sur a 8’1l existe
un ensemble . X de clrdlmlltéhrc. une algébre X dang K et une fonction
:X 5 X telle que pour toute fonction f: X » 4, 4 € K, 1] existe un unique
homomorphisme £': 3 4 tel que !'n‘- f. On dira alors que X (on n‘) est
1’algibre ijbre sur a (ou sur X) pour K. Il est ais de voir que X est
déterniné, & un isomorphisme prés, par la cardinalité de X, et que la
restriction & K du foncteur G: ¥(t) » Ens a un adjoint & gauche si et
seulement 8l X a les algébres libres sur tous les cardinaux. On remarque
également que n, est injectif si K posséde une algébre non-triviale. Un
sous-ensemble A de G4 déteramine une plus petite sous-algébre <{4) de 4 telle
que A ¢ G ¢ {A), appelée la sous-algeébre engendrée par A, Si 3, est injectif
et que X = <n‘(X)). alore X (ou 'q!) -est dite l’algébre 1iibre sur a
) géntrateurs pour K. Cette derniére notion est celle utilisée le plus souvent
en algébre universelle (voir par exemple [31). Les éléments de nx(x) sont

les générateurs libres de 1.

Les deux notion, distinctes en général, sont bien entendu liées entre
elles. On salt que la T-algébre H"/B‘. qul est toujours 1'algeébre libre sur
« générateurs pour la variété HSAHX) engendrée par X, est la seule candidate
au poste d'algébre libre sur a générateurs pour K, et elle est “élue” si et
seulement 1 elle est dans X([3), p.167). La proposition sulvante montre que
1°algébre libre sur « pour K, 81 elle existe, est toujours une extension de
v"‘/a‘. Plus précisément:

Proposition 1.1. SI n: X +X est 1'algbbre libre sur a« pour K, alors sa
restriction n;:x -+ (n:(x)) est 1'algébre sur a génbrateurs pour HSF(K).
Preuve. 11 est alsé de voir que . et donc n;. a la proprlété universelle
pour P(K) (= la classe des prodults des algébres dans X)

Si f: X+ 3 est une fonction quelconque avec 8 une sous-algébre de

4 & P(K), on considére le diagramee commutatif ot ({N)" est indult par 1If

b (it

<nx()()>¢—-ox - -

. e /

™y ,./’B i

X f

et 1'universalité de n, - On wmontre sans difficulté que In((u‘)'._j) c 3,
d'ou, par restriction, 11 existe un homomorphisme !":(n,(X)) 2+ 8 tel que

'l n, = f. Son unicité est lmmédiute pulsque In(n ) engendre <n (X)).
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Finslement, sl h:d ++ C est un t-homomorphisme surjectif avec 4 € SA(K),
et g est une fonction de X dans C, on cholsit une fonction k:C > 4 telle
que hk=l , et méme 51 1'homomorphisme induit (kg)J: Ca (X)> + 4 dépend du
choix de k, on peut vérifier aisément que tel n’est pas le cas pour
ka)ej:(nx()()) + C, qui est 1'homomorphisme cherché. 0

Alnsi, les deux notions d’algébre libre sont quelquefols confondues,
par exemple lorsque K est fermée pour les sous-algébres. La proposition
suivante donne un autre cas de cette situation.

Proposition 1.2, Si K a 1’algtbre libre sur y générateurs, alors les deux
notion d’algébre libre pour K coincident pour tout a = 7.

Preuve. S1 [ lB : {x“}“q-» |f‘/a‘ est 1'algébre 1libre sur 7y générateurs et
na:{x}“ uea X, est 1'algébre libre sur a , on considére le diagramme

1
commutatif . {n,-p)
wW'/e, }ox

~ (/,"

(“:: 'p}' 9‘ Im nu>

€1 n'
%] . o "
{xu}vq P ‘ xv}u«:
) x 81 p< a .
o p{x) = et (n"!‘-p)' est induit par (n;-p) pulsque | lB [
u ’o 8l g a | 3

la:px-opriété universelle pour HSP(K). Comme lf‘/B‘e K, on voit alsément que

. 1]
(2,°P)" a un inverse & droite, (iadult par 1'inclusion {x }“ l‘a {xﬂ ).

}‘l<
En particulier 11 est surjectif et donc 1°'inclusion (Ims "¢> S Xu est
1'identité. o ’

Quelques notations avant de poursujvre:

S1 I est une théorie, M(T) désignera la famille des modéles de I. Bm:)
sera noté simplement 8}: S1 T est tel que ‘7> 0 pour tout 7 < o(T1), alors
C/°= © et dans ce cas les mots *pour tout a« " signifieront icl “pour tout
a > 0", Pour le reste du texte, I sera toujours cupposé¢ non-triviale,

c’est-a-dire que M(I) a une algébre non-triviale.
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Une formule poslitive est une formule construite & partir de forsmules
atomiques en n‘utilisant’que les connecteurs A et v et les quantificateurs Vv
et 3. Une formule négative est la négation d"une positive; on peut toujours

1'écrire sous la forme
-(®) Qx,...Qx (-"A...A—*.)

qu‘on dira normale, old chaque OI est Vou 3 et les ¢| sont des conjonctions
de formules atomiques. Une théorfe négative est un ensemble d'énoncés
négatifs. Remarquons qu'u.ﬂe théorie négative £ = {¢|'1 € I} est consistante
81 et seulement sl chacun de ses éléments est consistant, pulsque si -l' ]-¢|

pour chaque {, alors ll-l'l- Z . De plus, uns mlgébre triviale ne peut
1€1
satisfalre un énoncé négatif, et donc une théorie négative consistante n’est

Jamals triviale.

Une foraule spécule. de Horn est une conjonction de formules de la
forme Vx‘...v:n (¢ v ¢) (o0 ¢ ou ¢ peut éntre absent) ol ¢ est une formule
négative et ¢ une foraule atoaique. On sait que M(I) est ferate pour les
sous-prodults directs non-triviaux 51 et seulement g1 I est équivalente 4 un
ensemble d'énoncés spéclnux' de Horn ( [6]).

Proposition 1.3. Scit I équivalente 4 un ensemble d’énoncés speclwz' de
Horn. Alors IZXI) a 1’algebre |ibre sur X, géntrateurs, et donc les deux
notions d’algébre libre y coincident pour tout cardinal. !

Preuve. Un résultat récent de S. Burris ({1],p.76) montre que pour toute.
classe X d’algébre, 11 existe un cardinal infini «  tel que v’/e‘ est
1somorphe 4 un sous-prodult direct d’algébre dans K pour tout 7 = o . Coume

%o

H’/B‘ est élémentalirement équivalent a W /B‘, on a Iimmédiatement le

résultat annoncé si K = ML) (remnrquons que ¥ IB}: ne peut étre triviale sl
I n'est pas une théorle triviale). o
La proposition 1.3. s’'applique en particulier aux théories négatives,

mals dans ce dernler cas, on péut. dire plus:

Theoreme 1.4, Soft I unc théorie ntgative. Alors
a) () a 1’ algébre libre sur a si et seulement si v = Z.
b) ML) a toutes les algédres llbres sl et seulewent sl W |= T .

Preuve.
&) Par 1.3, MXI) a 1’algtbre llbre sur & 51 ct seulement si I/x/8£|-£.
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Le résultat suit alors de 1’existence de l’épimorphisme canonique
Vs W 78z et du fait que les épimorphismes contre-préservent les
énoncés négatifs (car 1ls préservent les énoncés positifs ([3],
p-282)), puisque W est 1'algébre libre sur a pour ¥(T).

b) Ceci découle de 1'existence d'épimorphismes de v dans ¥ pour tout

a« >0. 0O

Remarquons que pour I négative, on a en failt touwjours lf'/at a W (ce
qul revient & dire qu'rucune identité non-triviale ne peut découler d'une
théorie négative). Plus généralement, on pecut montrer que si £ = £'v I®, ou
Z’ est un ensemble d’'identités et I* un ensemble d'énoncés négatifs, alors
MZI) a 1’algeédbre libre sur a si et seulement si Uu/Gz, =z,

La partie b) du théoréme 1.4. motive la question suivante.

2. Quelr mont les enonces negatifs que verifie W 7 (vue syntaxique)

Montrons d'ébord comment on peut restreindre le champ d'investigation &
un type d’énoncés plus simple.

Definition 2.1. Soit ¢ une conjonction de formles atomiques ne faisant
intervenir que les variables XopeeraX o ¢ est dite décomposable si{
v |= Bxl...3xn\b (si et sculement si lf: |= 3x1...31n¢ pour un « qQuelconque);
dans ce cas, on effeclue-les manipulations sufvantes sur :

1) on remplace les égalités du type 'ulrl...r - o s,
. a

...5 " Ir et s des
1 ) !

]

pol;némc?s) par r = s A...A r.'= s‘.l :

2) on remplace les couples d'égalités du type (xj= L/CPERRY S
1

XTus...s par "X = w s ...5§ AOr ...r QS ...5 ; ou bien
3 171 ul) } 171 . 11 - 171 .|'

- »
par *x = wr ...r Awr. ... =ws ... TN

] 171 . 11 r.' asg s.'.

3) on remplace tout couple d’'égalités du type (x‘-=xj. xj-b) par "x' =b A xj=b"

~—

si b n’est pas une variable;

4} on enléve les égalités triviales et les répétitions et on remplace tout
triplet d'égalités du genre {a=b, b=c, asc) pur "a=b A b=c";

5) on répéte les maunipulatlons 1) & 4) sur le résultat obtenu, et ce autant
dec fols que c'cst possible,
Par 1'hypothése sur ¢ on volt alsément qu'on peut écrire le résultat
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final, §, sous la forme

"x-‘- p‘ A x"; PyA- - A x‘:p" ol les x"lont tous distincts, chaque
(*){ égnlité de la forme "zl-x"' eat telle que I < J, ol x ¢ p’ pour chagque
)

J et ol les p’ qul sont des variables sont tous distincts.

Soit ¢ un énoncé positif sous forme normale. 0‘11...0..:;(&‘\!,..\! v). I suit
de la définition que sl ’, n'est pas décomposable, alors lfl-‘ 8l et
seulement si U“]- 0’.:'_..'.0.1.(¢‘v...v ¢‘_‘v ’lolv""‘-)' (St i=i=m, alors

W |= ¢ clalrement). Notons ¢ 1'énoncé obtenu de ¢ enlevant les v,
non-décomposables, en remplacant les autres ¥, par 3‘ et en enlevant les
quantificateurs devenus inutlles. 11 est aisé de vérifier que W* [= ¢ 81 et
seulement s1 ¥ |= ¢7 Un énonce Qx,...Qx (¥ v...v ¥ ) ol chague ¢, vérifie
(*) sera dit décomposé.

Proposition 2.2. Soit Tve et »{0) ({.e. |v| & 2). Soit ¢ un énoncé nkgatif

consistant sous forme norsale (§) telque m=1 . Alors W |= ¢ .

Preuve. 11 suffit de montrer que W |= ~ ¢ entralne B |= -~ ¢ pour tout
BeV(r). Ona vuque ¥V |= ~ ¢ 81 et seulement s1 W = (~¢); or, 11 est alaé
de volr que pour 3 € ¥(t) quelconque, 3 |-(-;) entraine 3 |= -~ ¢. On peut
donc supposer (-~-¢) décomposée, et donc."lcl. de la forme
olx‘...ouxn(xul- p‘(x‘.....x.)—A cedA xu'- pr(xi....v.x“)).

Pour toute égalité de la forme x‘-x‘ (et donc ! < j) dans -¢, le fait que
V|22 et que W |= ~¢ entral que QJ- 3. Si on remplace alors chaque
x"' dans la matrice par "x " et qu'on enléve 1°é&galité

occurence de '
triviale qui en résulte et le quantificateur "3:" de (~¢) alors, 8l on note
(~#)’ le résultat, on a W {= {(-¢)’ et de plus B = (~¢)’ entralne B |= (-¢).
On peut donc supposer que les p.(x‘.....xn) ne sont jamais des variables.

S1 le langage n'a pas d'opérateur non-nullaire, alors les égalités de (-~¢)
sont toutes de la forme 'x‘-cj". et donc (-¢) doit étre de la forme

3!]...31“(11-01 A-..A X =C, )., pulsque |W] = 2, ce qul donne imnédlatement
1 n ’
le résultat. Pour la sulte, on suppose donc qu'il existe au moins un symbole .

d'opérateur non~nullalre. . . ]
Soint q.---q, des ¢léments de W tels que pour i=1,...,r on =zit

q, =P, (q‘....qn). et solt B ¢ ¥(7). S! T a des opérateurs nullalres (et

1 [}
que donc W = If) on notera également q 1’ interprétat lon de q, dans B.

Sinon, q, est un polyntme l-alre d‘(x); on fixe mlors un ¢lément quelconque
b de B (une fols pour toutes) et la méme notatlon "ql" désignera 1°‘élément

q‘(b) € 3B,
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Pour montrer que $|= ~¢, on doit trouver b‘.;...bnes tels que

b“ = Px(bx""bn)' k=1,...,r ol on a cholsl les bj avec Oj= ¥ arbitralrement

k
aprés avolr choist les bl avec { < J. La seule contralnte consiste donc &

trouver des bl avec Ol- 3 avant de choisir les bj avec QJ- ¥ tels que jJ > 1.

Le choix de b‘.....bn s'effectue selon 1'algerithme sufvant:

On cholsit bn'qx pour tous les
i tels que 01' 2 et x, n'ap-
parait pas 1solé

non r'in

On défi-
nit bl
erbitrai-

repcent

kll existe alers une {et une scule) égaiité de la

forme "x‘=pk (x‘.. ...xn)' dans (~¢)). On remplace
H .
P, (x’.. .. .xn) par 1’expression forrelle obtenue en
l .
remplogant dans P, (x....x) les "xj" tels que bJ (1))
1

est déja chois) par "bj". On note Py la nouvelle

) _ r—

expression.

On choisit

b =p oul p €
U < k, 24

Soit J mInTmal tel que xj est  elTectivementl
présent dans 1'expression formelle que consti-

tue p.x(xx,...xn) et tel que bj n’est "paﬂs
encore choisl. Alors 01-3 (volr (<) plus

Y

loln) el donc 11 existe une égnlité (et une

seule) "xj= pk,(xl,...,x")" dans {(~¢). On rem-
pluce " j* par "j".
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On doit montrer que le programme n'a pas de boucle infinle. Montrons d’abord
(**) (carré du bas).

Considérons une égalité 'l“. P, (xi.....xn)" au moment ol elle arrive en @.
t

C'est une expression formelle du genre "xl- 9, ...x’... avec bj non—encore
. . : ‘ R

choisl. Ou blen cette égalité provient directement de () . ou bien elle est
le résultat d'un nozbre fini de passages par () sprés un passage par (D .

Cans le premier cas, i est minimal tel que bl n‘est pas encore choisi, et
comme b’ n'est pas encore chois!, on a J > f. Comme W |- (—p)'. on a

forctment Q J- 3.

Dans le second cas, peut supposer, par hypothé¢se d'iInduction, qu'il existe,

dands {~¢), um: sulte finle ¢'cxpre=sicns

Xl BW ... X ..., X =W ... X ... “een

(Qo.)

ou l' est wminlmal tel que b‘ n'cat pas encore défini, ol
1

0‘ = Q‘ =...-Ql o 3 et ob bl saseab ,» b ne sont pas encore cholsis.

[
1 2 L 2 t-1 "
Supposons que OJ- ¥, pour we VW, notons sw le nomore de symboles (en
comptant les répétitions) dans w. Dans les hypothéses présentes, on peut
trouver, pour tout a € N, un v € ¥ tel que av > a. Or, J > j‘. (minimalite

de 11) et ¥ |- -¢; mals, unc fols cholsl v, € ¥ comme valeur pour xl , 61 on
1 1
prend u’ tel que n.-l> oo, 1a sulte d'égalites (***) oblige
1

W > ew > ... > aw > aw
1 1 [

contradiction.
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On a donc Q,' 3, ce qul prouve (°°).

Pour s'assurer que les 2 carrés du bas ne forment pas une boucle infinle
(via @), 11 sufflt de s'assurer que la suite (***) ne peut contenlr de
répétition. Sl on suppose par exemple que I =i (k< 1), alors le cholx
d’'éléments Wieeo W, POUR X ,...0X, dans ¥, qui veérifient les:égalltés

doit étre tel que

Caw, > W P...> 8w = v
i ] [} 1
] k kel t [ 4

contradiction.

_Aprés un nombre fini de manipulations, les b’ sonit donc tous déterminés, et
on a les égalités formelles bu = pl(b‘.....bn) pour chaque I=1, ....,r , et
1

donc a fortlori ce sont égalités dans B.

La contrainte formulée avaent 1'algorithme a clalrement été respectée, et on
adonc B [=-~¢ . o

Corollaire 2.3. Soit ¢ un énoncé négatif sous Ia forme norsmale

Q‘xx...onxn(-ﬁim. A ~$.). Aloré les énoncés sujvants sont équivalents:

a) ¢ est consistante _
b) W |= 01...ann(~il) pour chaque ¥, décomposable.

<) lel...Onvxn( ~i‘) est consistante pour chaque ¢, décomposable.

Preuve: D) e c¢) C'est la proposition précédente.

b) =» a) Si #i n’est pas décozposable, alors W |= Vx...qu(-ﬁl).
par définition; si ﬁ. est décomposable, on a vu que

v |= 01’1"‘0.\“'.(”;:) §i et seulement s§

v = le‘...onxn(-yi).

On a donc V |= lel..;onx“(—;l) pour I=1,...m ; 11 est
aisé de vérifier que dans ce cas Wx...xV, I=¢ .

o fols

a) = b) Soit B |= ¢. Alors B |= lel...Onxn(-;l) pour chagque 1,
d'ou VW |= lel...onxn(-il) pour chaque ¢ décomposable,

par la proposition, et donc W |= le‘,..onxn(-ii). o
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Pour la suite, il nous sera utile de “décomposer” davantage certains

énoncés:

Lemma 2.4. Soit ¢ un énoncé positif sous forme normale, décomposé, tel que
(-¢) est consistant et tel que On' Qn-l"“o..-.' 3 . Alors sl, pour chaque
égalité de la formoe "xn_t- p" dans ¢‘ (t = k) on remplace toute occurence de
"xn_"' dans $, par “p", qu'on enléve I1°égalité triviale résultante et qu'on
note ¢ le résultat final, ¢, est non-vide et on a ¥ |= ¢ 51 et seulement si
V= O‘xl...onxn(-t;v...v&;). De pluf, le nouvel énonct est décompost et sa

ntgation est consistante.

Preuve. On suppose 1’existence dans 41' de 1'égalité "xn- p" {(notons que la
démonstration inclura le cas o0 p est une variable, méme si dans cette
éventualité x se présentera en falt A drolte de 1'égalité). .

Remarquons qu’'il dolit exister une autre égalité dans ¢‘. car sinon on a
clairement W |= vx ...vx  3x (¢ ) et donc, & fortiori, ¥ [= Q x ...Q x (¥,)
contredisant 1'hypothése que (-¢) est consistant, par le corollaire 2.3

(& > 1 par la preposition 2.2).

Notons aussi que x ne peut réapparaitre sous forme lsolée dans *l car ¢‘
est décomposé et n est le maximum des Indices des variables. Si on cnléve
"xn= p" et qu'on remplace chaque occurence de "xn" dans ‘1' par “p", le
résultat ¢; est donc non-vide et décomposé. On doit wontrer que
1) st W |=¢, alors W |= Qx,.--Qx (¥VeV..V ¢_) : cecl est clair;

= ’ ” = . ’ -
11) st W | Q‘x‘...onxu(¢‘v $,V...v u.). alors ¥ |= ¢ : 1"hypothése 1mpli
(5':; v 3xn(¢2)v...v 3x.¢_) pulsque xut tl;

que que W |= O‘xl...on_‘xn_‘

on en dédult que

W |=0,x,..0  x ((¥; a3x(x=p) v 3x(s,) v..v3(s))

n-1 n-~1}

(car x ¢ p, par la forme () de 4") d’'ol

W = 0:':'"on-n"..-:(a"..“:) v 3xn(¢2) V...V 3xn(¢_). d'ou W |= ¢ .
Pour pouvoir ilérer le processus, 11 suffit de veir que

- (O)xl...onxn(¢)’ v *2 V...V \&_))

est conslstant; mals puisque lP; est décomposé, 11 sufflt, pur lc corollalre
2.3 de vérifler que W |= ~(0‘x1...pnx"(¢;)). Or, ccc! découle duy falt que
v |= —(le‘...o x (*,)). et pur la méme démonstration qu'en I1). @

n D
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Definition 2.8. Un énoncé positif ¢ sous forme normale est dit wveérifier
1'hypothése de minlmalité si m>1 et que W l-— (le’...onxn(ﬁ‘v...
Y ¢l_‘v -p“‘v...v ¢;)) pour i=1,....m . Notons que dans ce cas {(-¢) est
consistant.

lemme 2.6. Soit ¢ un énoncé positif sous forme normale décomposé, vérifiant
1’hypothése de minimalité et tel que W |= ¢ ; alors

a) si T a au moins un opérateur non-nullaire, alers On- 3.

b) si Ou.’= Q@ =, ..= 0‘= Y et Q@ =Q 2= On= 3 , alors pour chacune

us2 sl [ 23
des variables Xion? 1 3 ks (s-u), II existe dans ¢, pour chaque

opérateur non-nuilalre v de T, une égalité de la forme "xu't-ul Foe.or,

1
ol le terme de droite ne contient rlen d’autre que des variables xj avec

J > 5 et des occurences du symbole "ul .

Preuve. b) 11 suffit de prouver }'éncncé pour X . On procéde par contra-

diction. Soient Vi,....L' -1 € ¥ tels que

L

a2
V= sz ax'.!...axh{ |£’1¢'} lw!....vu_ll .

et solt © un opérateur non-nullalre tel quc pour toute égalité de la forme

"x.s ©p.---P, “, 11 y alt une variable x‘l dans le terme de droite avec
1

J € s {sl j=s, on a tout de suite une contradiction) ou une occurence d’un

syabole d'opération différent de o .

Par le leame 2.4, on peut supposer gue x, X n'apparaissent pas isolés.

1
Donc x n‘apparalt que dans des égalités des formes:

. = <

x = x (u s}

. x=u'r ...r
- 1 a

. XTW...X ... Bvec v < §
] ) v

. XTWw...X ... avec u < s
u 1 []

LxEw L 0.
- 1]

ol w’ est un symbole d'opératicn différent de ul, et possiblemsent nullaire.
Soh:nl. ""1"' . .'/:. les composantes contenant x..

(
Pour { € % , notons u‘”c...c (ou ¢ est un opérateur nullaire. quelconque

fix¢; sl 1l n'y en a pas, cn est duns Vet on rempluce ¢ par “x", le

générateur de U') 1'¢lement de W' defind de la fagon sulvante:
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(0)

{v) (t=1) (t-1)
o' c...c=¢, et o

C...C " W@ c...C...¥ €...C 8 1.
\ A ) c s8] tz1

Comme 1] n'y a qu'un nombre finl d'égalités, 11 existe t € N assez grand

pour que pour L u:”c...c aucune des égalltés oo x apparait ne soit

vérifiée pour X= WX =, et ce quelles que solent les valeurs

1
LTI A donnés a LR Or, on &, par hypothése, que

8¢ +1

W j= 3x .'.:_an(&‘v...v BV B V) v ]

+1

pulisque Ouﬂ ¥. Donc, par le choix de w . onen tire que

v |= 31“1...3:“(&.”\'...\/ V.) lvl,...,v-) .

Comme x ¢ (Y . v...v ¢ ), ona trivialement
- kel -

W= Vx. 3x.ﬂ...3xn(¢h1v...v vp.) lvl.....v._l]

On a donc montré que pour tout LA S W dans W tels que

a-1

W |= Vx. 3x"l...3xn(¢'v...v \b_) lwl.....vu_!] .

on a en falt

v |= vx 3x_n...31n(¢h1v...v w_) lvx.....v_ 1.

ce qui contredit la minimalité de a.

2) S1 ¢ est cxistenctiel, c'ef® triviasl. Sinon, 1l existe un quantificateur
universel d’indice minimal s, et 1’'existence d'un symbole d'opérateur

non-nullaire rend s=n impossible, par b). @

Theorem 2.7. Solt o(1) fini et {t.»l.....m..cx
Solit ¢ un énoncé ntgatlf conslstant lel...Onxn(-&'l\.../\-#.). Alors W |= ¢

vees .c.} les opérateurs de T.

dans chacun des cas sulvants:

1) il existe un v pour lequel 1l n'existe, dans (-9). aucune egallté du

type "x,= U‘pi...p. * ou 0,- 3 el ou le terme de drolte ne contlent rien
'
d’autre que des variables x  avec 0“- Y et u> j ct des occurences de

“w v,
)

2) s>0 et ¢ est un l;-(:noncé (i.e. Q...00, ,...Q=V...¥3..3)
3) s>0, k=0 et msxs
4) (s*k) > 1 et @ € s+k .

b) Solt oft) Infini. Alors W |= ¢ pour toul énonct ntgatif consistant (et
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donc MZI) a toutes les algébres libres pour toute théorie négative

consistante I).

Desmonstration

o) 1) S§ (-§) ecst existentlel, alors le falt que Hnlﬂ ~-(-9) et 1'existence

d'un monomorphisme W>->W 0 fmpliquent que V |= ~-(~¢) et que donc W |= ¢

Sinon, le reésultat découle immédiatement du lemme 2.6 b) pulsqu’on peut
clajrement supposer que (~¢) vérifie 1'hypothése de minimalité. Pour les 3
autres cas, supposons W |= ~¢$. Comme ]a décomposition de (~¢) ne peut que
réduire m, et élimlner certains quantificateurs, on peut supposer (~¢)
décomposé. De plus, comme 11 existe un sous-ensemble {Il....il} de {1,...,n}

tel que -~(Ol:x'l...()nx“(-¢tI A...A-—“‘ )) vérifie 1'hypothése de minimalite
1 1
(1)> 1 par la proposition 2.2), on peut supposer que (-¢) vérifle

1’ hypothése de minimalite.

2) Le résultat suit ijmmédiatement du lemme 2.6 a) (sauf le cas ou ¢ est
universel, qui est réglé comme en 1}).

3) Icl, WweW'.

Comme en 1), on peut éliminer le cas ou (~¢) existentiel et donc, par le
lemme 2.6 a), on peut supposer

'X . .Q'x = Q'x ...¥x 3x ...3x avec n>r
Ql 1 Qn n ol 1 r ret [

(ou Q/=V sl Q=13 et vice versa). Par®a partie b) du méme lemsc, (~¢)
doit avoir au wmolns une égelité de chacune des formes "xr= ul...'....,
"x'_= u....“. Par 1’hypothése de décomposition, il ne peut y aveir plus d’une
de ces égalités dans une méme composunte ¢‘. On a donc tout de sulte une
contradiction si @ < 5. Si o=s, on voit alsément que

1 .
V= Vxl...Vx ¥x le“l...Vxn(-wlA...A-y'a.) [x] (o0 x est le générateur

r-2 r-

libre de VW) et donc

1 . -
V= Vx’...er_’erer ...Vxn(-w‘A...Aw-) .

.t
A fortiorl W' |= ¢. contradiction.

4) On peut suppaser que k = 1 {uinon, on est dans le cas 2)}, et donc que
o
V= . ‘'x ...Q'x = Q'x ... ..
Saoit 01:\'1 Onxn lel . Vat'_Ehrr‘l

Par le lemme 2.4, on peut supposcr que x
r

.3x“ (ou r=n est possibie sl s=0)}.

”..,..x'l n’opparaissent pas
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isolés. Notons ¢l,...¢“ les composantes contenant une égalité de la forme
"xr= ul..." pour I € {1,...,s}.
Pour les méme ralsons qu'en 3), on a u & s {o0 u=0 est possible).

Solent \01..:..&&"&“'.....‘“’ les composantes ou x apparait. Dans
wu’l'.'.'¢uop' Xr ne peul apparaitre que dans des égalités des formes
sulvantes:

. xj= x (J<r)

- X =c,

L X®= W ... X ... avee J <.

J t r -

On considére L/TERTL A dans ¥ tels que

.

U']- vx Bx”l...:-lxu(ﬁlv...v i.) (w‘.....wr_ll.

Par la présence d'égaliteés "xrs ol...“ dans "1""'*..' on a alors

]
(+) ¥ |= er”...ax“(tudv...v ¢.) lwz,....vr-l.c‘] pour chacun des J=1,...,Kk.

D'aprés les types d’'égalités possibles contenant x ., 3] m‘(}>0) contient

X {1 y a au plus une valeur v pour X telle gque

Vo= 311'r ...an(whu)lw’.....v'_ Wl

+1 1 r

Comme p < k, 1l existe (au moins) un cj tel gue
0

*
(++) 1 |= ern'"v'n‘_"un""'“"uop) lw’.....wr_‘.cjol
.Sf utp=am ona ‘une contradiction avec (+).
. Si u+p < m, on a par hypothése qu'en particulier
(+++) W l: BXF" .. .an(\t’v. Y] *u’pv' Y] \0.) [v‘. L A .cjol.

or,
Wi=vx ...vx (- a..ag)lv,....v_ e

ct avec (++), on a alors
V= vx
r

.1...Vx"(~pla...A~¢“P){v‘.....w .c 1.

W= 3x"l...3xn(¢““"lv...v g‘:_)lwl....,w c

par (+e+).
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Mals xr¢ wmpﬂ.....xrc lﬁ_, et donc

V= vx 3xr.'...3xn(¢“p"v...v ¢-) lwl..‘.?vr_‘]

trivialement.

Ceci étant vral pour tout (r-1)-uple d’'éléments L/ A dans V° tels que

I.I']-VxSx LoAx(pve..ve)iv,...,v» ] on a donc
.r r+1 n 1 - L] 1 r~3 .
W= lel. ..Onxn(pwpdv...v p_).'ce qui contredit 1’'hypothése de mini-

malité, pulsque u+p+l>1.

b) On peut supposer (~y) décomposé et vérifiant 1'hypothése de minimalite.
S'11 exliste une infinité d'opérateurs non-nullaires, le résultat découle
immédlatement du lemme 2.5. Sinon,..1l-existe une Infinité d’opérateurs

nullaires et la démonsilration est la mtme qu'en 2)4). @«

Remarques.
1) L'’exemple sulvant montre que les bornes pour m en a)3) et 4) sont les
u " par ‘¢

meilleures possibles el que Guns ajl), on ne peut rerplacer

dans les hypothéses de a) sur 1, colt ¢ 1'énoncé

K
s
1) 3x...3xvx o 3x ... 31""‘"[1‘;1(“:"‘“):1("‘". quhz...xh.J.‘)]

(ou a’ est 1’'arité de uj et M = pax {a) }) dans le cas ol k=0 et

J=1,...,8

[}
11} 3x°Vxl3x2...3xn”[(x°=xl)Jl‘!l(xl= u’xz...x.Jﬂ)] dans le cas ol k=0 .

Il est alcrs alsé de vérifier que (~¢) est consistant et que ¥ |= ¢ .

2) Pour falre pendant a a)2), notons que si ¢ et o{T) sont comme dans les

hypoth¢ses de a) avec ¢ x ...Q x = 3x ...3x Vx ..Vx , on peut montrer que
11 nn 1 t t n

1

V']ﬂ ¢ pour tout r & t et que t est winleal avec cette propriété: si1 on pose

en effet
(x2x1 A\ (x *0 x _...x )
weax.3xvx ove et Vo e P e
%] Jol,....s :
FAN (x‘tc )
I=1,...,¢
J=1 0k

ol a = arite de © et ¥ = max {aj} . alors If|== ¢ sl et seulement si rzt,

3=, 00,m
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3) La partie b) du théoréme dépend évidemment du falt que le langage n'admet
pas d'énoncé de longueur infinfe. Si on admet les disjonctions 4 o(x)
composantes, on construit en effet alsément un contre-exemple pour b) gur
le modé¢le de ceux de la remsarque 1).

Notons également que la classe des énoncés négatifs est résoluble (1.e.
i1 exlste une procédure effective quil détermine sl un énoncé négatif donné
est consistant ou non}. En fait, D. Kozen a montré que le probléme de
déterminer si un énoncé posltif est vallde ou non est NP-complet (voir [8]).

4) Les résultats de cette sectlon s"étendent aux énoncés qul ant une “partie
négatlve consistante”:

On peut décomposer un énoncé quelconque de la fagon sulvante. Solt sous
forme normale disjonctive lel...onxn(div...v W_)‘ On enléve. d'abord les
composantes ¢J contcnant des formules atomiques dont Ia conjoction est
non-décomposable (au sens de 2.1). S'1]1 ne reste plus rien dans la matrice,
alors I-'“|= ~¢ pour tout cardinal «. Sinon, on cnléve des *l qui restent les
négations de formules atomiques non-décomposables. Si 1'un des g&j est vide
de cette fagon, nlors I-'u|= ¢ pour tout a. Sinon, on reamplace ensulte chague
conjonction dec formules atomiques dans chaque q,‘:j restant par sa
décomposition, et chaque négation de formule atomique restante par la
négation de sa décomposition. Si on note 3 le résultat final, {1 est alsé de
volr que pour a quelconque, l-'“l- ¢ s1 et seulcment si l-'“|= é.

Supposons maintenanat que k composantes (k»0) "x-'-"‘. de ¢ solent
négz?.tlves et tclles que 1°’énoncé .Otxl...onxn('\ilv...v wk) {(une partie

négative de ¢) solt consistante; alors ¥ °|= Qix!.. .onxn(;&tv...v \bt) et donc

onlt ¢. Alnsi, s T est un ensemble d'¢noncés de ce type. #ZI) aura
1’algébre libre sur x, générateurs, les deux notions d'algébre 1lbre
coincideront pour tout cardinal et le méme raisonnement que cclul utilisé a
la fin de la section §1 montre que II“/B: = V¥ our tout «, ¢t que donc MI)
aura 1'algébre libre sur a si ct sculement si lf|= I, 5! et sculement si

= E| (3¢ € I}|. Notons finalement que s! une partle négative (ou sa
décomposition) de chaque énoncé de I vérifle une des conditions de la partie
a) de 2.7, ou 51 T est d'ordrc Infini, unlors KEI) a toutcs les aulgebres

libres.

3. Quels sont les enonces negatlfu que verifie W ? (vue semantique)

Le cas infini étanl réglé, on supposera pour la sulte que les symboles

d'opérations de T sont ui....u-.c‘,....c‘.
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11 est facile de voir que pour tout énoncé positif ¢, W'|= ¢ si et
seulement s1 Af= ¢ pour tout £ € V(1) engendré par n éléments (4 cause de
1’ homomorphisme surjectif de W" dans & qui envole les geénérateurs libres de
V' dans les générateurs de ). On consldére 1°énoncé 5: de L+ (1) (le
langage construit comme ¥ majs ou on permet aux disjonctions et aux
conjonctions de porter sur tout ensemble de formules de cardinalite

dénombrable-voir [2]) sulvant

3:1. . .anVx[ p:v" (xsp(xl.. .. .xn))].

-n

Clairement 4= ¥,
pour tout énoncé ¢ pasitif (de Ln °’(':). et donc en particulier de tout
¢noncé de ), on a W'|= ¢ sl et sculement si i:,|= é.

Malheureusement, celte notion de "engendré par n €léments" n'est pas

signific que 4 est engendrée pur n éléments. Alnsi,

axiomatisable dans v lorsque T a des opérateurs non-nullajres. En effet,
puisque ]b"|= X, le thécréme “vers le haut® de Liwenheim-Skolem implique
1'existence d'une extension élémentaire B de W' de cardinalite supéricure a
%, Comme W' est engendré par n éléments, i1 ¢n serait méme pour B, d'ou
1’existence d’'une surjection de " dans 8 {qui cnvoic les générateurs libres
standards de W" dans les générateurs de B), ce qui cst absurde. Toutefois,
céme £°1]1 n'existe pas d'énoncé de T quil exprime 1’idée “engendré par n
¢léments”, 1’'énoncé (plus falble) sulvant de 1 remplira le méme rdle dans

notre contexte:

n x s
" 14
¢T.321. . .anVxByl. . .3yn{‘l='l(z=z‘)‘:’x(x=c‘)l:l(x- WYy, .y.‘)}

ou, conme & la section 2, a =arlté de v et M= max {a‘} .

11,...,8

Cet énoncé dit simplement que tous les éléments (dans une structure le

vérifiant), sauf au plus n d’entre eux, sont dans 1'image de 1'une des

fonctions qul interprétent les symboles d'cpération de . On notera *‘r

1’ énoncé &: ou w:_ selon que wv=* ou w=i' respectivesent (i.e. selon que
k>0 ou k=0).

Proposition 3.1. Pour tout tnoncé positif ¢ de t et tout n € N, lf‘|=¢ si et

seulement si #:]- ¢.

Preuve. 1) Cas oa s > 0, kK >0 ebL n=0 .
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L'idée de la démonstration est de construire, pour chaque nlgéh 4
vérifiant &t. une extension élémentaire 3‘ de ¥, puls une sous-algébre 3‘ de
3‘ telle que tout énoncé positif vral dans 3‘ est vrai dans 3‘. et enfin un
éplmorhisme de ﬂl dans 4. Cecl montrera la direction («#) de }la proposition.
La direction.inverse découle du fait que ¥ |= ¢:.

On considére un ensemble {c:}.eu de nouveaux syuboles de constante, et
on définit récursivement un ensemble d’énoncés atomiques dans 11- T v{c:}.m

de la fagon sulvante.
Appelons arbre de T un ensemble inflne dénombrable d'énoncés de 11

“o‘lx"“'ln""} tel que Yn € N, 1 est de la forme

c:- o (ﬂ..,“.m'---“:m
7 ) 7in)
et vérifie les condiLlons suivantes
7

rin)
(1) au moins un des d est dans {c.}.EN .

yin) 7
(11) les d; qui ne sont pas dans {c.}.‘N sont des é¢léments de ¥

(1.e. des polindmes O-alres de T).

c.d't
‘1(1\)

apparaissent selon 1'ordre croissant de leur indice inférieur, en

¥ 7in)
(111) 1les éléments de {c. LeN présents dans la suite d

commengant per l'entier (Max {a]c: spparait dans 1. pour un
k<n}+1)st n>o0 et.parcf s 0.

Le terme "arbre" est Justifié¢ par la représentatlon qu'on peut en

falre. Par exemple, & un arbre de T commengant par les énoncés

¥ T, e ¥ 7 P 4 7 .y 7 yr
€= W, c,ww'c, , c=uwwc , c= W, CC + g% Wi€gCh oot

(o0 w, w',w" sont dans ¥) on peut falre correspondre le schéma sulvant

Y 4 7
(ce....)(c_'....)»

\/

w'\/(c:.ua) {c ..\)(/CE.HJ
<l o> v oW <t 0,5

(c",u‘ >
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Remarquons que la condition (1} force le schéma & s'étendre
indéf Iniment vers le haul.

Soit 4 une T-algébre vérifianl *‘l" Tout élément a de
G‘\G("C‘,....Cl P ( o ({cl.....c.l }> est la sous-algébre de 4 engendrée par
{c‘.....cll }) donne 1lieu A un cnsemble d'arbres de t : en effel, 4 |=¢t

fmplique qu'il existe w Lel que a = uldl...d‘ pour des dle Cd, avec un des
1
d dans GNG ({c ,....c }>. On peut en dire autant de chaque d, dans

G:C\G ({c‘.....c.l . et minsi engendrer un schéma du type de celui plus haut.
Notons qu’un méme ¢lément peut engendrer plusleurs de ces structures.

On considére 1'cnsemble IN'de toutes ces structures possibles, pour tous
les éléments de GANG «c:""'cx»' Pour chaque 7‘€ I'’, on renomme les
sommets du schéma qul ne sont pas dans ({cl.....ck }) 4 1'aide des symboles
{czln € N, 7°€ "}, en procédant de bas e¢n haut ct de gauche a droite {comme
dans 1'exemple plus haut). Chaque autre sommet est réétiqueté du nom de 1'un
quelcongue des ¢léments cde W dont 11 'es.t 1'interprétation. On obtient ainsl!
un arbrc de T qu'on nommera 7. L'ensemble de tous les arbres, vus dans
T=yU t_, sera noté I.

7'l 7
Notons ThT(V) 1’ensemble des énoncés de T vériflés par W.

7 7
Lexma 3.2. Th (W) vl uc ' ¢ l| neaey . vyefl et (n, Do, H} v
T n - ] )]
{c:ﬁ'[ neN 7el et we W}, vue comne théorie dans I, est conslstante.

Preuve. Par le théoreme de compacité, 11 suffit de trouver un modéle pour la
théorie suivante, et ce quels que solent p, q, r et ¥ dan N:

7‘ 7, 7‘ 7‘ 7,
Th () v (p,q) v {[cn =c_ ] A [cn “"]lc,, et c_° apparaissent dans

F(p,q) et aw = N}

ou sw, la langueur de w, désigne le nombre d'éléments dans 1°expression

formulle Spoes,  de w, ol M(p.q) est le sousensemble sulvante de I :

7 7, (0) 7, (0) 7 7. (q) 7. 4q)
{c lsu dl --.d‘ }... {C l: 1 ..-dl }

© d
0 72(0) 1 aTI(OP q 1‘(q) 1 avl(q)
7 (0) ¥ _(0) 7 7 (g) 7 (q)
{c "= (0) d"“ '--d: } ces {c P= () d‘P ...da" }
7 7 (0) @ 7. (@)
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Oy, on peut trouver une ';-expanslon de ¥ qul vérifie ces énoncés: en

effet, chaque ligne de I'(p,q) se représente par la partie {nférjeure (finie)
de la représentation d'un arbre de t qu'on aurait coupée en certains de ges
sommets, et i1 suffit d’'interpréter les constantes c}n sur les somaets ol a
eu lleu la coupe par des éléments de longueur supérieure & N (ce qui est
clairement possible pulsqu’'ils sont en nombre fini) pour que toutes les
autres constantes situées plus bas dans ces arbres regoivent une
interprétation automatique dans W quil vérifie les conditlons. o

Notons 3‘ la t-réduction ("v-reduct”) d'un modéle de la théorie de
1’énoncé du lemme 3.2. 1] est alsé de volr que 3‘ doit étre une extension
élémentaire de ¥ {en fait, ¥V est un modéle atomique au sens de [2])). On peut

écrire 63‘ comme réunion disjolinte
GB‘- GB‘.U :Bz

ol 3l= <c:| 7€l et D€ N}). L;i question reste ouverte si Bx est
sous-structure élémentalire de 3‘. malns ce quil lmporte icl est que pour tout
énoncé posiLif ¢, .‘B‘l= # implique 31 |=¢ . :

Pour montrer cela, soulignons d'sbord deux falts slimples qui nous
seront utiles: aucun ¢lément de 22 ne peut &'écrire comme une sulte formalle
de symboles d'opérateurs (de t) et d'é¢léments da {.‘BI exclusivement, et si
b‘E G.BI, alors aucune suite formelle de symboles d’opérateur et d’éléments
de G‘B‘ représentant bl ne peut contenir d'éléments de 32.

Soit ¢ un énoncé positif tel que $‘|- ¢. On peut écrire ¢ sous la forme
VxIByIszaya...Vanyuw , ¥ ouverte; on peut aussi supposer ¢ décomposée,
pulsque 3“1 W et que pour tout C e V(r) et tout énoncé postitif o,
C|= o » C|= 0. Dans une formulation libre, 11 suffit de montrer que

o Vxle 621, 3yle GB‘ tel que ane 6‘3l 3yae @‘. ..
[tel que Vx e cz‘. 3yn¢c3‘ tel que 3“]- *";"""nt .
Vxle cx‘. 3y;e GE‘ tel que -ane 03‘ 3yze 6‘81...
alors _ _ _ _
[tel que ¥x € GB , 3y’'€GB tel que 3,1 ﬂ.x‘.....yul_ .

Or, toutes les égalités dans ¢ étant de forme x‘- P, ou y'= q‘ (voir
(*)). les deux falls soulevés un peu plus haul permetient aslsément de volr
que s! on pcut choistir les 7‘ duns CB,, alors on peut les cholsir dans OBl.

On établit ulors h:Bl-Hl commc 1'unique homomorphisme qui élend la
fonction qui envole chuque c: sur 1*¢lément de C4 qui a servi a le définlr,

Autrement dit, la représentation dans 31 d'un arbre 7 cst envoyée sur la
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structure 7’ qul a indult 7 (remarquons que tout w € W présent dans la
représentation de y se trouve la précisément parce que son interprétation
dans # se trouve au méme endroit dans 7‘). Les c: étant tous distincts, la
fonction est blen définie. L'homomorhisme h est clalrement surjectif. Cecl

montre que 4 ]8 ¢ et compléte la démonstration pour le cas consldéreé.

2) s=0, k>0 et n=0 .
Dans ce cas, toute nlgébre 4 vérifiant &_r est flnle et 1'existence
d'un épimorphisme canonique W +» 4 donne le résultat.

3) s >0, k=0 et n=1.

SI & - e (éﬁ_‘r), ators 4 a une expansion 4 dans T'=T U {c}. c un

sywbole de constante, telle que 4°|= wt,(=¢:).
Notons, I-I_r, respectivement U_r, , les algebres W correspondant

respectivement & T et Tt’. Ut,(=b’:,) est en fait une t’-expansjon de U_r(sll_'r).
Alnsi, si un énoncé ¢ de T est vral dans Ut. alors Ht,|= ¢ (vu dans ‘),

d'ou A'}= ¢, par la partle 1), et donc 4 |= ¢.

4) lLes autres cas se¢ résolvent 9 pa.rt.li‘ de 1) et 2) en utllisant le méme
ralgonnement qu'en 3). QO
Ainsi, &: est ecssentiellement tout ce qu'on peut dire positivement de

V" (dans un langage du premier ordre).

Corollaire 3.3. Soit o(T) < X, et ¥ une théorle négative. Alors XI) a
1'algtbre libre sur n € N (respectivement, toutes les algébres libres) si et

seulepent sl Iu{qﬁ:} (respectivenent, T v {¥_}) est consistant (sl et

seulement sl {¢ A 1’:} (respect {vement {¢ A \at}) est consistant pour chaque
¢c k)

FPreuve. La direction (=) est une conséquence jmmédlate du théoréme 1.3,
puisque W'|= »ﬁ: . Inversement si |-= !:u“o:} mafis que MI) n'a pas
1’algébre llbre sur n, alors II“|= ¢ pour un ¢ positif tel que -¢ € I, d'ol
4 |= ¢, par 1a propositlon pécédente, ce qul contredit 4= . 0
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Rezime

0 EGZISTENCIJI SLOBODNIH ALGEBRI ZA NEGATIVNE TEORIJE

Dati su uslovi na skup ¥ negativnih recenica (u finitarnom algebarskom
Jeziku) za koJj! njegova klasa modela ML) ima slobodne algebre (u klasicnom
smislu, a takode § u smislu kategorija). Pokazano je da Je to ekvivalentno
sa identifikaci jom "pozitivnih osobina” apsolutno slobodnih algebri. Odgovor
bitno zavisi od skupa t operacionih simbola u jeziku. Na primer, ako Je <t
beskonacan, onda M I) sadrzi sve slobodne algebre. Kada je T konacan,
postoji (pozitivna) recenica ¢ (kojJa zavisl samo od t), takva da MX) ima
slobodne algebre ako | samo ako Je I v {¥} neprotivrec¢no.

Reclued &y the edliiana Auguat 15, 1985,



