Zbornik radova Prirodno-matemati¢kog fakulteta—Univerzitet u Novom Sadu,
knjiga 10 (1980)
Review of Research Faculty of Science — University of Novi Sad, Volume 10 (1980)

O JEDNOJ] DIFERENCNOJ SHEMI ZA
SINGULARNI PERTURBACIONI PROBLEM

Dragoslav Herceg
Saops$teno 27. 10. 1980.

Prirodno-matematiéei fakultet. Institut za matematiku.
21000 Novi Sad, ul. dr Ilije Duri&iéa 4, Fugoslavija.

1. Uvod

U radu se posmatra linearni konturni problem

(KP) —x"" =\ (p (0)x'+f £)=0, t€ [0, 1], x (0)=u, x=(l)=v
A>>1, A u, veER,
pod pretpostavkama

(Pl) y2H fE C [Os 1]: (P2) P(t)<_1> te [0: 1]:

i njegovo numeritko re3avanje diferencnim postupkom. Pretpostavka (P1) obez-
beduje jedinstvenost reéema x (N problema (KP), [10], a pretpostavka (P2)
ima za posledicu da x (z, 7\) ima fenomen grani¢nog sloja kod r=1, [3], 51, [11],
[13], [14]. To zna¢i da reenje x (¢, A) problema (KP) za 0<r<l teZi ka reSenju
¥ () redukovanog problema

(RP) P+ @O=0, y©O)=u

kada A—>c0, dok se u grani¢nom sloju debljine 0 (A1) kod tatke z=1 jako menja.
Pri numerickom redavanju (KP) javlja se problem odredivanja pribliznih vrednosti
reSenja x (¢, A) u grani¢nom sloju kod tacke r=1. Kori§¢enje standardnih diferencnih
shema za numeritko refavanje (KP) zahteva veoma veliki broj (&2) tataka da
bi se dobila informacija o reenju x (¢, A) u grani¢nom sloju, [11, [3], [9), [21],
[22]. Formiranje diskretnog analogona za (KP) sa prihvatljivim brojem tadaka,
koji ¢e dati dovoljan broj dobrih pribliZnih vrednosti re§enja x (z, ?) u grani¢nom
sloju, moZe se postici na viSe nacina.

Jedna moguénost je kori$¢enje ekvidistantne mreZe i posebnih formula za
obrazovanje diskretnog analogona, pri ¢emu se Koriste one osobine redenja x (z, A)
problema (KP) koje se mogu unapred odrediti. Primere takvih shema nalazimo
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u [1], [9], [11], [15], [16], [17], [21], [22]. Druga mogu¢énost je zamena problema
(KP) van grani¢nog sloja redukovanim problemom (RP) k011 se refava nekim od
numeri¢kih postupaka, a zatim se u grani¢nom sloju reSava (KP) uz Kkoriiéenje
rezultata prethodnog raCunanja. MreZe za diskretizaciju (RP) i (KP) su ekvi-
distantne ali razli¢itog koraka. Primere za ovakve postupke nalazimo u [13}i [14],

Treta moguénost je formiranje diskretnog analogona za (KP) pomoéu ne-
ekvidistantne mreZe, pri ¢emu se teZi da od malog ukupnog broja tataka $to veci
broj tacaka pripada grani¢nom sloju. Ovakav postupak pojavljuje se u [19], [20].
Izbor neekvidistantne mreZe moZe se obaviti tako da raspored njenih tataka omo-
guéava primenu simetri¢nih diferencnih formula, zasnovanih na ekvidistantnom
rasporedu korid¢enih tadaka, [3] i tamo navedena literatura. Neekvidistantne mreZe
mogu se birati i sa vife slobode, ali tada diskretni analogon za (KP) ima neto slo-
Zeniji oblik i teZe ga je prouavati. Primere shema sa takvim mreZama nalazimo
u [5]), [6], [7]), [8], [19], [20].

Linearni konturni problem (KP) sa pretpostavkama (P1) i (P2) posmatra
se i u [3], a njegova diskretizacija izvodi se na neekvidistantnoj mreZi sa tako raspo-
redenim tatkama da se mogu Kkoristiti simetri¢ne diferencne formule.

U ovom radu se prikazuje jedna neekvidistantna dikskretizacija problema
(KP), zasnovana na diskretizaciii iz [6], i numeri¢ko refavanje diskretnog analogona

(DKP) Ax=F

za (KP). Pri tom se neekvidistantna mreZa bira tako da se inverzna monotonost
matrice A moZe dokazati pomocu kriterijuma iz [2], [4], [12]. Koriste¢i se inver-
znom monotonijom matrice A i rezultatima iz [12] dokazuje se konvergencija
jednog iterativnog postupka za re$avanje (DKP).

U ekvidistantnom slu¢aju navedena neekvidistantna diskretizacija daje dobro
poznatu shemu [4], [12], [21]. Kao ilustracija moguénosti primene prikazane
diskretizacije - numeri¢ki je reavan problem

(NP) —x'"'4+xx'=0, x(0)=1, x (1)=0,
koji je resavan i u [3], [14], [18].

2. Numeritko refavanje (KP)

2.1. Oznake. Neka je me N i T={1,2,...,m). Za x,y € Rm neka je x<y
odnosno x<<y<>x; <y; odnosno x;<y; za svako 7 € T. Analogno defini¥emo relacije
< i < za matrice, tj. za matrice A, B e R™™, A=(as;), B=(by;) je A<(<) B«
<>ay; <(<<) byy za svako i, j€ T. Za x e Rm neka je T° (x)={f e T:x=0} i T+ (x)=
={ie T:x;,>0}. Matrica 4=(as;) naziva se
— nenegativna, ako je a;;=0 (i,jeT),

— L-matrica, ako je a1>0, ai;<0, i (i,jeT),
— M-matrica, ako je L-matrica sa nenegativnom inverznom matricom A1,
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Za A=(a;;) definiSemo matrice Ag, Ao, AT, A~ € R™™ na sledeéi nadin.:

aiy zZa i=j
(Ad)U = 5 A=Aa+ Ao,
0 zai#f

Ay =

ay; ako je ay>0
A=A++A4-.

0 ako je a;y <0

Neka su T1 i T podskupovi od T i neka je A € R™™. KaZzemo da A povezuje

skup T1 sa T2 ako za svako 7 € T1 postoji konatno mnogo indeksa 1y, 11, .
(r=r (i) e N) sa osobinom ay,, 4,70, jo=i, ire T2

..yir€N

2.2. Diskretizacija (KP). Neka je I=[0, 1], x € C4(I), 7>0, h € R, s; € R\ {0}

(=1, 2,3), sis; za i%j (5,j=1,2,3) i 1, t+s;h e I. Tada je, [6],

(1) —x" (£)=h2 (dx (¢+53h)+cx (t+s2k) +bx (2)+ax (t-+s1k)+0 (h2),
@) x (O)=h"1(cx (t+s2h)+bx () +ax (t+51k))+0 (h2),

sa

3) a= 2 (s2+s3) b_——2 (s1+s2+s3)

51 (s1—s2) (s1—s3) 5152 53,
_ 2 (s1+s53) d— 2 (s1+s2)
s2 (s2—s1) (s2—s3) ’ s3 (s3—s1) (s3—s9) ’

—S2 - sits2 . —s
b=— y €=

(4) d= > .
s1(s1—s2) 5182 s2(s2—s1)

Ako je
(%) 51>>0, 0>s2>>s3, s1+53<<0,
onda je »
<0 9ko je s1+52=>0,

(6)- <0, >0, c<0, d

>0 ako je s1+s2<<0
N é>0, 5<0, ¢<0.
Iz (3) i (4) dobijamo

-2

(8 sl+sz=0=>—a=—c=%=32 s 5:0, —a=c¢=(2s9)™L.

U daljem radu pretpostavljamo da je n=3, n€ N, k;>0, k;eR (j=1,2, ..

Neka je
n

9) h—1=§ ki, In={t0=0, ty=t;1+hk;:j=1,2,...,n}.
j= -

. N).
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Mreza Inc=l je u op$tem sludaju neekvidistantna, a 29 kj=1 (j=1,2,...,n)
je ekvidistanta.

Kako posmatramo problem (KP) koji ima fenomen grani¢nog sloja kod =1,
to éemo mreZu I formirati tako da $to viSe njenih taCaka pripada intervalu
[1—21,1]. To postiZemo podesnim biranjem parametra k;. Neks je n=2m,
melN i

kyazkyn=l (@=1,2,...,m—1),
(10)
koy=Fkas_1 ((=12,...,m).
U svakoj talki t, e In (#=1,2,...,n—1) diskretizujemo (KP) pomotu formula
(1) 1 (2) sa keeficijentima (3) i (4), pri emu je

(11) s1=Ret1, 52=;—k1, s3=—(ki+ki—1) (ko=F1).

Ako sa indeksom i obeleZimo koeficijente (3), (4) dobijene sa s1, s, s3 iz (11), diskretni
analogon za (KP) je

h-? (dix (¢4 —(By+Ri—1)h) +cox (61— kih) +bex (6) +aix (4 ke h))
= (P (e~ Y(Cox (ti—Rah)+ bax (¢0)+dix (ts+keah))—f (1)) =0,

(1:1’ 2., n—l)’ x (to)__-u’ X (tn)=‘v’

(12)

ili, kraée zapisano, Ax—=F, gde je A € R#+tln+l matrica sa elementima
[ ko ako je {=j=0,n,

ar—Nap (8) 4: ako je j=1+1, i=1,2,...,n—1,

by ako je j=t, i=1,3,...,n—1,

(13) Ay =y by—Map ()bt ko je j=i, i=2,4,...,n=2,
ci—MNap (t1)ce ako je j=i—1, i=1,2,...,n—1,

dy ako je j=i—2, i=2,4,...,n—2,

| 0 za ostale vrednosti 7, j

aF=R (u, M (1), Mf (22)5. - - » Mf (tn1), ©) € RoHL, _

Daje Ay=b;zai=1,3,...,n—1 sledi iz (8), jer je tada s1+s2=0 i otuda je ;=0.
TEOREMA. Matrica A je inverzno monotona ako vaZi

(14) =2 (0)<2 (kih)71, £ € [0, 1].

Dokaz. KoristiCemo se ML-kriterijumom iz [4]. Prema tom Kkriterijumu ako
je A<ML, gde je M M-matrica i Lo<0, i ako postoji ¢>>0 takvo da je Ae=0 i
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da M ili L povezuje T° (Ae) sa T+ (Ae) matrice A je inverzno monotona. Matrice
M i L koje ipunjavaju uslove ML-kriterijuma formiramo na sledeéi nacin [4]:
(15) M=A4+B, L=E+A4-1C,
pri ¢emu je E jedini¢na matrica, a matrice B<<0 i C<0 odredene su tako da vazi
A-=B+C. Prema [4] uslov A<ML ekvivalentan je sa
(16) As<BA3'C.
Pre nego $to definidemo metrice B i C, a time i matrice M i L, odrediéemo A~
i dokazati da je Ag>0.

Da bismo dokazali da je Ay, ++1<<0 posmatrajmo prvo slugaj kada je i ne—
parno. Tada je si+se=0 i zbog (8) imamo A 1=—Fki —2p (t;)h o. 5k4 <
< —0.5hk1 (2B Y1 4-2p (84)) <0,

jer je ki=ky, 2k1 h‘1+7\p (2)=0 prema pretpostavkama teorgme. Za parno i imamo

—6k
Ais i1= ! —Mhp (1) i
ki1 (Rgr1+ki) (Rivn+2k;) kevy (Rev1 ki)
2k
Ay, <———————- 3 (ki1 +2k) 141 )<0
DS etk | R A )=

er je hizkiz k.

Kako je At 1-1=ci—Mip (t1) c1, a zbog (6) i (7)
<0, ¢1<<0, to je Ay, 11<0 (p (H<—1, A>0).

Zbog (6) je oligledno Au=5b>0 (i=1, 3,...,n—1).
Za svako i=2, 4,...,n—2 imamo

Au=bi—rhp (t;) 54— 5 kHl-H\hp (&) (ki — k¢+1)
"
>3k‘—;k‘—+—1—2 (hi—ksss) K1
'

22 (ky—ki+ k1) R71>0.

Prema tome matrica 4 moZe imati pozitivne elemente van glavne dijago-
nale samo ako je d;>0 za neko 7€{2,4,...,n—2}. Uslov A<ML, odnosno re-
laciju (16), treba ispitivati samo u sluéajevima kada je d; >0, tj. kada je k1 —Fks <O0.
Neka su elementi matrica B i C dati sa

By = 0.5444 za j=i—1, 1=2,4,...,n-=2,

Ay za j=i+1, i=1,2,...,n—1,
0 u ostalim sluéajevima,
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A” zaj=z'—l, i=1, 3,...,72—1,
Cy = 0.544 za j=i—1, i=2,4,...,n=2,
0 u ostalim sludajevima. '

Znati, imamo B<0, C<0 i A~=B+C. Neka su matrice M i L odredene prema
(15). Uslov (16) sada glasi " ‘
dibi-1<<0.5 (cs—Mhp (t;) ¢4) (Cs-1—Mip (L4-1) Cim1)s

odnosno A A
2dsbi-1 <cico-1—N kb (eip (8-1) Co-a+coap (81) C4)

+22 B2p (21) p (t11) CiCo1
i kako ie ¢; <0, ¢;<<0, p (£1)<<0 za svako 7, biée ispunjen ako je
amn 2dsbi1 <cice1.

Ta¢nost ove relacije ispituje se samo ako je k1 —4;<C0 za neko parni ¢. U tom slu-
&aju (17) postaje
4 (ki—kit1) _ 2 Qki—kia)

2ki+kws  kitkm

odnosno
2 (ki — ki) <4k —Kisa, | |
te je ofigledno da je to tatna relacija. Prema tome, dokazali smo da je A<ML.

Dokazacemo sada da je M M-matrica. Pre svega po konstrukciji su matrice
M i L L-matrice. Dalje, sa 8=(1,1,...,1) eR**l imamo . :

k2 k za 1=0, n,
(M8)¢= ai—\ hp (ti) ai+by . za 1=1,3,...n—1
ag+bi+0.5c—N Bp (20) (a4 51+0.560)  za i=2,4,..,n—2.

Kako je zbog (14) —\hp (s)<2kjl imamo -
_ (M 8=k —Nhp (1) 0.5k >k  (1—1)=0, i=1,3,...,n—1,
1 .
(M d)=a;+bi+ci+di—0.5ct—di— N hp (te) (dy+ b+ ¢)+NAp (8)+0.5¢,=

=Ahp (2):0.5¢:—0.5¢;—di >0, i=2,4,...,8—2,

jer je ag+bi+ci+di=0, di+pi+ci=0, ¢1<0, p (2)<0 i ¢;+2di<<0. Znati,
T° (M 3)=0, te je (prema M-kriterijumu [4]) matrica M M-matrica.

Kako je (43)=0 za i=1,2,3,...,n—1 i (43)=h? za 1=0, »n, imamo
T°(A48)={1,2,...,n—1} i T+(48)={0, n}. Povezivanje skupa T° (A4 8) sa sku-
pom T+ (A 3) pomoéu matrice M ostvaruje se na sledeéi natin: za ie7° (4 3)
formira se niz '

ia=i+1 (G=0,1,...,r—2)

=0
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Na osnovu ML-kriterijuma sada sledi tvrdenje teoreme.

Kao posledica prethodne teoreme i teoreme 3.1 iz [12] sledi konvergencija
iterativnog postupka

(18) (da+ By = —(C+Ao) #+F(k=0,1,...)

sa x, FeRntl ka jedinstvenom redenju diskretnog analogona Ax=F.

3. Numericki primer

Koristeéi se diskretizacijom iz 2.2 numericki ie reSavan problem (NP) &ije
je relenje
11—~

1—e>

x ()=

U ovom sludaju je p (£)=—1, te uslov (14) glasi A 21A<<2. MreZa I je usvakoj
od navedenih varijanti formirana tako da je taj uslov ispunjen, kao i uslovi (10).
Za x (r) vaii

A=50, [0, 0.75]=x (£)(0.999 996, 1],
A=100, [0, 0.85]=x (£)e(0.999 999 69, 1].

Prema tome, posebno su interesantne vrednosti numeriCkog reSenja iz intervala
[0.75, 1], odnosno [0.85 1]. Usledeéim tabelama sa n; oznalen je ukupan broj ta-
¢aka mreZe I,, definisan prema (9), a sa m; broj talaka skupa I n [0.75, 1] za A=50,
odnosno skupa I~ [0.85, 1] za A=100. Vrednosti k; definisane su na sledeéi nadin

k=1, i=1,2.....Nyj, ki=q; i=N;j+1,...,n—1.

Neka je x» redenje diskretnog analogona za posmatrani problem, a xj restrikcija od
x(t) na I. Sa g5 oznacena je veli¢ina || x»—xp ||o U svakom od navedenih slucajeva.

TABELA I (A=50)

j ny Nj a m; (%) €5
1 41 40 - 10 (24.39) 5.574.10-2
2 41 16 2 17 (41.46) 1.964-10—2
3 41 18 5 21 (51.22) -4.990-10-3
4 81 80 - 20 (24.69) 1.211-10—2
5 81 54 20 59 (72.84) 3.110:10°3 -
6 81 58 12 60 (74.07) 7.692-10-4
7 161 160 — 40 (24.84) 3.001-10-3
. 8 161 138 32 141 (87.58) 1.872-10~4
9 161 150 50 151 (93.79) 2.096 '10“
10 201 200 - 50 (24.88) 1.865:10-8
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Tabela II (A=100)

j ny N; qs m; (%) &5
1 41 40 — 7(17.07) 1.932 101
2 41 12 9 16 (39.02) 1.655 102
3 41 18 5 19 (46.34) 1.964 102
4 81 80 — 13 (16.05) 5.574 102
5 81 58 12 49 (60.49) 2.985 103
6 81 54 20 56 (69.14) 1.007 103
7 161 160 — 25 (15.53) 1.208 102
8 161 100 100 92 (57.14) 4,751 102
9 161 138 32 127 (78.88) 4.080 104
10 201 200 —_ 31 (15.42) 7.799 103

U tabelama I i IT za j=1, 4, 7, 10 imamo ekvidistantne diskretizacije. Upore-
dujudi m; u navedenim tabelama vidimo da neekvidistantne mreZe imaju vise tacaka
u posmatranim podintervalima [0.75, 1], odnosno [0.85, 1] od ekvidistantnih mreZa
sa veéim brojem tadaka. Pored toga, vrednosti ¢; pokazuju da je sa malim brojem
ta¢aka neekvidistantne mreZe moguce dobiti dobra numeri¢ka refenja, ¢ak bolja od
reSenja dobijenih ekvidistantnom mreZom sa znatno velim brojem tacaka.
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EIN DIFFERENZSCHEMA FUR STEIFE
RANDWERTAUFGABEN

Dragoslav Herceg

Zusammenfassung

In dieser Arbeit betrachten wir eine Diskretisierung von Randwertaufgaben der Form (KP)
mit den Voraussetzungen (P1), (P2). Das irregulire Gitter In ist druch (9) definiert. Diskrete
Analoga Ax=F von (KP) ist durch (12) und (13) erklirt. Dabei sin d ay, b1, ¢i, di, bi, ¢y durch (3)
und (4) mit s1, s2, s3 aus (11) unter den Voraussetzungen (10) gegeben. Die Matrix A4, (13), ist
inversmonoton falls (14) gilt. Als die Folgerung dieses Satzes haben wir Konvergenze des Verfah-
rens (18) fiir numerische Losung von Ax=F. Das numerische Beispiel zeigt einige Vorteile nichti-
qudistanter Diskretisierung.



